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Altérations  probables  dans  le  texte  d'Euclide. 

PAR  A.  J.  H.  VINCENT, 
Professeur  au  collège  de  Saiat-Louii. 


* 


I.  On  connaît  la  locution  employée  dans  tous  les  ouvrages 
élémentaires  ,  pour  indiquer  le  mode  départage  d'utie  droite 
en  deux  parties,  dont  Vune  soit  moyenne  proportioniielle  entre 
l'autre  partie  devenue  ainsi  l'un  des  termes  extrêmes  de  la 
proportion ,  et  la  ligne  entière. 

Or,  dés  1405  (1) ,  le  Vénitien  Zatnberti,  dans  son  inter- 
prétation latine  d'Euclide ,  imprimée  cent  ans  plus  tard , 
remarquait  déjà  que  la  locution  secundùm  mediam  et  extre- 
mam  rationem ,  locution  d'où  la  notre  tire  son  origine ,  ne 

(I)  Voyez  la  Bibliolbérjue  grecque  de Fabricius,  édilian  de  Harles,  t.  IV,  p.  6! 
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dit  pas  ce  q»i  olle  doit  dire.  En  effet ,  dans  une  proportion  ,  il 
n'y  a  point  deux  raisons,  lune  moyenne  cl  l'autre  extrême; 
il  n'y  en  a  qu'une  seule,  la  mCme  pour  les  deux  derniers 
termes  que  pour  les  deux  premiers  ;  et  l'on  ne  saurait  vou- 
loir dire  non  plus  que  cette  raison  est  à  la  fois  moyenne  et 
extrême ,  ce  qui  serait  également  absurde. 

Reconnaissant  aussi  rincxacliludc  de  la  locution,  M.  le 
docteur  Terquem ,  dans  une  note  insérée ,  il  y  a  peu  d'années 
(en  1838),  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liou- 
ville  (t.  III ,  p.  97).  propose,  d'après  f.orcntz ,  de  dire 
qu'une  droite  est  partagée  en  proportion  continue,  lorsque,  etc. 
Je  souscrirais  volontiers  à  cette  rédaction  ,  si  elle  ne  parais- 
sait signitier  tout  autre  chose  que  ce  que  1  on  veut  dire  . 
car  comment  exprimerait-on  différemment  que  la  droite  est 
divisée  en  trois  segments  fournissant  à  eux  seuls  tous  les 
icrmcs  de  la  proportion  ;' 

Mais  moi-même  précédemment ,  en  1 834  .  dans  la  3°  édi- 
tion de  mon  Cours  de  Géométrie,  j'avais  cru  devoir,  à  la 
phrase  vulgaire ,  en  substituer  une  autre  plus  simple  : 
Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême.  Cependant,  l'a  van  - 
tage  de  la  brièveté  ne  serait  point  un  motif  suffisant  pour 
justifler  ce  changement  s'il  n'était  d'ailleurs  d'accord  avec  la 
logique.  Or,  en  effet,  l'expression  ordinaire  signifie-t  elle 
autre  chose  que  partager  une  droite  suivant  la  raison  de 
moyenne  à  extrême ,  c'est-à-dire  dételle  façon  que  l'une  des 
parties  soit  le  terme  moyen  de  la  proportion ,  cl  l'autre  par- 
tie un  des  termes  extrêmes ,  l'autre  terme ,  qu'il  faut  bien 
trouver  quelque  part ,  étant  alors  la  ligne  entière  ?  Et  dès 
lors ,  cet  énoncé  :  Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
(  sous-entendcz  le  mot  parties  au  pluriel ,  et  non  le  mot  raison 
au  singulier)  ne  préscnte-l-il  point  une  locution  tout  à  fiiit 
convenable  ,  tant  sous  le  rapport  de  la  justesse  que  sous  celui 
de  la  simplicité  et  de  la  brièveté  ;■  Quant  à  moi ,  son  exacti- 


lude  me  parait  si  incontestable ,  qu'ayant  été  sollicité ,  à  l' oc- 
casion delà  publication  récente  delà  5"^  édition  de  mon  Cours, 
de  rétablir  la  locution  antique  et  solennelle  moyenne  et  ex- 
trême raison,  je  n'hésitai  point  à  en  appeler  au  texte  d'Eu- 
clide ,  persuadé  qu'on  l'avait  mal  traduit. 

Mon  étonncment ,  je  le  confesse  ,  fut  extrême  ,  quand  je 
lus  dans  l'édition  de  Peyrard,  comme  dans  loules  les  autres, 
ces  phrases  auxquelles  je  n'avais  pas  jusqu'alors  prêté  une 
attention  suffisante  :  Axpov  xaî  f/é^o-j  \6yov  (sons-ent.  y.xzi.)  eùô-ia 

T6Tf*îi<;6zt  iéyerat ,  Ôtkv....  z.t.>.  (Hv.  VI,  déf.  3  ;  tom.  I,p.290)  ; 

T:r,v  So^îlaa-J  £Ù6ïïav  ■7r£7r£pa7(iÉv7î'j  âzpov  r.m  (técov  ^oyovTEaslv  {ioja,, 
prop.  30,  p.  366),  Eàv  sJOîîo  ■/^ati.y.Ti  Szpov  xai  f/j^ov  )oyov  Tfi>)6ii 

(liv.  XIII ,  prop.  r%  tom.  III,  p.  212) 

Je  ne  craignis  point  d'avancer  alors  que  les  manuscrits 
avaient  été  mal  lus ,  que  les  apices  abrévialifs  remplaçant  les 
terminaisons  et  devenant  ainsi,  dans  les  manuscrits,  les  seuls 
indices  de  la  déclinaison  (apices  qu'il  est  si  facile  de  confon- 
dre) avaient  été  pris  les  uns  pour  les  antres  ;  que  par  suite , 
dans  la  transcription ,  les  terminaisons  ou  et  ov  s'étaient  sub- 
stituées l'une  à  l'autre  par  cette  sorte  d'accident  que  les  gram- 
mairiens nomment  attraction ,  et  qu'en  définitive  ,  les  mots 
a/pov  vdi  fi£(7ov  Xc'/ov  devaient  être  lus  partout  â'/.pou  za't  ptsiroy 

Xo'/ov. 

Malheureusement  encore,  ma  conjecture  ne  se  trouva 
nullement  confirmée  par  les  manuscrits,  dont  la  plupart 
même  portent  écrit  en  toutes  lettres  S/pov  v.M^itjo-j 

En  outre ,  Proclus,  Pappus,  Ptolémée,  lorsqu'ils  ont  à 
rendre  la  même  idée,  ne  s'expriment  pas  autrement. 

Battu  ainsi  en  première  instance  et  en  appel ,  j!avais  au 
moins,  semblait-il,  la  consolation  de  l'être  en  compagnie  de 
la  logique.  Mais  après  tout ,  il  me  restait  la  ressource  des 
traductions  orientales  :  je  résolus  d"y  recourir.  Je  m'adressai 
en  conséquence  au  savant  M.  Munck,  qui  eut  l'obligeance  di' 
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consulter  à  ma  prière ,  la  traduction  arabe,  traduction  toute 
littérale,  faile  au  neuvième  siècle  par  Imac  hen  Honaïn,  et  qui 
me  donna  en  ces  termes  le  sens  du  lexte  arabe  de  la  défini- 
tion 3°  du  livre  VI  :  Une  ligne  droite  est  dite  partagée  suivant 
la  proportion  d'oivE  tnoyenneet  de  deux  extrêmes,  lorsque,  etc. 
De  même,  la  proposition  30°  du  même  livre  s'énonce  ainsi 
ti'après  le  même  icxte  :  Partager  une  ligne  droite  suivant 
la  proportion  d'une  moyenne  et  de  deux  extrêmes.  De  môme 
enfin  la  proposition  1'"  du  livre XI 11  :  Lorsqu'une  droite  est 
partagée  suivant  la  proportion  d'une  moyenne  H  de  deux  ex- 
trêmes :  Al-khatt  al-maksoum  à  la  nisbet  dzât  ouast  outarféïn.  . 

La  traduction  bébraïque  faite  au  13"  siècle  par  Mosé  ben 
Samuel  Ehn  Tibbon,  s'exprime  d'une  manière  tout  à  fait 
analogue  ;  mais,  peut-être,  m'a  dit  M.  Munck ,  cette  traduc- 
tion a-t-clle  été  faite  d'après  l'arabe.  Quoi  qu'il  en  soit,  la 
traduction  hébraïque  n'en  est  pas  moins  une  confirmation  de 
l'arabe. 

11  en  est  de  même  de  la  traduction  latine  A'Adhêlard,  com- 
mentée par  Campanuii ,  et  qui  vraisemblablement  aussi  est 
faile  sur  l'arabe,  l'Iiypolbése  contraire  lui  donnerait  beau- 
coup plus  encore  d'autorité  et  d'importance  dans  la  question 
acluellc.  Elle  s'exprime  ainsi,  lib.  VI ,  def  3  :  Linca  dicitur 
dividi  secundùm  propurlinncm  hahentem  médium  et  duo  extre- 
ma...  Les  deux  autres  passages  sont  conformes  au  premier. 

Or ,  de  tout  cela  on  peut  conclure ,  ce  me  semble ,  avec' 
quelque  probabilité,  et  de  plus  hardis  que  moi  diront  avec 
certitude  que  si  la  locution  âzr.ov  vu  (licov  /.o'yv..  peut  être 
considérée  comme  passée ,  depuis  un  temps  immémorial ,  à 
l'état  d'idiotisme  géométrique ,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
la  leçon  primitive  a  dû  être  âzpoiv  zaïpÉffou  liyn  ;  le  mol  âzf-otv, 
au  duel,  au  lieu  du  singulier  i/s-j,  n'en  est  que  plus  expres- 
sif, puisqu  il  fait  voir  que  l'on  trouve  tout  à  la  fois,  sur  la 
ligne  divisée  conformément  à  la  déiinilion  ,  les  trois  termes 
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delà  proportion ,  tant  les  deux  extrêmes  que  le  terme  moyen 
En  définitive  donc,  ie  maiintiens  mon  énonce. 
TI.  J'en  viens  à  une  seconde  correction  que  j'ai  aussi  à 
proposer  pour  le  texte  grec  d'un  autre  ouvrage  du  même 
auteur.  11  s'agit  ici  d  une  expression  bizarre  qui  a  doté  notre 
langue  de  cette  locution  non  moins  étonnante  que  celle  dont 
nous  venons  de  nous  occuper,  savoir  :  Quantité  donnée  qu'en 
raison;  en  latin  :  Magnitudo  data  qiiam  in  ratione. 
C'est  ainsi  que,  d'après  les  définitions  11'  et  12°  du  livre 

des  Données  d'Euclide  ,   Une  grandeur  est  plus    \        .       \ 

à  l'égard  d'une  autre ,  d'une  donnée ,  qu'en  raison ,  quand  la 

(  retranchée ,  le  reste  ) 
grandeur  donnée  étant  l     .  ,  )  a  avec  l  autre 

[  ajoutée ,  la  somme  ) 

une  raison  donnée. 

Il  ne  faut  nullement  être  géomètre  pour  reconnaître  ici 
une  locution  de  pur  argot  :  quel  moyen,  en  effet,  de  faire  l'a- 
nalyse du  qu'en  raison^  Aussi  M.  Chastes,  dans  son  aperçu 
historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
géométrie  (page  11,  note  1"),  dit-il  que  c'est  une  expression 
embarrassante,  et  dont  le  sens  est  difflcile  à  comprendre,  même 
dans  la  définition  qu  en  donne  Euclide  ;  après  quui  le  sa- 
vant géomètre  en  fournil  l'explication  suivante  :  «  Soit  A 
»  plus  grand  que  B  d'une  donnée  qu'en  raison  ;  soit  C  cette 

.  .       •  A— G 

"  donnée  et  ^  la  raison,  on  aura  — - —  =  fx.  » 

Pour  embrasser  les  deux  définitions  dans  une  mémo  for- 

AzpC 
mule,  nous  écrirons  — - —  =(i. 

Ces  préliminaires  posés,  remontons  aux  deux  définitions 
précédentes  du  même  livre  (déf.  9  et  10)  :   Une  grandeur  est 

plus  I        •        [  qu'une  autre  grandeur,  d'une  grandeur  don- 

,        ,  (  retranchée  rfe  i    ,      , 

7iée,  quand  la  qrandcur  donnée  étant  {     .    ..    .        >   lapins 
'  ■^  (  ajoutée  a         ) 
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(itaude,  le  reste      1  .      ,      .      (  petite 

\  est  égal  a  la  plus  l 
petite,     Innomme  )  (  grande 

Ces  deux  (Iclinitioiis,  commeon  le  voil ,  ne  considèrent 
qu'an  cas  particulier  des  deux  autres,  celui  de  (*  =  1 ,  ou 
A  qr  C  =  B  ;  ou  plutôt ,  les  deux  autres  ne  sont  qu'une  géné- 
ralis<ition  de  celles-ci.  Dans  IcsdéGnitions  9  et  10,  la  raison 
donnée  est  la  raison  d'égalité,  ou  l'unité;  dans  les  définitions 
11  et  12,  la  raison  donnée  devient  une  raison  quelconque;  et 
ainsi  ces  deux  dernières  déGnitions  énoncent  relativement  à 
une  raison  quelconque,  ce  que  les  deux  premières  disent  d'une 
manière  absolue,  ou  pour  la  raison  d'égalité;  de  sorte  que 
les  mots  qu'en  raison  doivent  èlre,  pour  le  sens,  remplacés 
par  ceux-ci  :  relativement  à  ou  quant  à  une  raison  donnée. 

Or,  si  maintenant  nous  remontons  au  texte  :  (ùySoç  nîyéOou; 

rîoôivTt    u.£i?ov  OU   iX-Jcao-j  è--ij  r  £v  Àoyoi,  ôrav   •/.?.>.,  il    ne  nOUS 

sera  pas  difficile  de  reconnaître  que  tout  le  ma!  provient 
d'une  faute  d'orthographe  dans  la  particule  ?,,  que  les  copis  - 
tes,  éditeurs,  traducteurs,  semblent  s'être  primitivement  ac- 
cordés à  considérer  comme  complétive  du  comparatif  :  Ma- 

■     ,  ■     .•       .       major  .        _ 

gnitudo  magmtudtne  data      .        est  quam  tn  ratione  {Eu- 

clide  de  Peyrard,  tome  III ,  page  302),  tandis  qu'il  eût  fallu 
écrire,  avec  l'esprit  rude,  l'accent  circonflexe ,  et  l'iota  sous- 
crit: ri,  c'est-à-ilire  çuà  ,  quantum  ad,  en  tant  que  ;  d'oij  il 
résulte  qu'eu  français  nous  devons  dire  :  Une  quantité  est 
plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre,  d'une  quantité  donnée, 
relativement  ou  quant  à  une  raison  donnée,  lorsque,  etc.  (1). 


{t)  Aucune  tniduclion  aralic  du  livre  des  Données  ne  se  irouvaiU  à  \»  biblio- 
llièciue  du  lioi,  je  n'ai  malheureusement  pu  employer  le  même  niojen  de 
•■«nlrôle  que  pour  le  cas  précédent. 


—  (1  — 

l'.-S.  —  Je  prolilc  de  l'occasion  pour  adresser  à  iM.  le  Rc- 
dacleur  des  Annales,  une  observation  relalivc  à  deux  arlicles 
de  M.  Finck  ,  insérés,  le  premier  dans  le  tome  I,  page  353 , 
le  second,  tome  II,  p.  329. 

Il  s'agit,  M.  leRédacteur,  dans  ces  deux  articles,  d  une 
note  que  j'ai  donnée  dans  votre  tome  I ,  p.  272  ,  sur  la 
conslruition  des  tables  de  sinus  naturels.  Dans  cette  note, 
après  avoir  reproduit  une  démonstration  qui  se  trouve  à  la 
page  233  du  Géomètre  de  M.  Guillard ,  pour  la  limite  de 
l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  l'arc  pour  son  sinus  , 
démonstration  dont  l'idée  fondamentale  est  due  à  M.  Giraud, 
alors  élève  du  collège  de  Toulon,  j'ai  indiqué  l'emploi  de  la 
formule  de  Th.  Simpson  pour  la  construction  des  tables  de 
sinus  naturels,  en  faisant  voir  (je  l'ai  cru  du  moins)  que  les 
douze  premières  décimales  de  -  suffisaient  pour  ta  détermi- 
nation des  douze  premières  décimales  des  sinus  et  cosinusde 
tous  les  arcs  croissant  de  seconde  en  seconde  centésimales. 

Pour  le  premier  point,  c'est-à-dire  pour  la  limite  de  l'er- 
reur que  l'on  commet  sur  le  plus  petit  arc,  M.  Lionnet  y  est 
revenu  dans  le  tome  II,  p.  216,  et  j'ai  été  très-satisfait  de  re- 
connaître, d'après  son  excellent  article,  qu'il  n'est  pas  même 
nécessaire,  pour  arriver  à  la  limite  obtenue,  de  recourir  à  la 
formule  de  trissection,  et  que  la  bissection  est  suffisante.  Je 
m'empresse  donc  d'adopter  la  modiQcalion  qu'il  propose, 
comme  rendant  la  démonstration  plus  élémentaire. 

•Quant au  second  point  (l'emploi des  formules  de  Th.  Simp- 
son), ma  Noie  a  fait  reconnaître  à  M.  Finck ,  comme  il  le  dit 
au  tome  1,  p.  353,  et  le  répète  au  tome  II,  p.  333,  qiVt/ 
avait  été  trop  loin  dans  sa  Trigonométrie ,  en  accusant  d'in- 
suffisance Icsdites  formules  ;  mais  en  même  temps ,  cet  esti- 
mable et  savantprofesseur,  dans  son  premier  article,  accusait 
ma  méthode  de  négliger  des  erreurs  qui  modifient  l'exac- 
titude de  mes  résultats.  Cependant  comme,  après  tout,  il  pro- 
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nicUail  de  revenir  sur  ce  sujet,  j'ai  sapporlé  pendant  un  an 
entier,  sans  mot  dire,  l'interdit  prononcé  contre  ma  méthode, 
espérant  toujours  rarticlc  annoncé.  EnGn,  cet  article  a  paru 
dans  le  n°  d'août  dernier.  M.  Finck  y  emploie  le  calcul  inté- 
gral aux  différences  finies  pour  évaluer  l'erreur  que  peuvent 
produire  les  formules  de  Th.  Simpson.  Si  le  but  est  le  même, 
le  moyen  est  bien  différent  de  celui  quej'ai  employé,  n'ayant 
eu  en  vue  que  les  élèves  de  nos  classes  élémentaires  ;  et  en- 
core M.  Finck  lerminc-t-il  son  savant  article  en  disant  que 
rien  n'empêche  d'en  faire  autant,  c'est-à-dire  de  remplacer  ses 
formules  d'intégration  par  un  procédé  élémentaire,  comme 
si  je  n'en  avais  pas  donné  un.  D'où  il  résulte  qu'en  définitive 
M.  Finck  maintient  sa  sentence  d'interdit ,  sans  toutefois  la 
motiver  plus  que  la  première  fois,  sans  rien  indiquer  pour 
corriger  l'imperfection  qu'il  a  découverte  dans  mon  procédé, 
et  sans  proposer  lui-même  de  méthode  qui  puisse  atteindre 
le  même  but,  puisqu'au  contraire,  d'après  sa  conclusion  ,  il 
reste  à  en  faire  autant  que  j'en  ai  fait,  sauf  les  erreurs  dont 
j'attends  la  rectification. 

Dans  cet  état  de  choses,  et  malgré  l'horreur  profonde  que 
j'éprouve  pour  toute  espèce  de  polémique,  puis-je  me 
dispenser  de  prier  M.  Finck  de  vouloir  bien  déclarer  s'il  re- 
connaît la  vérité  de  ce  principe  .  que  dans  une  méthode  de 
calcul  qui  doit  présenter  le  double  caractère  d'être  abbicviative 
en  même  temps  qu'approximative,  sile  degré  d'approximation 

demandé  est  — ,  o«  doit  négliger  les  erreurs  de  l'ordre  —  , 

(  p  étant  >•  n),  toutes  les  fois  que  celles-ci  ne  se  multiplient 

pas  de  manière  à  donner  une  somme  de  l'ordre  —  ? 

2°  Dans  le  cas  de  l'affirmative,  de  dire  en  quoi  j'ai  trans- 
gressé ce  principe,  et  de  donner  l'évaluation  des  erreurs  que 
j'ai  commises, 
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.  3°  Enfin,  si  M.  Finck  admet  que  le  principe  précité  est 
exact,  et  ne  trouve  ou  ne  prouve  pas  que  j'aie  commis  en 
l'appliquant  aucune  erreur  de  l'ordre  proposé,  j'attends  de 
la  lojauté  bien  connue  de  notre  estimable  confrère ,  de  re- 
connaître qu'en  ceci  encore  il  a  été  trop  loin. 

Sinon,  je  suis  tout  disposé  d'avance  à  me  rendre  à  ses  rai- 
sons ;  et  je  recevrai  ce  second  perfectionnement  à  ma  méthode 
avec  le  jnéme  plaisir  que  j'ai  reçu  le  premier. 


NOTE  SUR  LES  POLYGONES  REGULIERS 

FAH  M.  BIOirHGUBS  , 

Ancien  élève  de  l'École  normale.  Professeur  au  collège  de   Rhodei. 


La  diflërence  des  aires  des  polygones  réguliers  de  2«  cô- 
tés ,  inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  est  inférieure  au  quart 
de  la  différence  des  aires  des  polygones  réguliers  de  n  côtés , 
inscrit  et  circonscrit  au  même  cercle. 

Soient  AB  et  CD  [fig.  i)  les  côtés  des  polygones  réguliers 
de  n  côtés ,  EB  et  GH  ceux  des  polygones  de  2n  côtés  :  la 
différence  des  deux  premiers  polygones  est  27i.FBDE;  la 
différence  des  deux  derniers  est  2«.EBH.  Or,  je  disque 

EBH<^FBDE. 

Comme  ce  triangle  et  ce  trapèze  ont  même  hauteur  EF,  il 

suffit  de  prouver  qn'on  a  EH  <  -  (ED  +  FB).  En  effet ,  en 

remarquant  que  la  figure  EIBH  est  un  losange ,  c  £St-à-dire 
■que   EH  =  IB,    la   proportion    I)H:HE::BI:IF    donne 
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HE  =DH  X  IF;  mais  (m  sait  que  le  côlè d'un, carroosl. plus 

pclit  que  la  demi  somme  des  c<>tés  d'un  roclanglc  équivalent, 

„^      DH  +  IF       HB       DH  +  IF    ^,  .,.  •        HE 
donc  HE<; ou  —  < ^ ;  d  ailleurs  —-  = 

HE+IB     „  ,  „      ,.j  .  j..  .  ,         .      .    ' 
■ ,  d  ou  1  on  defliiil ,  <n  additionnant  membre  a  niem- 

bre,  HE<^(ED-j-FB). 
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CONSIDERATIONS 
SUR  LES  PREMIERS  ELEMENTS  DE  LA  STATIQUE. 

PAR  M.   BBETOM  (DE  CHAMP) 

Int^cnieur  »Jes  ponls  et  chaussée-.. 


Nous  avons  en  vue,  dans  cet  article,  les  élcmcnls  de  sta- 
tique servant  aujourd'hui  de  base  à  l'enseignement ,  el  en 
particulier  l'ordre  dans  lequel  ils  ont  été  présentés  par 
M.  Poinsot.  On  sait  l'usage  non  moins  élégant  qu'ingénieux 
que  ce  géomètre  a  su  faire  de  la  théorie  des  couples ,  théorie 
que  sa  fécondité  a  fait  adopter  à  peu  près  universellement 
Toutefois  cette  théorie  elle-même  et  ses  applications  sem- 
blent subordonnées  à  la  connaissance  de  quelques  théorèmes, 
ceux ,  par  exemple ,  qui  se  rapportent  à  la  composition  des 
forces  parallèles  agissant  dans  un  même  plan.  Nous  nous 
proposons  d'examiner  quels  sont  les  changements  que  l'ordre 
ainsi  établi  pourrait  recevoir  sans  inconvénient  et  avec 
quelque  utilité. 


—  15  — 
I. 

Il  n'es!  pas  inutile  de  rappeler  d'abord  que  plusieurs  per- 
sonnes ont  émis  lopinion  qu'il  serait  désirable  de  faire  pré- 
céder tous  les  élénaenls  du  théorème  fondamental  de  la  com- 
position des  forces ,  c'est-à-dire  de  la  règle  du  parallélo- 
gramme ,  au  lieu  de  placer  celle-ci  à  la  suite  de  la  théorie  des 
forces  parallèles  agissant  dans  un  plan.  De  là  plusieurs  dé- 
monstrations immédiates  du  parallélogramme  des  forces , 
remplissant  plus  ou  moins  parfaitement  le  but  que  l'on  se 
proposait,  mais  dont  aucune ,  jusqu'à  présent,  n'a  prévalu 
sur  les  habitudes  de  l'enseignement.  Ces  tentatives  montrent 
seulement  le  besoin  qu'éprouve  l'esprit  humain  de  placer  à 
la  tête  de  toute  doctrine  les  principes  les  plus  généraux,  pour 
y  rattacher  les  notions  d'une  importance  secondaire.  Fût-on 
parvenu  à  satisfaire ,  par  une  démonstration  simple  et  courte, 
n'exigeant  pas  de  figure  compliquée  ,N»  toutes  les  exigences 
de  l'enseignement  élémentaire ,  il  n'en  serait  résulté  aucune 
simplification  notable  dans  l'exposition  des  premiers  théo- 
rèmes de  la  statique.  L'on  aurait  gagné,  en  un  mot,  fort  peu 
à  intervertir  la  marche  consacrée  ,  laquelle  d'ailleurs  consti- 
tue une  véritable  synthèse,  qui  ne  laisse  presque  rien  à 
désirer. 

II 

Un  moyen  d'obtenir  un  ensemble  moins  restreint  de  sim- 
plifications consisterait,  si  nous  ne  nous  trompons,  à  faire 
intervenir  la  théorie  des  couples  dans  la  démonstration  des 
premiers  théorèmes.  Le  couple  et  la  force  élant  les  deux  objets 
dont  s'occupe  la  statique,  rien  déplus  naturel  que  de  rappro- 
cher leurs  définitions.  L'une  et  l'autre  doivent  être  en  outre 
accompagnées  du  petit  nombre  de  notions  presque  évidentes 
qui  n'ont  pas  besoin ,  pour  (Mrc  établies  ,  d'une  démonstra- 
tion proprement  dite. 
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Mais ,  pour  être  |>lus  clair,  citons  tout  de  suite  un  exemple.' 
On  fait  voir  Irès-facilcinent  qu'un  couple  peut  être  transporté 
et  tourné  comme  ion  voudra  dans  son  plan,  sans  que  son  effet 
statique  soit  changé.  Il  suffit ,  pour  cela  ,  de  remarquer  que 
des  forces  égales ,  appliquées  aux  sommets  opposés  et  dans  lu 
direction  des  côtés  d'un  losange,  se  font  équilibre.  De  ce  théo- 
rème on  déduit ,  comme  corollaire ,  que  deux  forces  égales, 
parallèles  et  de  même  sens ,  appliquées  aux  extrémités  d'une 
verge  rigide  et  inextensible,  ont  une  résultante  qui  leur  est 
parallèle ,  qui  est  égale  à  leur  somme ,  et  dont  le  point  d'ap- 
plication est  à  égale  distance  des  composantes. 

De  là  on  déduit  encore  que  le  couple  peut  être  remplacé 
par  an  couple  égal  agissant  dans  un  plan  parallèle  au  sien. 

111. 

Cette  ubiquité  du  roupie  répond  évidemment  à  la  propriété 
de  la  force,  qui  consiste  en  ce  que  l'on  peut  la  supposer  ap- 
pliquée à  tel  point  de  sa  direction  que  l'on  voudra.  Représen- 
tons ,  avec  M.  Poinsot ,  le  couple  par  une  droite  perpendicu- 
laire à  son  plan  ,  et  dirigée  de  manière  n  indiquer  le  sens  de 
la  rotation.  Transporter  le  couple  d  un  plan  dans  un  autre, 
est  alors  la  même  chose  que  \' appliquer  à  volonté  à  l'un  quel- 
conque des  points  de  sa  direction.  Les  énoncés  pour  la  force  et 
le  couple  sont  ainsi  rendus  identiques,  et  mettent  les  esprits 
les  moins  clairvoyants  sur  la  voie  des  analogies. 

lY. 

Pour  aller  plus  loin ,  il  est  nécessaire  de  connaître  la  me- 
sure de  Veffet  exercé  par  un  couple .  de  même  que  l'on  a  déjà 
celle  de  la  force.  Or  cette  mesure  se  déduit  des  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

t"  Les  efforts  de  deux  couples  ayant  même  bras  de  levier 
sont  entre  eux  comme  leurs  forces^ 
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2"  Les  efforts  de  deux  couples  ayant  mêmes  forces  sont 
entre  eux  comme  les  longueurs  des  bras  de  levier- 
La  première  est  démontrée  dans  les  éléments  d'une  ma- 
nière à  peu  près  immédiate ,  sans  recourir  à  la  composition 
des  forces  parallèles.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  la  seconde. 
Toutefois  la  difficulté  peut  être  levée  par  une  démonstration 
directe  Irès-simplc  et  très-élémentaire. 


Soient  deux  couples  (P,  «J,  (  P,  ^  )  ;  P  désignant  la  force 
«ommune,  «et  b  les  bras  de  levier.  Supposons,  b  étant  le 
plus  petit,  qu'on  le  porte  sur  a  bout  à  bout  autant  de  fois  que 
faire  se  pourra  ,  sauf  à  obtenir  un  reste  c  moindre  que  b. 
A  chaque  point  de  division,  perpendiculairement  au  bras, 
appliquons  deux  forces  P  directement  contraires  et  par  suite 
se  faisant  équilibre.  Il  suffit  de  construire  la  figure  pour 
apercevoir  que  l'on  peut  décomposer  le  système  ainsi  établi 
on  autant  de  couples  égaux  à  {P,b)  que  b  est  contenu  de  fois 
dans  a ,  plus  un  couple  restant  (  P,  c  ).  Si  le  reste  c  était  nul, 
le  couple  (  P,  a  )  contiendrait  un  nombre  entier  de  fois  le 
couple  {P.  b) ,  et  le  théorème  serait  démontré.  Supposons 
que  le  contraire  arrive,  rien  n'empêchera  de  comparer  de  la 
même  manière  c  à  6  ou  (P,  c)  à  (  P,  6) ,  et  l'on  obtiendra 
généralement  un  second  reste  c?  avec  un  couple  (P,  d)  <;  (P,  c) 
(quant  au  bras  de  levier  seulement).  Ces  opérations  étant 
celles  qu'il  faudrait  effectuer  sur  a,  b ,  pour  la  recherche  de 
leur  commune  mesure ,  il  est  clair,  s'il  y  en  a  une ,  que  le 
couple  auquel  elle  servira  de  bras  de  levier  sera  aussi  la  com- 
mune mesure  de  {P,«),  (P,  6).  Si ,  au  contraire,  il  n'y  en  a 
pas,  comme  les  opérations  successives  et  indéfiniment  prolon- 
gées de  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
{ P,  a]  et  (V,  b)  conduisent  à  la  même  série  de  quotients  que 

ASN.    DF.   .VUtUËM.    III  ^ 
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donnerait  cette  recherche  entre  a  e<  b  ,  nous  en  conclurons  en- 
core ,  avec  Ampère ,  que  les  efforts  des  deux  couples  sont  pro- 
portionnels à  leurs  bras  de  levier. 

VI. 

Si  l'on  admet  la  vérité  du  théorème  ainsi  présenté ,  rien  de 
plus  facile  que  d'en  déduire  la  mesure  de  l'effort  d'un  couple. 
Les  corollaires  sont  :  la  composition  des  forces  parallèles  et  la 
règle  du  parallélogramme  des  forces.  Dans  ces  applications , 
qui  n'ont  besoin  que  d'être  indiquées  pour  qu'on  les  trouve, 
le  transport  d'une  force  parallèlement  à  elle-même  d'un  point 
d'application  à  un  autre ,  transport  qui  donne  naissance  à  un 
couple,  figure  comme  moyen  de  démonstratiou ,  de  même 
que  dans  les  recherches  les  plus  générales ,  les  plus  com- 
plexes de  l'équilibre  d'un  système  donné.  Ainsi  non-seule- 
ment la  théorie  de  M  Poinsot,  au  lieu  de  se  présenter  à  la 
suite  des  anciens  éléments ,  pourrait  être  produite  en  tête  de 
leur  exposition ,  mais  encore  elle  les  réduirait  à  n'être  plus 
que  de  simples  corollaires  presque  évidents. 

11  ne  nous  appartient  point  de  décider  s'il  serait  conve- 
nable d'intervertir  ainsi  l'ordre  des  éléments  ;  nous  savons 
avec  quelle  réserve  ce  qui  est  consacré  par  l'usage  doit  être 
traité.  C'est  aux  professeurs  à  juger  si  l'enseignement  de  la 
statique  est  susceptible  d'être  modifié  en  quelques  points,  et 
notamment  dans  la  partie  tout  à  fait  élémentaire.  L'examen 
auquel  nous  venons  de  nous  livrer  est  destiné  bien  moins  à 
résoudre  la  question  qu'à  la  signaler  à  leur  zèle  éclairé;  et 
nous  serions  heureux  si  notre  manière  de  voir  leur  paraissait 
mériter  quelque  attention. 
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SOLUTION  DU  PROBLEME  63  (tome  II,  p.  416). 

PAK  BI.  A    PROUHET  , 

Èl^ve-d«i  mathématiques  spéciales  au  collège  d'Aucli- 


Etant  donnés  les  milieux  des  côtés  d'un  polygone  convexe, 
d'un  nombre  impair  de  côtés,  déterminer  ses  sommets  en 
faisant  seulement  usage  du  compas 

1°  Soicntd'abord  A,B,C  les  milieux  des côtésd'un  triangle, 
et  proposons-nous  d'en  déterminer  les  sommets.  Supposons 
le  problème  résolu  soient  A',  B',  C  les  sommets  cherchés 
[fig.  2),  d'après  un  lhéor6me connu,  ladroitequi  joint  AelB 
est  parallèle  à  A'B',  de  même  BC  est  ^parallèle  à  C  B',  nous 
aurons  donc  dans  la  figure  ABC  B'  un  parallélogramme  dont 
un  des  sommets  est  le  sommet  cherché  ;  or  nous  connaissons 
trois  sommets  de  te  p;\ralléIogramme ,  il  nous  sera  facile  de 
déterminer  le  quatrième.  Pour  cela  je  décris  deux  circonfé- 
rences: la  première  du  point  A,  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  BG  ;  la  deuxième  du  point  C  ,  comme  centre ,  avec  un 
rayon  égal  à  AB;  l'intersection  de  ces  deux  circonférences 
sera  le  sommet  cherche  ;  on  déterminerait  de  même  les  points 
A',  C . 

2°  Si  maintenant  nous  avons  pour  données  les  milieux  des 
côtés  d'un  polygone ,  d'un  heptagone ,  par  exemple  ,  le  pro- 
blème sera  ramené  au  cas  précédent ,  dès  que  nous  serons 
parvenus  à  trouver  les  milieux  des  diagonales  qui  joignent 
les  extrémités  des  côtés  consécutifs. 

Supposons  le  problème  résolu  :  soient  A,  B,  C...  [fig.  3  ) 
les  milieux  donnés,  A',  B',  G' les  sommets  opposés. 

Dans  le  quadrilatère  C  D'  E'F'  on  connaît  les  milieux  de 
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irois  cùlés  ;  le  milieu  R  du  quatrième  se  déterminera  à 
l'aide  du  compas,  car  d'après  un  théorème  connu ,  ces  quatre 
points  doivent  ê(rc  les  sommets  d'un  parallélogramme.  De 
même  les  milieux  de  trois  côtés  du  quadrilatère  C  F' G'  B' 
étant  connus,  on  déterminera  le  milieu  S  du  quatrième  ou 
de  la  diagonale  G'  B',  on  aura  donc  ainsi  les  milieux  des  côtés 
du  triangle  A',  B',  C  rt  par  leur  moyen  les  trois  sommets 
A',B',G'. 

3°  On  trouvera  de  même  tant  de  sommets  que  l'on  voudra 
de  l'heptagone;  mais  dès  que  l'on  connaît  le  sommet  A'  il 
suffit ,  pour  avoir  les  autres,  de  savoir  résoudre  ce  problème  : 
Étant  donnés  [extrémité  A'  d'une  lif/ne  rt  son.  miliru  E(Gg.  3) 
déterminer  à  l'aide  du  compas  l'autre  extrémité  B'.  Du  point  E, 
comme  centre,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  EA', 
je  décris  une  circonférence.  Portant  ensuite  la  même  ouver- 
ture de  compas  sur  tette  circonférence,  à  partir  de  A',  je 
détermine  les  sommets  de  l'hexagone  régulier  inscrit.  Le 
sommet  opposé  à  A'  est  évidemment  le  point  cherché  B', 
connaissant  B'  et  F  on  déterminera  de  mèmeC,  et  ainsi  de 
suite. 

La  construction  que  nous  venons  de  donner  s'étend  facile- 
ment à  un  polygone  d'un  nombre  impair  de  côtés,  car  un 
pareil  polygone  est  toujours  décomposable  en  plusieurs  qua- 
drilatères et  triangles. 

4°  On  peut  se  convaincre,  à  posteriori,  que  le  problème  ad- 
met toujours  une  solution,  et  n'en  admet  qu'une.  En  effet,  si 
on  construit  tous  les  sommets  d'abord  depuis  A'  jusqu'à  D', 
ensuite  depuis  A'  jusqu'à  F,  il  est  bien  évident  que  les 
points  B,  C,  D,  E,  F,  G  sont  les  milieux  des  six  côtés  du  po- 
lygone obtenu  ;  mais  on  ne  voit  pas  aussi  clairement  que  A 
devra  être  le  miheu  du  côté  D'E'.  Nous  allons  démontrer  qu'il 
est  aussi  le  milieu.  La  ligne  B'  G'  a  pour  milieu  le  point  S, 
car  ce  milieu  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  la  ligne  DS  parai- 
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lèlc  à  A'B',  cl  sur  la  ligne  ES  parallèle  à  A' G',  de  même 
Rsera  le  milieu  de  C'F',  car  le  milieu  doit  seirouver  siirCR 
droite  parallèle  à  la  diagonale  C'G',  et  sur  la  droite  Fil 
parallèleàB'F'  :  mémedémonstration  pour  prouver  que  A  est 
le  milieu  de  D'E'. 

5°  Le  problème  analogue  pour  les  polygones  d'an  nombre 
pair  de  côtés,  ou  admet  une  infinité  de  solutions,  ou  n'eu 
admet  aucune.  D'abord  si  on  donne  quatre  points  comme 
étant  les  milieux  des  côtés  d'un  quadrilatère ,  le  problème 
sera  impossible  si  les  quatre  points  ne  sont  pas  les  sommets 
d'un  parallélogramme;  mais  supposons  cette  condition  rem- 
plie. Par  le  point  B  je  mène  [fig.  4)  une  droite  quelconque 
sur  laquelle  je  prends  de  chaque  côlé  deux  longueurs  éga- 
les BF,  BE,  je  joins  E  au  point  A,  et  prends  AH=AE;  je 
joins  Pau  point  G,  et  prends  CG  =  CF,  on  verra  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  fait  dans  le  n°  3  pour  le  qua- 
drilatère B'C'F'G',  que  la  ligne  HG  passera  par  le  point  1),  et 
y  sera  partagée  en  deux  parties  égales.  Le  quadrilatère  con- 
struit sera  donc  une  solution  du  problème ,  qui  en  admet  une 
infinité,  puisque  la  direction  et  la  grandeur  de  la  ligne  EF 
sont  arbitraires. 

Ensuite  pour  un  polygone  quelconque  d'un  nombre  pair  de 
côtés ,  on  pourra  construire  un  quadrilatère  tel  que  trois  des 
points  donnés  soient  les  milieux  de  trois  de  ses  côtés  ;  puis  un 
second  quadrilatère,  ayant  un  côté  commun  avec  le  premier, 
et  tel  que  deux  autres  des  points  donnés  ,  soient  les  milieux 
de  deux  de  ses  côtés ,  et  ainsi  de  suite.  Le  probléine  sera  im- 
posssible,  si  le  dernier  côté  du  dernier  quadrilatère  n'a  pas 
pour  milieu  le  dernier  point  donné.  Si  cette  condition  est  rem- 
plie, le  problème  sera  possible,  mais  admettra  une  infinité 
de  solutions ,  puisque  le  premier  quadrilatère  peut  varier 
d'une  infinité  de  manières. 
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DÉMONSTRATlOxN  DU  THKORÉME  (18  (p.  327,  t,  II  . 


PAR  P.   A.  G.  COLOMBIEB. 

lUgonl  lie  mathématiques  à  Dfeiers. 


Quatre  pointK  ,(o,  s,  o',  s')  (flg.  5)  étant  placés  harmoni- 
iiuetnent  (os  :  o's  :  :  os'  :  o's')'sMf  unedfoiteiVQ)  ;  unecircân- 
férence  qui  pasae  par  deux  points  conjugués  (o,  o')  coupe 
orlhofinnaletneiit  la  circonférence  décrite  aur  la  distance  des 
(Iru.t  autres  points  conjugués  (s,  s')  comme  diamètre. 

Démonstration .  Soit  c  le  centre 'd'une  circonférence  pas- 
sant par  o,  o'  ;  et  c'  celui  de  la  circonférence' décrite  sur  ss' 
comme  diamètre.  La  circonférence  qui  a  son  c<Pntrc  en  c  de- 
vant passer  par  un  point  o  du  diamètre  .<*'  de  l'anlre  circon- 
férence, il  est  certain  que  tés  circonférences  seront  toujours 
sécantes.  Soit  A  l'un  quelconque' des  deux  points  d'intersec- 
tion. Il  faut  prouver  que  les  tangentes  menées  aux  circon- 
férences par  ce  point  sont  orthogonales.  Mais  s'il  en  est  ainsi, 
la  tangente  à  l'une  quelconque  des  deux  circonférences  est 
normale  à  l'autre  en  A  ;  dès  lors,  d'après  nn  principe  connu, 
ces  deux  normales  doivent  passer  par  les  centres  c,c' .  Donc  la 
question  si'  réduit  à  prouver  que  le  triangle  cAc'  est  rec- 
tangle en  A ,  ou ,  plus  simplement ,  qu'on  a  la  relation 

ce'   =  cA    -)-  Ac'    . 

En  effet,  désignons  par  r  le  rayon  de  la  circonférence  c. 

On  a  Te' = /■'.  (1) 

Représentons  os ,  o's  par  acl  b;  des  lors ,  d'après  la  propor- 
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lion  harmonique ,  on  a  os'  =  a  — —-  ,  et  d'après  la  Ogure , 

tZ u 

il  vient 

2Ac'  =  ss'  =  05'  —  os  =  ~ — - ,  d'où 
a — b 

— /  a'b' 

Ac'    =- -,.  (2) 

{a—b) 

On  trouve  facilement  d'après  la  proportion  ,  et  de  ce  que  le 
triangle  cBc'  est  rectangle , 

,        _,        (a'  +  b'f 
^  4  (a  —  bf 

Si  l'on  joint  co\  le  triangle  rectangle  cBo'  donne 

a 

en  éliminant  cB   par  addition ,  et  réduisant  le  second  membre 
il  vient 

a'b' 


4- 


(3) 


[a-bf 

De  ce  que  l'équation  f3)  est  la  somme  des  équations  (1) ,  (2) , 
il  s'ensuit  qu'on  a 

ce'   =  cA    -f-  Ac'  . 

Donc  ie  triangle  cc'X  est  rectangle  en  A  ;  par  conséquent  les 
tangentes  aux  deux  premières  circonférences ,  menées  par 
l'un  quelconque  de  leurs  points  d'intersection  ,  sont  orthogo- 
nales. G.  Q.  F.  D. 
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DETERMINATION 

(lu  centre  de  gratnté  de  la  iurface  totale  d'un  tronc  de  cône 
circulaire  droit  à  bases  parallèles. 

PAR  M    HUET, 

ncReiil  (If  pïiystciue  au  Collège  tic  l*aniiovs 


1"  Solution. 

Il  est  évident  que  le  moraont  de  la  surface  totale  du  tronc 
de  cône  ABCU  {fig.  (>]  est  égal  au  nioiuent  de  la  surface  con- 
vexe du  cône  SCD,  plus  le  moment  de  la  base  du  cône  SAB, 
plus  le  moment  du  la  base  du  cône  SCO  moins  le  moment  de 
la  surface  convexe  du  cône  SAB,  tous  ces  moments  étant 
pris  par  rapport  à  la  base  CD. 

Soit  AC  =  c,  SC==C,  SA=c',  CE=H,  AF=r,  SE=II, 
SF  =  A',  EF  =  h. 

La  surface  convexe  du  tronc  decônccst-V(R-|-/)  ^  et  sa 
surface  totale  ;r{  (R  +  /-)  f  +  R'-f  r"  J , 

La  surface  convexe  du  cône  SCD  est  ttRC,  et  la  surface  de 
sa  base  est  ttR'. 

La  surface  convexe  du  cône  SAB  est  nrc',  et  la  surface  de 
sa  base  est  r^r'. 

D  ailleurs  on  a  C  :c'::  R  :  /•,  d'où  C  — c':C::R  — r:  R. 

cR 

Donc  C  = .  On  a  de  même  C  —  c'  :  c  :  :  R  —  >■•  r-,  d'où 

R  —  r 

.         '^'' 

c  =  -— — .  La  proportion  li  :  //  :  :  R  :  /•  fournit  aussi  H—//  : 
R  —  r 

U:.R  —  r:[\,  dOu  H:::^--^;  puis  lI-//://:R— /■:/ . 
R  —  /• 


■Krc 
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hr 
d'où  li'=^ .  CeJa  posc,x  étant  la  distance  du  centre  de 

Jl  —  r 

gravité  cherché  à  la  base  CD ,  on  a  pour  moment  de  la 

surface  totale  du  tronc ,  .r .t:  j  c  (R  +  r)  +  R'  +  r'  j . 

Le  moment  de  la  surface  convexe  du  cône  SCD  est  évi- 

H 
dcmment  -RC— ,  ou  bien ,  en  remplaçant  C  et  H  par  leurs 

valeurs  itr. -^ —  . .   Le  moment   de  la   base  CD 

R— r     3(R  — r) 

est  nul.   Celui  de  la  surface  convexe  du  cône   SAB   est 

'f^+AoubienTrr.-l^f— ^+/A.    Enfin,  le 

moment  de  la  base  AB  du  cône  SAB  est  irrVi.  On  a  donc 
l'égalité 

(  )  cR  AR       ,     „„ 

R-rV3(R  +  r)^     ) 
D'où  l'on  tire,  après  avoir  fait  les  réductions  et  effectué  la 
division  par  (R — r)-, 

_  4    cR  -f-  2cr  +  3r= 
■^~3  c(R4-r)  +  R'-f-r'' 


DEMONSTRATION 

de  trois  théorèmes  de  géométrie ,  y  compris  le  6i' 
(p.  416,  t.  II). 

FAR  ta.  I.ÉON  ANNE, 

Ancien  élève  de  l'École  polyieclinique,  el  répéliteiir  au  Collège  Louis-le-Gtand. 


1"  Théorème. 
Si  deux  polygones  {fig.  7)  ABCD..,  A'B'C'D',  sont  sembla 
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blcs ,  intérieurs  l'un  à  l'autre ,  et  ont  leurs  côtés  homologues 
parallèles ,  tout  polygone  PQRT  à  la  fois  inscrit  dans  l'un  et 
circonscrit  à  l'autre,  a  une  surface  moyenne  proportionnelle 
entre  celles  des  deux  polygones  semblables. 

En  effet,  les  droites  AA',  BB',  CC,  qui  joignent  les 

sommets  homologues  des  deux  polygones  semblables  sembla- 
blement  placés  ,  viennent  toutes  concourir  au  même  point  o , 
centre  de  similitude  des  deux  polygones  (théorème  connu). 

Je  joins  ce  point  o  avec  tous  les  sommets  du  polygone 

moyen  par  les  droites  oP,  oQ  ,  oR,  oT qui  coupent  les 

côtés  correspondants  du  polygone  intérieur  aux  points j»,  q , 

r,  t Cette  construction  décompose  les  trois  polygones  en 

triangles  tels  que  chaque  triangle  du  polygone  moyen  est 
moyeu  proportionnel  entre  les  deux  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  polygones  semblables. 

Par  exemple,  oQB'  donne ,  à  cause  du  parallélisme  de  AB 
et  A'B', 

oQB  :  oQB'  ::  oB  :  oB'  ::  oQ  :  oy  ::  oQB':  o</B'. 

En  outre,  le  "point  o  étant  le  centre  de  similitude  des  poly- 
gones A  BCD A'B'C'D' ,  les  surfaces  de  ces  triangles 

qui  se  correspondent  et  qui  sont  homologues,  sont  entre  elles 
comme  celles  S, S'  de  ces  polygones;  d'où 


oQB'=  V/oQBxo,B-=\/?^xS.S'=î^l/s.S'. 


Chaque  triangle  du  polygone  PQRT donnant  cette  même 

relation ,  il  vient 


opA'-\-ok'q+oqB'+. 

S' 
mais  le  numérateur  n'est  autre  chose  que  S'  lui-même; 


oPA'-l-oA'Q+oQB'+ ^»M+oAg+o,H+ ^-^ 
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donc 
{.oly.PQRT =  V/poly.  ABCD x  poly.  A'C'C'D' 

Remarques.  1"  Ce  théorème  a  cela  de  remarquable ,  qu'il 
est  encore  vrai  quaud  même  les  trois  points  P,A',Q  ou  QB'R 
ne  seraient,  pas  en  ligne  droite,  c'cst-â-dire  quand  même 
le  polygone  PQRT  ne  serait  plus  convexe,  pourvu  toutefois 
que  ses  sommets  soient  alternativement  un  sommet  du  poly- 
gone intérieur  et  sur  un  côté  du. polygone  extérieur.  Cela 
tient  au  parallélisme  des  côlêsr: 

2°  Le  théorème  serait  encore  vrai ,  si  les  polygones  étaient 
remplacés  par  des  secteurs  polygonaux  assujettis  aux  mêmes 
conditions. 

3°  La  démonstration  est  évidemment  la  même  pour  des 
triangles  assujettis  aux  mêmes  conditions ,  c'est-à-dire  pour 
le  théorème  (64)  énoncé,  p.  416,  t.  II. 

Ce  théorème  sur  les  triani;les  est  cité  dans  Gergone,  t.  11, 
p.  93,  sans  aucune  démonstration  ;  M.  pilatte,  professeur  à 
Angers ,  y  est  parvenu  par  des  considérations  trigonomélri- 
ques  ;  on  peut  en  donner  cette  antre  démonstration  :  Menant 
(fig.  8)  C'C"  parallèle  à  AB  ,  ainsi  que  les  autres  lignes  tra- 
cées sur  la  figure,  le  parallélisme  donne 

A'DC'=A'CC',     B'FC'=B'CC',     A'EB'=A'GB'. 
Donc  DEF=rA'GC    et     A'CB'=rA'C"B'. 

Les  triangles  A'C'B'  et  A'GC  sont  entre  eux  comme  C  B'  et 
CG  i  doue  comme  les  hauteurs  des  triangles  A'C'B',  ACB  ;  ou 
enOn  comme  leurs  côtés  homologues  A'B'  et  AB.  Eu  outre 
A'GC  :  KGC  :  :  CA'  :  CK  :  ":  A'B'  :  KG 
KGC  :  ABC  :  :  KG  :  AB. 
Multipliant  terme  à  terme,  A'GC  :  ABC  :  :  A'B'  :  AB. 

Donc  A'C'B'  :  A'GC  :  :  A'GC  :  ABC , 

ou  ABC:  DEF  ::  DEF:  ABC, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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2'   Théorème. 

Si  aux  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle 
on  mène  des  tangentes ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères 
ainsi  construits  concourent  toutes  au  même  point. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  si  deux  triangles  ont 
un  angle  égal  et  un  angle  supplément ,  les  côtés  opposés  aux 
angles  égaux  sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés  aux 
angles  supplémentaires  (ce  qui  se  démontre  en  plaçant  les 
deux  triangles  l'un  contre  l'autre ,  de  sorte  que  l'angle  inté- 
rieur de  l'un  devienne  l'angle  extérieur  de  l'autre.) 

Cela  admis,  soit  o  la  rencontre  de  BD  et  de  HF  {/ig.  9),  les 
triangles  BoF,  DoH  ont  l'angle  o  commun  et  l'angle  B  sup- 
plément de  D ,  puisque  BF,  DH  sont  tangentes  aux  extrémi- 
tés d'une  même  corde  BD.  Donc ,  BF  :  DH  :  :  Fo  :  oH. 

Soit  o'  la  rencontre  de  AC  et  FH ,  les  triangles  Fo'C,  Ao'll 
sont  dans  les  mêmes  conditions  ;  FC  :  HA  :  :  Fo'  :  o'H,  à  cause 
du  rapport  commun  ;  Fo:oH::Fo':o'H  on  Fo:FH::Fo':FH. 
Donc  Fo  =Fo'  ;  c'est-à-dire  que  les  deux  diagonales  coupent 
FH  au  même  point.  Donc  aussi  EG. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  On  peut  considérer  le  cercle  comme  base  d'un 
cylindre  ou  comme  base  d'un  cône,  et  cette  Ogure  comme  une 
projection  cylindrique  ou  comme  une  projection  conique.  De 
là  ce  théorème  :  Si  aux  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit 
dans  une  courbe  du  second  degré ,  on  mène  des  tangentes  à 
cette  courbe,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères  ainsi  for- 
més concourent  toutes  au  même  point. 

3*  Théorème. 

Si  de  deux  points  (  fig.  10)  D,D',  dû  coté  BC  d'uu  triangle 
ABC  quelconque,  on  mène  des  parallèles  DE,DF;  D'E', 
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D'F'  aux  deux  aulres  côtés  du  triangle,  et  si  l'on  joint  un 
point  M  quelconque  du  côté  BC  aeve  les  extrémités  de  ces 
parallèles ,  les  deux  triangles  EME',  FMF'  qui  en  résultent 
forment  une  somme  constante  et  égale  au  triangle  DAD' 
formé  en  joignant  les  deux  points  DD'  avec  le  sommet 
opposé. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  si  d'un  point  M  quel- 
conque de  la  diagonale  DD'  d'un  parallélogramme  KDGD', 
on  mène  des  parallèles  à  ses  côtés ,  il  en  résulte  quatre  pa- 
rallélogrammes,  les  deux  KRMT,  PMSG,  qui  ne  contien- 
nent pas  la  diagonale,  sont  équivalents. 

En  effet ,  ces  parallélogrammes  sont  entre  eux  comme  les 
triangles  RMT,  PMS,  c.-a-d.  comme MRxMT:IVIPxMS. 
Or  le  parallélisme  donne 

MR:KD'::DR:nKi    MT  :  DK  :  :  D'T  :  D'K. 

Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  et  sup- 
primant les  facteurs  communs , 

MR  X  MT  =  DK  X  D'T  =  MP  X  MS. 

Donc  les  parallélogrammes  RMTK,  PMSG  sont  équivalents. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer.  i 

Cela  posé, 

EME'  =  -.EPTE'  ;     FMF  =  IfRSF'. 

Faisant  la  somme  et  remplaçant  RMTK  par  PMSG,  il 
vient 

EiAlE'+  FMF  =  î  EGD'E  -f  *FKD'F', 

somme  qui  est  constante. 

En  second  lieu, 

DAD'  =  DAK  4-  DKD'  -f  KAD' 

ou  DAD'=  JeDKE'+JdGDR  +  ^^KFF'D'. 
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Donc,  EME-i-l'MF'=:DAD  ; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  démonstration  serait  absolument  la  même  si  le  point  M 

était  sur  tout  autre  po;pt  de  BC  non  intérieur  à  Diy.  Enfin , 

si  le  point  M  était  sur  le  prolongement  du  côté  BC ,  ce  serait 

"la  différence  des  surfaces  des  deux  triangles  MFF',  MEE', 

qui  serait  constante  et  égale  à  celle  du  triangle  DAD'. 


NOTE  SUR  LES  PILES  DE  BOULETS. 

PAB.  n.  GVII.MIN  , 

Ariru-n  l'K'V»'  île    rpoolc  iiorm^ito. 


Pour  démontrer  les  formules  qui  servent  à  la  sommation 
des  piles  de  boulets ,  on  emploie  ordinairement  celles  qui  sont 
relatives  aux  sommes  des  puissances  semblables  des  termes 
d'une  progression  arithmétique,  ou  bien  on  a  recours  à  la 
théorie  des  combinaisons  :  la  démonstration  suivante,  qui 
n'emploie  ni  les  unes  ni  les  autres,  m'a  semblé  plus  simple. 

Elle  est  fondée  sur  cette  remarque.  Une  tranche  de  pile 
carrée  de  n  boulets,  sur  chaque  coté,  peut  être  considérée 
comme  l'assemblage  de  deux  tranches  de  piles 4rianpilaires, 
l'une  de  n  boulets ,  l'autre  de  7j —  1  boulets  de  côté. 

C'est  ce  que  l'on  voit  facilement  en  figurant  une  tranche 
de  pile  carrée,  et  tirant  une  ligne  droite  le  long  des  boulets 
qui  forment  la  diagonale. 

D'ailleurs,  on  le  voit  facilement  par  l'identité  suivante  : 

n-=-— 1 . 
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Car 

1+2+3+...+«=^'    et    l-.2+3...+«-l=^. 

La  première  somme  est,  comme  on  sait,  le  nombre  des 
boulets  de  la  première  tranche  de  pile  triangulaire  indiquée  ; 
la  deuxième  est  relative  à  la  tranche  de  « —  1  boulets. 

Par  suite ,  en  désignant  par  Qn  le  nombre  des  boulets  de 
toute  la  pile  carrée,  et  par  T„ ,  T„_i  les  sommes  de  boulets 
de  deux  piles  triangulaires,  l'une  de»  tranches,  l'autre  de 
n  —  1 ,  on  aura 

Qre  =  Tji  -f-  Th_i  . 

Une  pile  triangulaire  de  ti  —  t  tranches  est  ainsi  composée: 

!"■  tranche,  1  boulet. 

2'      id.         i+2. 

3"      id.  1  +  2  +  3. 


(n—\Y  tranche,  1 +2  +  3+ ...+«— 1. 

Donc  T„_,=1(H— l)+2{rt— 2)+3(«— 3)+.  .(k— l)(n— (K— 1)) 
=«(1+2+3+...+'*— l)—(l+2'+3'+.. .{«-!)'). 

En  changeant  n  —  1  en  « ,  ou  ra  en  'j  + 1 ,  on  aura 

T„  =  («+  1)  (1  +  2  +  3  +  ...  +  «)  -  (1  +  2^  +  •i\..  «') 
=  («+l)(l  +  2+3+...  +  «)  — Q«; 
d'où      T„  +  Q„  =  («  +  1)  (t  +  2  +  3  +  ...  +  n). 

Remplaçant  Q»  par  la  valeur  ci-dessus,  il  vient 

2T„  +  T„_,  =  («+1)(1 +2  +  3+...«). 

Ajoutons  des  deux  parts  t  +  2  +  3+  ...  m,  valeur  d'une 
«°  tranche' ,  Tn-i  deviendra  égal  à  T„  ,  et  on  aura  2T»  +  T„ 
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ou     3Tn^(.  +  o)(1  +  2+3  +  ...^-)=-'"  +  '^^"+^^" 

_(«  +  2)(/»+l)7l 

''^        ^•'-        t   .  2  .  3 
Pile  carrée. 

La  formule  qui  donne  la  somme  des  boulets  d'une  pile  rec- 
tangulaire se  déduisant  facilement  de  la  précédente,  je  n'a- 
jouterai rien  de  plus. 


NOTE 

sur  les  racines  infinies  des  équations. 


Je  me  propose  d'examiner  quelques  points  de  la  théorie 
des  asymptotes  rectilignes  aux  courbes  algébriques. 

Dans  l'ordre  d'exposition  que  j'adopte ,  il  est  utile  de  par- 
ler en  premier  lieu  des  racines  inûuies  des  équations  à  une 
seule  inconnue.  Je  commence  par  l'examen  du  principe 
suivant  : 

I.  Lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  d'une  équation  , 

A  j:"  +  Bx"- 4- Cx"-' +  . . . .  =  0 , 
devient  nul ,  l'équation  admet  une  racine  infinie. 

Expliquons  d'abord  quel  est  le  sens  précis  de  cet  énoncé  , 
ou  du  moins  celui  que  nous  y  attacherons. 

Les  coefficients  B ,  C,  ..  .,  sont  supposés  réels  et  déter- 
minés j  le  coefficient,  A,  du  premier  terme  est  variable ,  et 
peut  recevoir  des  valeurs  aussi  peliles  que  l'on  voudra ,  tant 
négatives  que  positives  :  il  sera  toujours  possible  de  donner  à 
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ce  coellîcienl  A  une  valeur,  a ,  assez  petite  pour  que  l'équa- 
tion rur""  -hBsc"'''  -\-Cx""~''  +  ■...  =0  ait  une  racine  réelle 
plus  grande  que  tout  nombre  déterminé  d ,  et  cette  racine 
réelle  deviendra  de  plus  en  plus  grande,  lorsque  a  dinainucra 
progressivement,  en  convergeant  vers  zéro. 

C'est  seulement  cela  que  je  veux  exprimer  en  disant  ■■ 
Lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  devient  nul ,  l'équation 
admet  une  racine  infinie. 

Et  par  conséquent ,  je  ne  dirai  pas  :  L'équation  A'jt  + 1=0 
a  ses  racines  infinies  quand  A  =  0  ;  car  ces  racines  restent 
constamment  imaginaires,  quelque  petite  que  soit  la  valeur 
réelle  attribuée  au  coefficient  A  ('). 

La  même  observation  s'applique  à  l'équation  A'x^-\-x^-{- 
+.r' — 1  ^0,  quoique  celle-ci  ait  deux  racines  réelles  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  A.  Mais  ces  racines  ne  peuvent 
devenir  aussi  grandes  que  l'on  vouHr;t ,  car  elies  sont ,  né- 
cessairement ,  moindres  que  l'unilé. 

AjU  reste ,  les  conclusions  tirées  de  ces  deux  exemples  ne 
sont  nullement  en  contradiction  avec  le  principe  énoncé , 
puisque,  dans  l'énoncé  même  de  ce  principe,  j'ai  expressé- 
ment supposé  que  le  cocfiicienl  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion considérée  pouvait  recevoir  des  valeurs  tant  négatives 
que  positives  ;  c'est-à-dire  pouvait  changer  désigne;  tandis 
que,  au  contraire,  dans  les  deux  équations  prises  pour 
exemple,  j'ai  admis,  par  la  forme  même  attribuée  au  coeffi- 
cient du  premier  terme ,  que  ce  coefficient  conserverait  con- 
stamment le  même  signe. 

Considérons  encore  l'équalion  générale  du  second  déféré  à 
une  seule  inconnue  Aa' -f  l^'^  +  C  =  0 ,  dont  les  deux  ra- 


{■)  On  objeclera ,  peut-être,  que  cela  n'cmpéclie  p,is  les  racines  de  devenir 
infinies  quand  A=0;  seulement,  elles  sont  alors  inliniment  grandes  imaginaires 

de  la  forme  a+hy—t.  Cette  inaniére  de  pàilerfenl  être  admise,  mais  je  pré- 
fère parler  autrement. 

Ann.  nr,  M\TUÉM,  111.  3 
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cines  a',  x",  sont  déternoinées  par  les  formules  . 
-2C  „  -2C 


B+V/B'— 4AC  B— \/B'— 4AC 

Je  suppose  que  les  coefficients  invariables  B,  C,  soient 
positifs ,  et  je  donne  au  coefDcient,  A  ,  du  premier  terme  des 
valeurs  positives  de  plus  en  plus  petites.  Des  que  l'inégalité 

w 

A<  -j;  sera  satisfaite,  les  deux  racines  de  l'équation  seront 

réelles,  et  la  racine  x"  ira  toujours  en  augmentant  pour  des 

valeurs  décroissantes  de  A  ,  à  partir  de  — .  11  est  d'ailleurs 

évident  que  l'on  peut  donner  au  coefficient  A  une  valeur  po- 
sitive assez  petite  pour  que  la  valeur  de  r"  surpasse  tout 
nombre  donné  3.  Enfin,  cette  racine  .i"  reste  constamment 
négative  dans  tous  les  états  de  grandeur  qu'elle  acquiert, 
lorsque  la  valeur  positive  de  A  diminue  progressivement,  en 
convergeant  vers  zéro.  C'est  ce  que  je  conviens  d'exprimer 
ainsi  : 

L'équation  +  A.i' -j- Bjc  +  C  =  0  ,  a  une  racine  inGnie 
négative,  quand  le  coefficient ,  +  A  ,  de  son  premier  terme 
se  réduit  à  zéro. 

Si  l'on  suppose  A  négatif ,  la  racine  x"  reste  constamment 
positive,  et  augmente  au  delà  de  toute  limite  assignable, 
pour  des  valeurs  absolues  de  A ,  suffisamment  petites.  C'est 
pourquoi  je  dirai  : 

L'équation  —  Ax^  ~\-Bx-\-C=0  »  une  racine  inGnie  po- 
sitive, quand  le  coefficient  — A  de  son  premier  terme  se 
réduit  à  zéro. 

Si  le  second  terme  manque ,  l'équation  est  Ax^+C=0.  Le  • 
coefficient  C  étant  suppose  positif ,  les  racines  de  l'équation 
restent  imaginaires  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  A  ; 
mais  lorsqu'on  donne  au  coefficient  A  des  valeurs  négatives , 
l'équation  devient  —  Ajr'-f  C=0;  et  si  A  s'annule,  celte 
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deruièrc  équation  <•»  deux  racines  infinies ,  l'une  positive  el 
l'autre  négative. 

2.  Je  passe  actuellement  à  la  dénionslration  du  principe 
général  énoncé  n°  1. 

Je  considère  d'abord  l'équation  de  degré  pair 

dans  laquelle  le  second  terme  a  un  coefficient  négatif ,  et  je 
donne  au  coefficient  A  du  premier  terme  des  valeurs  posi- 
tives iudéQniment  décroissantes. 

Dans  cette  hypothèse ,  l'équation  ne  peut  admettre  une  ra- 
cine infinie  négative  ;  car  si  l'on  désigne  par  N  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  des  coefficients  B,  C,  etc.,  les  racines  négatives 

auront  pour  limite  — '  (  jt  +  ^  )• 

Mais  on  peut  donner  au  coefficient  A  une  valeur  positive 
ï  assez  petite  pour  que  l'équation  admette  une  racine  positive 
plus  grande  que  tout  nombre  donné  ô,  cl  si  la  valeur  de  A 
continue  à  décroître  à  partir  de  « ,  cette  racine  réelle  ira  en 
augmentant. 

En  effet ,  soit  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand  des  coef- 
ficients du  polynôme  —  Bx"""'  -f  Cx'"'~'  -f-  etc.  ;  en  rempla- 

/N       \ 
çant ,  dans  ce  polynôme ,  la  variable  x  par  (  p  -|-*  I  ,oubien, 

par  une  valeur  plus  grande ,  le  résultat  de  la  substitution 
sera  négatif ,  et  sa  valeur  absolue  augmentera  continuelle- 
ment avec  celle  de  la  quantité  substituée  à  .v.  (l'est  là  un 
principe  démontré  dans  les  Eléments  d'Algèbre.  Cela  posé , 
désignons  par  (3  un  nomlire  au  moins  égal  au  plus  grand  des 

N 
deux  nombres  -jr  +  1   vl  3  ■   et ,  sub.slituons  ,';  à  .c  dans  le 
B 

premier  nombre  Aa.""  —  Bx"""' -f  Cjt"""  +  etc.  de  l'équa- 
tion proposée.  Ce  polynôme  deviendra  A[t""—'B^.""''+Cf"'~' 
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+  etc..  ou  bien  encore  A(3"" —  m,  en  nommant  — n  la  va- 
leur de  —  Bp""-'-f  C,e="-'4-elc.  Et  par  conséquent,  on 
donnant  au  coefficient  A  une  valeur  positive  a  moindre  que 

~jsr»  'e  résultat  de  la  substitution  de  p  à  x  dans  le  premier 

P 

membre  de  l'équation  a.r""  — Bx"""+Cj:'"^' +etc.  =0, 

N 
sera  négatif.  Or,  si  1  on  remplace  x  par  — j-  1 ,  le  premier 

membre  de  celte  équation  devient  positif,  et  conserve  le 

même  signe  pour  toute  valeur  plus  grande  substituée  à  x , 

donc,  l'équation  aura  une  racine  <f!  comprise  entre  (3  et 

N 

— (-1.  11  est  d'ailleurs  évident  qu'on  a  f>;>o,  puisque  (3 

a 

est,  par  hypolhése,  au  moins  égal  à  ■?. 

II  faut  encore  observer  que  (i'  est  la  plus  grande  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  aa"" — Ba;"""'+Ca."""'+..-.=0, 
car  le  premier  membre  de  cette  équation  reste  constamment 
positif  pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  à  partir  de  (3'. 

Mais  on  donnera  à  l'équation  Ax""— Bx""--|-Cx""-' 
+  ....  =0  une  racine  plus  grande  que  p',  en  remplaçant  A 
par  une  valeur  positive  «'  moindre  que  a.  En  effet,  l'égalité 
».>'"•»— Bp""-'+C,S""— +....=  0  donne  : 

a'p'!"'_B^"^--j-Cp"'"-'+ ....  <0. 

D'où  il  suit  que  l'équalion  a'.r""—Ba:""~'-|-Cx""-' +....=  0 
a  une  racine  positive  supérieure  à  (3'. 

Ainsi ,  l'équation  +Aj""— Bj:""-+C.r""--;- etc.  =  0  ad- 
met une  racine  infinie  positive ,  quand  A  se  réduit  à  zéro. 

Si  les  valeurs  décroissantes  attribuées  au  coefficient  du 
premier  terme  sont  constamment  négatives,  l'équation  prend 
la  forme  : 

—  Ax""  —  Bx'"-'  +  Cx'"-'  +....=  0 , 

cl  ses   racines  positives  ont    nécessairement    pour    limite 
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N 

—  4- 1  •  Dans  ce  cas ,  il  sera  possible  de  donner  à  A  une  va 

leur  a  assez  petite  pour  que  l'équation  ait  une  racine  néga- 
tive —  |3'  plus  grande ,  en  valeur  absolue ,  que  tout  nombre 
négatif  —  S  assigné.  Et  la  valeur  de  (3'  ira  en  augmentant 
à  mesure  que  a  deviendra  plus  petit.  En  d'autres  termes  : 

L'équation  —  Aj:""—  Ba.-'""  '+  Cx""-+ . .. .  =  0  aura  une 
racine  infinie  négative  ,  lorsque  A^O* 

Le  raisonnement  est,  dans  ce  second  cas,  entièrement 
semblable  à  celui  du  premier. 

La  même  analyse  s'applique  ,  sans  aucune  modification  -. 

1°  Aux  équations  de  degré  pair  itAj:'""+Bjr""~'+....=  0  , 
dont  le  second  terme  a  un  coefficient  positif,  puisqu'il  suffira, 
pour  rendre  ces  deux  nouvelles  équations  identiques  avec 
les  deux  premières,  de  changer  les  signes  de  tous  leurs 
termes.    •       '■.         .•  " 

2°  Alix  équations  de  degré  impair  rh  A  a."  "^'+Bji-"  """'+... 
=0.  Car  si  l'on  introduit  dans  ces  équations  une  racine 
nulle,  en  multipliant  tous  leurs  termes  par  or ,  elles  prendront 
la  forme  des  équations  déjà  considérées. 

3.  Pour  compléter  la  démonstration ,  il  reste  encore  à 
examiner  les  équations  privées  de  leur  second  terme. 

Je  prends  pour  exemple  l'équation  Ax'""+Fx"'+Ex''+ 
-(-....  =0.  de  degré  pair,  et  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x.  Le  second  terme  manquant,  je  suppose 
que  le  premier  des  termes  à  coefficient  invariable^  +Fj;"', 
soit  positif  et  d'un  degré  pair.  Puis,  je  donne  au  coefficient 
A  du  premier  terme  des  valeurs  indéfiniment  décroissantes , 
mais  positives. 

Les  racines  positives  ou  négatives  des  équations  détermi- 
nées de  cette  manière,  ne  peuvent  devenir  infinies,  car  elles 

N 
resteront  moindres  que  ^  +  1  ,  en  désignant  par  N  la  va- 
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lear  absolue  du  plus  grand  des  coeflicicnls  invariables  de  ces 
équalions. 

Mais,  si  l'on  donne  au  coefficient  A  des  valeurs  négatives 
convergentes  vers  zéro,  l'équation — A.t"''-f Fa^-f-Aq;'' 
-(-....  =n;  0 ,  aura ,  pour  des  valeurs  de  A  suffisamment  pe- 
tites, une  racine  positive,  et  une  racine  négative,  toutes 
deux  plus  grandes ,  en  valeurs  absolues ,  que  des  nombres 
quelconques  désignes,  et  ces  racines  iront  en  augmentant 
jK)ur  des  valeurs  décroissantes  de  A.  C'est  ce  (lui  résulte 
évidemment  de  l'analyse  du  n"  2  (p.  35-36). 

Lorsque  A  s'annule,  l'équation  — A.î""+F.a'"'4- ••••  =  0 
a  donc  deux  racines  infinies,  l'une  positive,  et  l'autre 
négative. 

Le  premier  des  termes  à  coefficient  invariable  peut  être 
de  degré  impair,  comme  dans  l'équation 

Ax'"  +  Fx'"-'  +  }lx''+...   ^0. 
Alors,  la  démonstration  donnée  n°  -2  ,  pour  les  équations  dont 
le  second  terme  n'est  pas  nul ,  s'applique  immédiatement. 
Par  conséquent ,  lorsque  A  =  0  , 
L'équation 

+  Ax""  +  Fx'"-'+  Hx"  +....  =  0  . 

a  une  racine  infinie  négative ,  et  l'équation 

—  Ax^"  +  Vx'"-  +  Hx"  +....=  0  , 
une  racine  infinie  positive. 

Toute  équation  privée  de  second  terme  se  ramène  a  l'une 
des  quatre  formes  d  équations  déjà  considérées ,  par  un  chan- 
gement de  signe  dans  tous  les  termes,  ou  bien ,  en  introdui- 
sant une  racine  nulle.  Ainsi ,  dans  tous  les  cas  : 

L'équation  à  une  seule  inconnue 

A,i"'-f  Bj:»-f  Cx''+  ....  =0 
admet  au  moins  une  racine  réelle  infinie ,  quand  le  coefficient 
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du  preniicr  terme,  supposé  variable  cl  suscopliblc  de  chan- 
ger de  signe ,  se  réduit  à  zéro. 

J'ajouterai  encore  quelques  mois  sur  deux  raisonnements 
très-simples ,  au  moyen  desquels  on  a  voulu  établir ,  sans 
aucune  restriction,  le  principe  que  je  viens  d'examiner. 
Quelque  facile  que  soit  la  réfutation  de  ces  raisonnements , 
elle  ne  peut  être  déplacée  dans  un  article  qui  s'adresse  uni- 
quement à  des  commençants. 

La  première  des  démonstrations  dont  je  veux  parler  con- 
siste à  mettre  d'abord  l'équation  proposée 

Ax""  +  Bx?-  +.Cx'"--'  ....  =  0  , 
sous  la  forme  Ah 1 — -+....==  0.  Puis,  on  fait  obser- 

Sf         X 

ver  que  si  A  =  0,  la  fonction  A-i 1 v  etc.  est  convcr- 

X         X'' 

gente  vers  zéro ,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  x  ,  et  s'an- 
nule quand  X  devient  infini. — Or,  la  fonction  qu'il  s'agit 

T>  Ç 

d'annuler    n'est  pas    Ah 1 — ■+etc.,   mais   le    produit 

X      j:- 

(  A  -f  -+—  +  ....  J  x"*.  Si  le  premier  facteur  est  conver- 
gent vers  zéro  pour  de  très-grandes  valeurs  de  x ,  par  cela 
même,  le  second  facteur  x""  se  rapproche  de  Tinlini  ;  et  jus- 
que-là, on  ne  peut  rien  conclure  pour  la  valeur  du  produit. 

L'autre  raisonnement  n'est  guère  plus  concluant.  Dans 

t 

celui-ci ,  on  remplace  x  par  —  ,  il  vient  : 

.'' 

ABC 

y      y       y 
faisant  disparaître  les  dénominateurs ,  on  a  : 
A  +  By-i-Cr'4-etc.  =0. 
Cette  dernière  équation  admet  une  racine  nulle ,  quand 
A  =  0  i  et  de  là  x=  ac  .  — Mais,  la  fonction  de  ,r  qu'il  faut 
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annuler,  est  maintenant  le  produit  {/i+hy+Cy +....)  X  -^. 
Et  l'objection  reste  la  même.     G.    [La  suite  prockaimment.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

80.  Théorkme.  Une  parabole  ayant  un  foyer  fixe,  Bipas- 
sant par  un  point  déterminé  :  le  lieu  du  sommet  est  une  épi- 
cycloïdc  engendrée  par  le  point  d'une  circonférence  roulant 
sur  une  circonférence  de  même  rayon  {Chasic'). 

81.  Construire  la  courbe  donnée  par  1  équation  polaire 
p  =  langy.  Et  démontrer  que  la  polaire,  de  cette  courbe,  re- 
lativement à  un  cercle,  est  une  seconde  courbe  égale  à  la 
première. 

82.  Résoudre  et  discuter  l'équation 

+  \/\+x  +  V\  —-t-  =  1 . 
Afin  de  bien  faire  comprendre  quelle  est  ici  là'question 
proposée  ,  il  suffira  de  rappeler  en  peu  de  mots  ce  que  l'on 
trouve  dans  les  Traités  d'Algèbre,  au  sujet  de  la  résolution 
des  équations  irrationnelles.  On  fait  disparaître  les  radi- 
caux ;  puis  on  observe  que  l'équation  ralionnelle  ainsi  obte- 
tenue  doit  avoir  parmi  ses  racines,  non-seulement  celles  de 
l'équation  proposée,  mais  encore  les  racines  de  toutes  les 
équations  irrationnelles  qu'il  est  possible  de  former,  en  pre- 
nant chaque  radical  avec  toutes  ses  détcrminalions  algébri- 
ques.   Or ,    en   opérant  de  cette   manière  sur  l'équation 

+  \/i  +.1-+  vi  — .r  =  1 ,  on  parvient  à  l'équation  .r''  =    , 

•iont  les  racines  sont  dr.  -  1^3.  Aucune  de  ces  deux  valeurs 

ne  peut  convenir  à  l'équation  proposée ,  car  il  est  évident  que 
l'équation  -f  J/l  +x  +\/\  —  x  =  1  ne  peut  admet! rc  une 
racine  réelle.  C'est  ce  que  l'on  propose  d'expliuer. 
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RECHERCHE 


RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES, 

PAR  M.  FINCK, 

Docteur  es  sciences ,  professeur  au  collège  de  Strasbourg , 


M.  AUGUSTE  DELASEREERE , 

Professeur,  licencié  es  sciences  pbjsiques  et  mallicmaliqucs. 


Noie.  La  dénomination  de  racine  complexe,  introduite  par 
M.  Gauss  ,  sert  maintenant  à  désigner  une  racine  imaginaire 
dont  les  deux  coefiBcients  réels  sont  commensurables.  Dans 
un  beau  Mémoire  sur  la  théof  ic  des  nombres ,  M.  Dirichlct  a 
donné ,  pour  trouver  les  racines  complexes ,  une  méthode 
entièrement  identique  à  celle  qui  est  en  usage  pour  les  ra- 
cines réelles  commensurables.  Nous  devons  ce  renseignement 
à  l'obligeance  de  M.  Lebesgue,  professeur  à  la  faculté  des 
sciences  de  Bordeaux.  Cet  arithmologue  distingué  (*)  nous 
promet  d'enrichir  prochainement  les  Annales,  de  démonstra- 
tions élémentaires  des  principales  propositions  de  M.  Di- 
richlet.  Les  éléments  uniront  par  admettre  la  nouvelle  mé- 
thode ,  dont  celle  qu'on  pratique  n'est  qu'un  cas  particulier. 
En  attendant,  l'importance  de  la  matière  nous  engage  à  pu- 
blier ce  que  nous  avons  reçu  à  ce  sujet ,  il  y  a  un  mois ,  de 


(')  Nous  hasardons  cette  expression  qui  parait  propre  à  désigner  le  petit 
nombre  d'esprits  éminents  qui  font  faire  des  progrés  à  la  plus  difficile  des 
branches  du  calcul,  à  la  théorie  des  nombres,  oii  ilresle  encore  tant  de  terrains 
à  défricher. 

Ann.  de  M,nuÉi].  III  * 
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M.  Dcladcrcerc  et,  récemment,  de  M.  le  professeur  Finck. 
Nous  réunissons  les  deux  notes  en  une  seule.  Tm. 

1.  Définition.  Une  expression  imaginaire  a-\-bV  —l ,  où 
a  ùib  sont  des  nombres  entiers ,  est  divisible  par  le  nombre 

entier  d,  lorsque  dans  le  quotient  a!-\-  b'I^ — 1 ,  a'  et  b'  sont 
des  nombres  entiers.  (D.) 

2.  Proposition  I.  a  et  b  étant  des  nombres  entiers,  si 
a-^b  \/ —  1  est  divisible  par  d ,  il  faut  et  il  suffit  que 

-,  et  -  soient  des  nombres  entiers.  (D.) 
a       a 

3.  Proposition  If.    Si  un  nombre  premier  p  divise  un 

produit  {a-\-b\/—i)  (rz'-}-i'I/— l)  ,  où  a,b,  a\b'  sont  des 
nombres  entiers  ;  et  sip  divise  seulement  l'un  de  ces  nombres  ; 
alors  p  divise  nécessairement  le  facteur  où  ce  nombre 
n'entre  pas. 
Démonstration.  On  a  {a-}-  b\/^^)  {a'-\-  b'V'^)  = 

aa'—bb'+  {ab'-\-  bà)  \/^  =  c-\-d\/'^\  ;  il  faut  donc 

que  p  divise  c  el  d  (1)  ;  supposons  encore  que  p  divise  b' 

...  ,      ,        c+bb'     d — ab'         . .       aa'     ba! 

sans  diviser  a  ;  donc ,  ,  ou  bien  — ,  —  sont 

P  P  P      P 

a  b 
entiers  ;  mais  p  est  premier  avec  a!  ;  donc  -  et  -  sont 

P  P 
des  nombres  entiers.  C.  Q.  F.  D.  (D.) 

4.  Proposition  III.  Tout  nombre  premier  p  qui,  dans  un 
produit  tel  que  {a^by—i){a'+b'\/^){a"+b'\/^).... 
divise  seulement  dans  chaque  fadeur  l'un  des  deux  nombres 
entiers  a,  b  ;  a',  b'  ;  a",  b"  ; ne  divise  pas  le  produit. 

Démonstration.  Ce  produit  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{a+by'—\){v+QV—l)  ,  où  P  et  Q  sont  des  nombres  en- 
tiers ;  donc  bi  ce  proi'iiil  était  divisible  par  p ,  le  même  nom- 
bre premier  devrait  diviser  P  +  Q\/ — 1,  car/»  ne  divise  que 
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l'un  des  deux  nombres  a,  b  {3)  ;  de  même ,  P  +  Q  l^ —  1  = 

(a'+b'l^ — i){P"+Q"l/ — l);  par  le  même  raisonneineiU  , 

p  devrait  diviser  P'+  Q"|/—  1  ;  en  continuant ,  on  parvien- 
drait à  démontrer  que  p  devrait  diviser  l'un  des  facteurs  du 
produit  ;  ce  qui  est  impossible.  Donc,  etc.  (D.) 

5. De/îmVîow.  Un  nombre  delà  forme  (î+ 6 \/ — t  est  dit 
nombre  complexe  enlier,  lorsque  a  et  b  sont  des  nombres 
entiers  ;  si  a  et  i  ne  sont  pas  des  nombres  entiers ,  le  nombre 
est  complexe  fractionnaire.  (D.) 

6.  Proposition  IV.  Soit  l'équation  x"+a,j;"~'+û!,j;"~'+ 

ûn^O  (1)  ;  les  coefficients  a,,  a,, a„  étant  des  nombres 

complexes  entiers ,  l'équation  ne  peut  admettre  des  racines 
complexes  fractionnaires. 

Démonstration.  Supposons  que  l'équation  (1)  ait  une  racine 

complexe    fractionnaire  de    la    forme, — h  -  y —  1  :  -, - 

0      e  b    e 

peuvent  être  supposés  irréductibles  ;  soit  d  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  6  et  e  ;  de  sorte  que  l'on  ait  b  =  db'  ; 

e=:de'  ;  b'  et  e  seront  des  nombres  premiers  entre  eux.  Donc 

«    ,    c  ,  /- — -       ae'+cb'\/ — 1 

y  ■+  -  y/  —  1  = rrp; (2)  ;  soit  p  uu  uombrc  pre- 

b       e  dbe' 

mier  facteur  Aeb' ,  p  divise  donc  cb'  ;  il  divise  aussi  b  ;  donc 

il  ne  divise  pas  a  ,  puisque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux  ; 

et  par  une  raison  analogue, j?  ne  divise  pas  é  ;  par  conséquent 

le  second  membre  de  l'identité  (2)  est  aussi  un  nombre  com- 

,        ,      ..         .T.  .{ae'+cbV~\T    , 

plexe  Iractionnaire.  Donc  aussi nr-i ^estunnom- 

dbe 

bre  complexe  fractionnaire  (Prop.  III  ). 

^  ae'+  cb'\/~ 

Or  en  substituant tjt-, à  la  place  de   x  dans 

db  e 

l'équation    (  1  )  et    multipliant    par    {db'e')"~' ,    on   déduit 
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{ae'+cby—i)    ^  i^i  ,  ]y  j/iiï     ^)ù  M  et  N  sont  des 
due 

uombrcs  entiers  ;  équation  impossible ,  puisque  le  premier 
membre  est  un  nombre  complexe  fractionnaire.  Donc  l'équa- 
tion n'a  pas  de  racine  complexe  fractionnaire.  (D.) 

7.  Problème  I.  Etant  donnée  l'équation  a^x''+a,x'^'  + 

il 
a^x"  ' fl„  =  o,  où  les  coefficients  «„,  a,,  a,  sont 

des  nombres  complexes  quelconques,  trouver  les  racines 
complexes  ? 

Solution.  En  chassant  les  dénominateurs,  on  peut  tou- 
jours ramener  l'équation  à  une  autre  dont  les  coelDcients 
sont  des  nombres  complexes  entiers  j  nous  supposerons  donc 
de  suite  que  les  coefficients  a^,  a^,  a, a„  sont  des  nom- 
bres complexes  entiers  ;  faisons  .r  =  —  ;  et  chassant  les  dé- 

nominaleurs  ,  on  obtient  une  équation  en  s,  où  ="  a  pour 
coefficient  l'unité ,  cl  dont  tous  les  autres  coefficients  sont  des 
nombres  complexes  entiers  ;  couséquemment  l'équation  en  s 
ne  peut  admettre  que  des  racines  complexes  entières  (Pro- 
pos. IV  )  ;  le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  les  racines 
complexes  entières.  (U.) 

8.  Problème  II.  Etant  donnée  l'équation  a^x''+a,x''-'  + 
«,x"~'+ a„  =  o,  les  coefficicnls  sont  des  nombres  com- 
plexes entiers  ;  trouver  les  conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire une  racine  complexe  entière. 

Solution.  x=a+b\^ —  i  ;  a  ei  b  étant  des  nombres  en- 
tiers ;  on  a 

a{a+!,  V'^iy+a,{a+b\/~iy-'+aSa+by^)''-'+ + 

+«„_!  {a+lj]/—i  )  +«„  =  0  ; 
doù 

aSa+by—&-+a,iu-i-by^)"-'+ +a„_i=      ~""_ 

a+bV—i. 


Le  premier  membre  est  un  nombre  complexe  enlicr  ; 
donc  an  est  divisible  par  a-{-  b  [/ —  1  ;  et  par  conséquent 
an{a — bl^ — l)  est  divisible  par  a" -\- b'' ;  ainsi  le  dernier 
coefficient  muKiplié  par  a — bl/ — I  doit  èlre  divisible  par  le 
carré  du  module  ;  première  condition  ;  désignons  le  quotient 
parc+^V^ — 1;  on  en  déduit 

rtoU+i!'V^^)""'+ +  a„-2=- 


—  C  —  d\/—l  —  ^n-i 


a  +  b\/—l 

^-e-fV-{  ^-{a—b\/:^){e+f\/~\) 
~     a  +  b]/^  "^'^^^ 

Ainsi,  le  premier  quotient  augmenté  du  coefficient  ««-i , 
et  multiplié  par  a  —  bV — 1  ,doit  être  divisible  par  le  carré 
du  module  ;  seconde  condition  ;  et  ainsi  de  suite  ;  la  dernière 
condition  est  que  le  dernier  quotient  soit  égal  à —  a^;  condi- 
tions qui  existent  aussi  pour  les  racines  réelles  entières  ; 

mais  alors  b  étant  nul,  la  multiplication  par  a  —  b{/ — 1 
devient  superflue.  On  démontre  aussi ,  comme  pour  les  racines 
entières  réelles,  que  si  ces  conditions  existent ,  la  quantité 
essayée  est  racine.  (D.)  (V.  t.  II,  p.  523.) 

9.  Proposition  V.  Dans  toute  équation  de  la  forme  (A")  = 

a?"  +  «.j:""'  +'  a,x"~'  + «»  =  0  ,  où  <J, ,  «, an  sont 

des  coefficients  quelconques ,  le  plus  grand  des  modules 
des  coefficients,  augmenté  de  1 ,  est  une  limite  supérieure  des 
modules  des  racines  imaginaires. 

Démonstration.  En  eCfet,  soit  C  ce  module  maximum  ;  le 
module  defx  n'est  jamais  moindre  que  celui  de  x" — Cx"~' — 

Cx"-'  — —  Ca-  — C;    or,   G  +  l    rend    .r">Cj:""'  + 

Cjc"""  + C.r  -)-  C  ;  donc ,  toute  valeur  de  x  dont  le  mo- 
dule n'est  pas  inférieur  à  C+1 ,  ne  saurait  annuler/" (x)  ;  donc 
C  +  1  est  une  limite  supérieure  des  modules  des  racines  ima- 
ginaires. (F.) 
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10.  Proldème  III.  Trouver  les  racines  complexes  entières 
d'une  équation. 

Solution.  Soit  l'éqnalion  a.x'^  +  a.x"^' +  a^x""' + + 

an  =  0;   a,  «.  sont  des  nombres  complexes  entiers. 

Soit  C+  1  le  plus  grand  module  des  coefficients;  on  consi- 
dère tous  les  diviseurs  de  onKa — bv — l)  compris  entre  0 
et  (C  + 1)\  On  rejette  les  diviseurs  qui  ne  peuvent  se  décom- 
poser en  la  somme  de  deux  carrés  :  soit  D  un  diviseur  com- 
pris entre  0  et  (C  +  1)'  et  étant  la  somme  de  deux  carrés 
«'  +  6%  il  y  aura  à  essayer  les  quatre  valeurs  a+b  [/ —  1  ; 

—  a  +  6\/— 1;  i+al/HT;  —b  +  a\/—i;  ce  même 
essai  suffit  aussi  pour  les  conjugués  de  ces  nombres.  (F). 

11.  Proposition  FI.  a  +  b\/ — 1  n'est  pas  racine  com- 
plexe entière  de /(x)  =  0  ,  Tsi  {a — ij  +  b*  ne  divise  pas 
/(l)  ;  2'  si  {a  +  1)'  +  b'  ne  divise  pas ./(— 1)  ;  3°  si  b'  ne  di- 
vise pas  /■(«). 

Démonstration.  Si  a+  b  |/ —  l  est  une  racine  complexe 
entière,  on  a  l'identité/ (j:)=(jr" — 2ax+a^+b'')ifx  ;  tous 
les  coefficients  de  <p.r  sont  entiers;  faisant  dans  cette  identité 
successivement  j:  =  1,  x  =  — 1,  x~a,  l'on  obtient 

/(l)  =  ((«-l)'+6")ï(l);/(-l)=(«fl  +  l)'+6')<f(-l); 

fa  =  b\(a)i  C.Q.F.D.  (F.) 

12.  Exercice  ■• 

(2  +  y^)  x^  +  (i  —  2l/=^)  xi  —  (41  +  37\/^)  jr'  — 
— (213— 93\/^)x'+(l45H-105k'^W350— 50|/^=0. 
Les  racines  sont 

1+j/^;    — 2+\/IT;   _4— 3\/^i    2y^i   5    (D.) 
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Réclamation  au  sujet  d'un  article,  dea  Annales,  relatif  aux 
racines  commensurables. 

M.  Finck  nous  écrit  que  la  méthode  sur  les  racines  com- 
mensurables (t.  II,  p.  523)  est  déjà  expliquée  dans  son 
Algèbre,  publiée  en  1839. 


THÉORÈME 
SUR  LE  PRODUIT  DE  DEUX  POLYNOMES. 

D'après  M.  Gauss  ('). 


ABC 

Lemme.  La  somme  -j-  +  -^rrr  +  -ï=r  + ^st  toujours 

fractionnaire,   ayant  a''  comme  facteur  ao  dénominateur 

commun  ;  on  suppose  A,  B,  G a ,  0,  c des  nombres 

entiers  premiers  avec  Iç  nombre  entier  a.  Les  exposants  de 
a  sont  entiers  et  positifs. 

Démonstration.  Réduisant  au  même  dénominateur,  on 
obtient 

Abc +!iBac +  aCab + 

Cl.'' abc 

Or ,  le  numérateur  n'est  pas  divisible  par  a ,  donc  le  fadeur 
a"  reste  au  dénominateur. 

Théorème.  Le  produit  de  deux  polynômes ,  ordonnés  sui- 
vant la  même  variable,  à  exposants  entiers  et  positifs,  à  coef- 
ficients réels,  mais  pas  tous  entiers,  donne  un  troisième 
polynôme ,  dont  les  coefficients  ne  s<înt  pas  tous  entiers  ;  on 

C)  Disquisltiones  arithraeticae ,  secl.  1 ,  3  42. 
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suppose  que  les  coeflicicnts  de  la  plus  haule  puissance  de  la 
variable  dans  les  deux  polynômes  sont  égaux  à  l'unité. 

Démonstration .  Soient  les  deux  polynômes 

j(^+ky-  +  A.or"-^  + Arx"-'  + ^P) 

x"  +  B.x'-  +  B.x'-'  + B.x'-'  + (Q) 

p  ciq  sont  des  nombres  entiers  positifs  ;  r  n'est  jamais  supé- 
rieur à/?  ,  ni  s  supérieur  à  q.  Les  coeflicicnls  A, ,  A,,  A, 

B,,  B,,  B, sont  réels,  mais  tous  ne  sont  pas  entiers. 

Soit  2  un  nombre  premier  facteur  d'un  des  dénominateurs 
qni  se  trouvent  dans  (P);  réunissant  tous  les  termes  où  «  est 
à  la  plusbautepuissance,  et  parmi  CCS  tcrmesprenons  celui  où 

X  a  le  plus  haut  exposant  ;  soit  t  la  plus  haute  puissance  de 

N 
a  et  p — r  le  plus  haut  exposant  de  j:  ;  de  sorte  que  Ar  =  -f-r  ; 

a  M 

N  et  M  étant  des  nombres  entiers  premiers  avec  a  ;  dans  fous 
les  termes  qui  précèdent  Ar,  »  sera  élevé  à  une  puissance 
moindre  que  t.  ci  dans  ceux  qui  suivent,  a  ne  pourra  avoir  un 

exposant  supérieur  à  t  ;  dans  le  polynôme  — ,  le  coefficient  du 

premier  terme  est  -  ;  ainsi  il  y  a  an  moins  un  coellicient  qui 
a  y.  comme  facteur  au  dénominateur.  Soit  a"  la  plus  haute 
puissance  de  a  qu'on  rencontre  dans  - ,  et  q — s  le  plus  haut 

exposant  de  x,  où  cette  rencontre  a  lieu  ;  on  aura  donc 

B  N' 

—  =  -y—-  ;  M'  et  N'  sont  des  nombres  premiers  avec  «  ; 

et.  a  'M 

dans  les  termes  précédents ,  a  s'élève  à  une  puissance  moin- 
dre que  t' et  ne  surpasse  pas  t'  dans  les  termes  suivants;  dans 

le  produit  des  polynômes  P.-,  on  obtient  d'abord  le  terme 

NN' 
,^(,„^,„  ,  coefficient  de  x'"^"'~%  et  t+t'  n'est  point  infé- 


•"MI\I" 
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riouràa.  Pour  avoir  les  autres  coefliciciifs  (lui  répondent  à 
la  même  puissance,  il  faut  prendre  un  terme  qui  précède 
x'"""  et  le  multiplier  par  un  terme  qui  suit  j:''"'  et  vice  tersâ; 
donc  dans  ces  coefficients ,  a  s'élève  à  une  puissance  moindre 
quet  +  t'  ;  et,  en  vertu  du  lemme,  la  somme  de  ces  coef- 
ficients renferme  a'"*""  comme  facteur  au  dénominateur  ;  donc 
dans  le  produit  P.Q,  la  puissance  a'+""'  entrera  comme  fac- 
teur dans  le  coefficient  x''"'"'"''"*  ;  donc,  ce  coefficient  est  frac- 
tionnaire. C.  Q.  F.  D. 

Observation.  La  même  démonstration  s'applique  aux  po- 
lynômes dont  les  coefficients  des  premiers  termes  ne  sont  pas 
égaux  à  l'unité,  pourvu  que  tous  les  coefficients  de  Q  ne 
soient  pas  divisibles  par  a'. 

Corollaire.  Le  théorème  subsiste,  sous  les  mêmes  condi- 
tions, pour  un  nombre  quelconque  de  polynômes,-  et  par 
conséquent  pour  des  polynômes  égaux.  Donc,  un  polynôme 
à  une  variable ,  ayant  un  ou  plusieurs  coefficients  fraction- 
naires, étant  élevé  à  une  puissance  entière  positive ,  donne 
pour  résultat  un  polynôme  ayant  au  moins  un  coefficient 
fractionnaire.  Tm. 


THÉORÈME 
SUR  LA  DIFFÉRENCE  ENTRE  L'ARC  ET  SON  SINUS, 

D'après  Pappus. 


Théorème.  La  différence  entre  un  arc  du  premier  qua- 
drant et  son  sinus  est  moindre  que  le  double  du  carré  de 
l'arc  divisé  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Démonstration.  Faisant  le  rayon  égal  à  un,  représentons 
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la  lonEçucur  de  l'arc  par  a ,  do  sorte  qne  2rt  <  ti  ;  on  a  l<>s 
incgalilés  suivantes  : 

a<taDga  (1),         cot.  rt>-  —  a  (2) 

<ïCOS<ï<Csinrt  cosa>l ajsina 

rticos''a<sin«cosa  (  -  —  a  jsin'a<;sinacosa 


a  —  a  sin'  <z  <[  sin  a  œs  a 

rtsin"a>.a— sinacosrt; 

donc 

«sin^a          ^a  —  sinrtcosa 

/-        \   .  ,      ''       sinacosa 
^__ajsin  « 

a 

sinacosa               n    ^^              a 

(3) 

a  —  sin a cos a'         -Ja   ^  a  —  siii  a  cos  a 

2«'         .    „     .     . 

2a' 

Ainsi  <z — sinacosa<;- —  et  à  fortiori  a — sin<7.<;- 

Ohsirvation  I.  On  parvient  à  ce  théorème  en  écrivant  en 

caractères  al;,'èbriques  la  proposition  XV   (théorème  XIV) 

du  5°  livre  de  Pappus  ;  cette  proposition  n'est  autre  que 

l'inégalité  (3) ,  que  Pappus  énonce  ainsi  :  Le  rapport  de  l'aire 

d'un  secteur  à  l'aire  de  son  segment  est  plus  grand  que  le 

rapport  de  l'angle  droit  à  l'angle  du  secteur.  C'est  ce  qu'il 

démontre  par  des  considérations  géométriques. 

a- 
Observation  II.  Les  séries  donnent  pourlimite  a — sm  «<  ■— 

(t.  II ,  p.  216  j  ;  cette  limite,  moindre  que  celle  de  Pappus , 
est  par  conséquent  préférable. 

TU 

Observation  III.  Lorsque  a  est  compris  entre  -  et  -,  on  a 

2a' 
a<i — ,  et  alors  la  limite  de  Pappus  est  intuitive. 
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Observation  IF.  Pappus  se  sert  de  cette  même  proposi- 
tion XY  pour  démontrer  celle-ci  :  Si  une  demi-circonférence 
et  un  arc  de  cercle  sont  de  même  longueur,  1  aire  du  demi- 
cercle  est  plus  grande  que  l'aire  du  segment  formé  par  l'arc 
et  sa  corde  (prop.  XVII  du  liv.  5). 

Observation  F.  Pappus,  auteur  du  quatrième  siècle,  ne 
connaissait  pas  nos  lignes  trigonométriques.  On  doit  les  sinus 
et  sinus- verse  à  Mohammed-ben-Geber ,  de  Batan  en  Méso- 
potamie ,  auteur  arabe  du  neuvième  siècle ,  surnommé  Alba- 
tegnius,  et  mort  en  928.  Les  tangentes  et  cotangentes  ont  été 
introduites  par  Mohammcd-ben-Yahya,  prince  de  Syrie ,  au- 
teur astronome  du  X'  siècle  connu  sous  le  nom  de  Aboul-Wéfa, 
le  même  auquel  on  voulait  attribuer,  il  y  a  quelques  années, 
la  découverte  de  la  variation ,  inégalité  lunaire  ;  assertion 
détruite  récemment  par  M.  Munk ,  orientaliste  distingué  et 
par  l'illustre  M.  Biot,  de  l'Académie.  L'emploi  des  sécantes  est 
dû  à  Joachim  (Georges),  surnommé  Rhélicus,  ne  à  Fcldkirk, 
dans  le  pays  des  Grisons  (Rhetia),  le  16  février  1514, 
mort  en  Hongrie  "le  4  décembre  1576;  mais  son  ouvrage, 
Opuspalalinumde  triangulis,  n'A  paru  qa  en  li96.      Tm. 


GRAND  CONCOURS.  (Année  1843.) 
Exposer  d'une  manière  concise  la  théorie  des  racines  égales 
et  la  méthode  qu'on  en  tire  pour  mener  les  tangentes  aux 
courbes  algébriques. 

PRIX    D'HONNEUR. 

FA.B.  M.  ROGER  (  ÉMIIiE-LOVIS  J, 

né  le  29  avril  1825  à  Nimes  (Gard).  Inslilution  de  U.de  Heusse. 
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PREMIÈRE    PARTIE. 

Théorie  des  racines  égales. 
Soient  a,  b ,  c...  les  racines  d'une  équation  algébrique 


—  5-2  — 

f{x)  =  0  :  on  sait  que  /"(x)  sera  le  produit  des  facteurs  binô  - 
mcs(x  —  «),{j:  —  i),  (,x  —  c)...;  en  sorte  que  l'on  aura 

/(x)  =  N  (jc  —  rt)  (:r — /))  (x  —  c) . . . , 

(N  étant  lecoefllcicnt  du  premier  terme  de  cette  équation). 
II  peut  arriver  que  les  racines  a ,  & ,  c...  ne  soient  pas  toutes 
difTércnles  entre  elles;  ainsi  la  racine  a  pourra  se  trouver 
répéice  n  fois ,  la  racine  i,  p  fois...  :  on  dit  alors  que  f{x) 
admet  n  racines  égales  h  a,  p  racines  égales  a  b...-,  et  on 
peut  écrire y(x)  sous  la  forme 

/(ar)=  N  (X— a)"  (.r— /))"  (x  — c)'..., 

expression  qui  s'applique  aussi  en  particulier  au  cas  des  ra- 
cines simples,  en  faisant  «  =  1 ,  /?=  1 ,  etc. 

Cela  posé ,  l'objet  de  la  théorie  qui  nous  occupe  consiste 
principalement  à  ramener  une  équation  qui  admet  des  racines 
égales .  à  un  sj'stèmc  d'équations  toi  que  chacune  d'elles 
n'admettf^  plus  que  des  racines  simples ,  et  que ,  en  supposant 
le  système  résolu ,  on  puisse  en  conclure  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée,  chacune  avec  leur  degré  de  multiplicité. 

Ainsi,  soit  X,  le  produit  des  facteurs  simples  Aa  f{x)  ou 
X  ,  X,  le  produit  des  facteurs  doubles,  mais  élevés  chacun  à 
la  première  puissance,  X,  le  produit  des  facteurs  triples, 
mais  élevés  chacun  à  la  première  puissance...;  alors  on  aura 

x=x.x;x,'x/... 

Il  s'agit  d'obtenir  isolément  chacun  des  facteurs X,,  X,... 

Premier r  méthode.  Cette  méthode  découle  naturellement  de 
la  forme  de  l'équation 

f{x)  =N  (0-— fl)"  {X  —  bf  {X  —  c)"... 

On  voit  en  fiïet  que  si/(ar)  admet  une  racine  a  an  degré  n  de 
multiplicité ,  ce  polynôme  devra  être  exactement  divisible  par 
(x  _  a]".  D'après  cela ,  pour  découvrir  cette  racine .  il  faudra 


—  53  — 

effectuer  la  division  de /(x)  par(jr — a)",  comme  si  a  était 
connu  ;  on  écrira  ensuite  que  le  reste  de  la  division  est  iden- 
tiquement nul.  Comme  ce  reste  sera  ordinairement  du  degré 
[n — 1)  en  a,  on  obtiendra  ainsi  n  équations  de  condition 
entre  a  et  les  coefficients  de  l'équation  proposée.  Soient 

A=0,    B=0,    C=0..., 

ces  équations  de  condition  ;  toute  valeur  de  a  qui  annulera 
à  la  fois  tous  ces  polynômes  sera  au  moins  a  fois  racine  dans 
y(j:X  II  faudra  donc  chercher  les  solutions  communes  aux 
polynômes  A,B,  C...,  considérés  comme  fonctions  de  a-, 
le  plus  gnaudcomnmn  diviseur  D  entre  tous  ces  polynômes 
contiendra  toutes  les  racines  qui  entrent  dansy(j:)  au  degré 
n  de  multiplicité ,  ou  à  un  degré  supérieur. 

Cette  dernière  indétermination  vient  compliquer  la  mé- 
thode, qui  paraît  au  premier  abord  si  naturelle;  mais  on 
peut  y  remédier.  En  effet,  si  l'on  a  pour  le  polynôme  pro- 
posé 

A  =  A,X,   X3  A^    X5  ..., 

et  que  l'on  cherche  d'abord  les  racines  doubles ,  en  divisant 
X  par  un  facteur  de  la  forme  (x  —  af,  et  que  l'on  détermine 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  équations  de  condi- 
tion ainsi  trouvées,  on  aura  évidemment ,  en  appelant  D,  ce 
plus  grand  commun  diviseur , 

D,:^A,A3X4  Xj  X5  ... ," 

car  un  facteur  tel  que  (x — af  pourra  être  considéré  comme 
donnant  {x — aY(x — ay(x — a).  De  même,  si  l'on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  qui  correspond  aux  racines 
triples,  on  doit  trouver 

Or,  au  moyen  des  polynômes  D,  et  D3,  on  peut  isoler  le 
facteur  X,,  En  effet ,  X.  est  le  produit  des  facteurs  étrangers 
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aux  deux  polyiirtmcs  1),  et  D, ,  cl  voici  comment  on  peut 
l'obtenir. 

Soit  rJ  le  plus  grand  commun  diviseur  que  l'on  peut  cher- 
cher entre  D.  et  D3  ;  divisons  D.  par  c? ,  et  soit  D,'  le  quotient  ; 
on  a  alors 

d,=d;.î. 

Cherchons  de  môme  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
D,'  et  Dj.  Soit  S"  ce  plus  grand  commun  diviseur  :  on  aura  de 
même  en  divisant  D,'  par  S" 

d:'=d,"t. 


et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  plus  grand 
commun  diviseur  égal  à  l'unité,  ce  qui  arrivera  certaine- 
ment, attendu  que  les  degrés  D,'  et  D,"  vont  en  diminuant 
au  moins  d'une  unité  à  chaque  opération  : 
D  "-  =  !)"  S"' 

T):=D:.i 

Multipliant  ensemble  toutes  ces  égalités,  on  eu  déduit 
D,=  D,''Wr...i 

alors  D,"  sera  le  produit  des  facteurs  de  D,  qui  ne  divisent  pas 
D,;  car  t"  D,"  ne  divise  pas  D3 ,  puisque ,  d'après  la  manière 
dont  on  a  opéré,  D",  et  D3  ont  pour  plus  grand  commun  di- 
viseur r  =  1  ;  2°  tous  les  autres  facteurs  de  D, ,  savoir  : 
S,  S"...,  divisent  D,. 

De  là  on  conclut  que  le  polynôme  D".  est  précisément  le 
polynôme  cherché 

X,. 

En  opérant  de  même  sur  D3  et  D< ,  on  obtiendrait  le  poly- 
nôme X3,  et  ainsi  de  suite.  (On  aurait  pu  isoler  d'abord 
le  polynôme  X,  au  moyen  de  X  et   de  D,.)  Le  problème 
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des  racines  cgales|  doit  donc  être  considéré  comme  résolu. 

Mais  la  méthode  que  je  viens  d'exposer,  quoique  sudl- 
saute  en  théorie ,  devenant  le  plus  souvent  impraticable  à 
cause  de  la  longueur  des  calculs  qu'elle  exige ,  il  est  néces- 
saire d'avoir  recours  à  une  autre  méthode  ;  c'est  celle  que  je 
vais  expliquer  somi  nairement. 

Seconde  méthode.  Elle  est  fondée  sur  la  considération  des 
polynômes  dérivés. 

Si  dans  un  polymîime  f{x)  on  remplace  a:  par  x-\-h,  on 
sait  que  l'on  obtient  un  développement  de  la  forme 

fix+h)  =f{x)  ^.f\x)  \+r{x)  —  + +/"(a:)_-_, 

f'[x)  ,/"(j:)...  f;tant  les  polynômes  dérivés  successifs  de/(jr). 
Supposons,  pour  un  moment,  qfiRf{x)  n'ait  que  des  ra- 
cines simples , 

f{x)  —  {x—a)  [x—b]  {x—c)..; 

je  vais  chei.-cher  quelle  sera  la  composition  dey'(x)  : 

f\x)  est  le  coefiBcient  de  la  première  puissance  de  A  dans 
le  dévelcsT^pement  A<i^f{x-^h).  Remplaçant  x  par  x-\-li 
dans  l'if) entité  précédente,  on  aura  encore  identiquement 


f[x)-\-f[x)-+....  =  {x-a-irh){x-b  +  h)[x-c+h).. 

On  p  eut  développer  le  second  membre  suivant  la  loi  qu'on 
déttiontre  au  sujet  du  binôme  de  Newton,-  on  aura  ainsi 

y  W+Z'v'-*^)  7-t-  —  =  Sm  -1-S„_  x/i  +  ..., 
1 

S  m,  Sm-i ...  désignant  respectivement  les  produits  des  fac- 

f  eurs(ar — a)  {x — b)...  mam,  m — 1  à  /«  —  1 De  là  on 

déduit  la  composition  àej''(x) 

./'(>)  =  Sm-i, 

ou ,  ce'  qui  revient  au  même , 
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Voici  niaintcnaut  le  théorème  sur  Icqoiel  s'appuie  ccUc  se- 
conde méthode. 

Théorème.  Il  existe  toujours  entre  ((x)  f/  f'(x)  un  plus  ijrand 
commun  diviseur;  et  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le 
produit  des  facteurs  binômes  de  f  (x)  élevés  à  des  puissances 
dont  les  exposants  sont  moindres  d'une  unité. 

Démonstration.  Soit  f{x)={x—aTix—b)''{jc—c)'' ; 

puisque  les  racines  sont  devenues  égales  à  a, on  aura 

évidemment 

•^  ^  x—a     '  x—b      ^x — c 


1  h(x — ù){x — c... 
__     ^+p{x—a){x—c).. 


=  {x—a)''-(x—b)''-{x—cy    ....       ,         „        ,, 
^  ^     ^  '  \+qix—a){x—b). 


[  +  . 
cl  l'on  voit  déjà  que  le  polynôme 

D  =  {x  —  a)'^'{x  —  bf-ix—c)"- 

divise  cxactemcnty(jf)  olf{x).  Pour  faire  voir  qu'il  est  leur 

plus  grand  commun  diviseur,    il  suffit  de  montrer  que 

f(x)      f'ix)        •  f'(x) 

•<-^  ef^-=p,  ou  simplemcnt/'(a-)  ef^-Yr-,  sont  premiers  entre 

eux.  Or,  f[x)  n'admet  pas  d'aulrc  facteur  que  [x —  a), 

[x  —  b) L'un  quelconque  de  ces  facteurs,  {x — a)   par 

f'(x) 
exemple,  divisant  toutes  les  parties  de  -       ,  hors  une,  ,ne 

peut  diviser'^— -î.  Donc  puisque  tous  les  facteurs  An  f{x) 

sont  étrangers  à"^—  ,  il  s'ensuit  que/(i)  et  — =--  sont  pre- 
miers entre  eux  ;  ce  qui  démontre  le  théorème ,  car  D  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  binùiiacs  de/(x)  élevés  chacun  à 
une  puissance  dont  l'exposant  est  moindre  d'une  unité. 
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(Cela  s'étend  niêmc  aux  facteurs  simples  do  X,  lesquels 
sont  élevés  dans  D  à  lu  puissance  zéro.  ) 

Cela  posé,  voici  comment  on  peut  décomposer  f{x)  en  ses 
facteurs  des  différents  degrés  de  multiplicilé. 

Écrivons ,  comme  tout  à  l'heure , 

X  =  X,X,^X33X,^ 

Soit  Die  plus  grand  commun  diviseur  dey(a)  et  dey'(j;); 
alors  D  =  X,'X3^X/ 

De  même,  soit  E  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D  et 
son  dérivé,  E  =  X3'X^' 

F  =  x; 


Divisant  chaque  polynôme  par  celui  qui  le  suit,  nous  aurons 

•  ^=X 

Q' 

qTî-X,, 

O" 

^< V 


Yoilà  donc  les  facteurs  simples  de  X  qui  se  trouvent  isolés. 

On  voit,  d'après  cela ,  comment  il  faudra  opérer  toutes  les 
fois  qu'il  s'agira  de  séparer  les  racines  des  divers  degrés  de 
multiplicité  d'une  équation. 

Mais  avant  tout,  il  sera  bon  de  débarrasser  l'équation 
donnée  des  racines  comiuensurables  qu'elle  peut  conlenir. 
On  trouvera  d'abord  ces  racines  par  les  procédés  connus,  et 
pour  reconnaîlre  quel  est  leur  degré  de  multiplicité ,  on  opé- 
rera par  (les  divisions  successives,  ou  bien  en  se  fondant  sur 
le  théorème  suivant  • 

Si  une  rqitalivn  f  (x)  ;=  0  admet  u  racines  égales  d  a ,  tes 

Ann.  i>c  MiTutu.  III.  o 
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polynômes  dérivés  f(x), f'(x), jusqu'au  (q  —  l)",  admel- 

(enl  la  même  racine  a;  et  réciproquement. 

En  effet ,  diminuons  toutes  les  racines  def{x)  =  0 ,  de  la 
quantité  a ,  en  posant 

y  =  x  —  a,      d'où      x:=a  +y , 

la  transformée  en  y  devra  admettre  n  racines  nulles.  Or 
celte  transformée  est 

fia+y)=f(a)  +f(a)^+f\a)  ^+ 


1.2.3.. .(«—1)  '    '  '  1.2.3... m' 

Donc  on  devra  avoir 

f{a)z=0,    r{a)=0,...    /"-=0. 

La  réciproque  est  évidente. 

On  pourra  donc  trouver  quel  est  le  degré  de  multiplicité 
d'une  racine  commensurable  a,  en  cherchant  quel  est  l'ordre 
du  dernier  dérivé  que  cette  racine  anéantit.  C'est  ce  qu'on 
pourra  voir  encore  en  supprimant  la  racine  a  dansy(x)  par 
la  division ,  autant  de  fois  qu'il  sera  possible. 

On  sent  pourquoi  ce  mode  de  vériDcation  ne  peut  être  ap- 
pliqué aux  racines  incommensurables.  C'est  parce  que  toute 
racine  incommensurable  ne  peut  s'obtenir  qu'avec  une  ap- 
proximation plus  ou  moins  grande.  Mais ,  dans  tous  les  cas , 
le  nombre  a  n'étant  qu'approché ,  la  vériflcation ,  qui  con- 
siste à  voir  si  /(<*),  fia) sont  nuls,  ne  pourrait  être 

qu'approchée,  c'est-à-dire  défectueuse. 

A  la  rigueur,  ce  mode  de  vériûcation  pourrait  s'appliquer 

aux  racines  imaginaires  (a  +  fi\/ — 1 ,  a  et  6  étant  commen- 
surablcs).    11   faudrait  alors  résoudre  f{x)  en  substituant 

-X  -(-  c  V^  —  1  à  la  place  de  -r ,  ce  qui  donnerait  un  résultat  de 

la  forme  P  +  QV— -1, 
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et  par  suite  les  deux  équations 

P  =  0,      Q  =  0, 

équations  à  deux  inconnues ,  dont  on  pourrait  délertnincr 
les  racines  réelles  commensurables.  Mais  il  vaut  mieux , 
pour  la  simplicité  des  calculs ,  n'opérer  la  recherche  des  ra- 
cines imaginaires  qu'après  la  séparation  effectuée  des  diverses 
racines  suivant  leur  multiplicité. 

Voilà  donc  comment  on  arrive  au  but  principal  que  l'on 
se  propose  dans  la  théorie  des  racines  égales.  A  cette  théorie 
se  rattachent  d'ailleurs  une  foule  de  questions  particulières. 
Par  exemple ,  on  peut  demander  les  conditions  pour  qu  un 
polynôme  donné y(a:)  admette  un  certain  nombre  de  racines 
égales  entre  elles.  On  opérera  sur  /'(j:)  comme  si  on  voulait 
isoler  X» ,  et  on  écrira  à  mesure  les  conditions  nécessaires 
pour  l'existence  de  ce  polynôme.  A  cet  effet ,  on  pourra 
employer  l'une  quelconque  des  méthodes  que  nous  avons 
données  ;  mais  il  sera  généralement  plus  simple  de  s'appuyer 
sur  la  remarque  que  nous  avons  faite  tout  à  l'henre.  En  dé- 
signant par  a  la  racine  inconnue  qui  doit  entrer  dansy(j:) 
au  degré  n  de  multiplicité ,  on  devra  avoir  : 

/(«)  =  0,    /'(«)  =  0,     /'-(a)  =  0. 

Les  conditions  demandées  s'obtiendront  en  éliminant  a  entre 
ces  «  équations  ;  on  aura  ainsi  («  —  1)  équations  de  condi- 
tion. On  pourrait  aussi  exprimer  qu'il  existe  entrey(x)  et 
fx)  un  plus  grand  commun  diviseur  du  {n —  1)°  degré,  ce 
qui  donnerait  (n  —  1)  équations  de  condition,  en  identifiant 
à  zéro  le  dernier  reste  de  l'équation;  et  de  plus,  il  faudrait 
exprimer  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  une  [n — I)* 
puissance  exacte,  ce  qui  donnerait  en  sus  (« — 2)  condi- 
tions. Toutes  ces  conditions  devraient  ensuite  se  réduire  à 
[n —  1)  etc. 
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SECONDK   PARTIE. 


Mrlhodc  qu'on  peut  tirer  de  la  théorie  des  racines  égales 
povr  mener  les  tamjenlcs  aux  courbes  algébriques. 

Soit  une  droite  MN  qui  coupe  une  courbe  en  divers  points 

M  ,  N , Si  l'on  conçoit  que  la  droite  MN  tourne  autour 

du  point  M ,  jusqu'à  ce  qu'un  second  de  ses  points  d'intersec- 
tion N  vienne  coïncider  avec  le  premier ,  dans  cette  position, 
la  séranlc  sera  devenue  tangente. 

Ainsi,  on  peutdcfinir  la  tangente  aune  courbe,  en  la  consi- 
dérant comme  une  droite  dont  deux  points  d'intersection  se 
sont  réunis  en  un  seul ,  la  droite  ayant  tourné  autour  de  l'un 
d'eux  comme  fixe.  Par  là  on  voit  qu'une  tangente  peut  avoir 
un  nombre  illimité  de  points  communs  avec  la  courbe,  sans 
cesser  d'être  tangente,  et  qu'une  droite  qui  n'aurait  qu'un 
point  commun  avec  la  courbe ,  ne  serait  pas  pour  cela 
tangente. 

Cela  posé ,  il  s'agit  de  mener  une  tangente  à  une  courbe 
algébrique  /(x,j)')=0, 

d'après  la  théorie  dCs  racines  égales. 

Soit  y  =  ax  +  b, 

l'équation  de  la  tangente  cherchée  ;  je  vais  déterminer  les 
conditions  auxquelles  celle  droite  doit  satisfaire  pour  cire 
tangente.  Si  l'on  cherche  les  coordonnées  d'inlcrsrclion  de 
cette  droite  avecla  courbe,  on  aura,  pour  déterminer  .r, 
l'équation  /{x-,  ax  +  b):=zO. 

Cette  équation  admet  autant  de  valeurs  réelles  de  .r,  que  la 
droite  aura  de  points  sur  la  courbe.  Si  maintenant  on  veut 
que  la  droile  devienne  tangente,  c'est-à-dire  que  deux  de  ses 
points  d'intersection  viennent  se  réunir  en  un  seul ,  il  fau- 
dra que  l'équation 

J\x ,  ax  ^b)  =  fi 
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adiiiPlle  une  racine  double.  Celle  condition  est  suffîsante  :  car 
la  droite  ayant  deux  points  qui  coïncident ,  c'est-à-dire  deux 
points  inûninicnt  voisins  sur  la  courbe,  sera  évidemment 
tangente. 

La  question  est  donc  ramenée  à  déterminer  les  conditions 
pour  qu'une  équation  algébrique 

f{x ,  ax  +  Z>)  =  0 
ait  deux  racines  égales  entre  elles. 

Pour  cela ,  on  pourra,  ainsi  que  nous  l'avons  indiqué, 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre /(.x' ,  ax  -t-  h) 
ety'(-^',  ax-\-b) ,  et  exprimer  que  ce  plus  grand  comnmn 
diviseur  est  du  premier  degré ,  ce  qui  se  fera  en  égalant  le 
dernier  reste  de  l'équation  à  zéro,  et  donnera  une  condition 
de  la  forme  (f  (a,  i)  =  0  ; 

ou  bien  on  pourra  divisery^x,  ax  +  b)  par  un  fadeur  de  la 
forme  [x  —  «)%  et  exprimer  que  le  reste,  qui  sera  du  pre- 
mier degré  en  jt,  doit  être  identiquement  nul.  On  aura  deux 
équations  de  la  forme  M  =  0,  N  =  0,  M  et  N  étant  des 
fonctions  de  a,  6,  a.  Eliminant  a  entre  ces  deux  relations, 
on  devra  trouver  la  condition  cherchée  <^{a,  b)  =  0.  Le  pro- 
cédé qui  consiste  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations 
y(a,',  ax-\-b)  =  0,J''{x,  rt.r+ i)  =  0, ramènerait  au  premier 
mode  de  calcul. 

On  aura  donc  ainsi  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe 
/(x,  y)  =  0;  et  cette  équation  sera 

y  =  ax  +  bj      avec  la  condition      f  (a,  b)=  0. 

Dès  lors  on  peut  résoudre  toutes  les  questions  qu"il  est 
possible  de  se  proposer  sur  les  tangentes.  Par  exemple  : 

Mener  une  tangente  qui  passe  par  un  point  donné  (x',  y'). 

Il  faudra  joindre  à  la  condition  f  (a,  i)  =  0  la  condition  / 

y  =  ax  +b  ;  et  les  deux  équations  détermineront  complète- 
ment a  et  b.- 
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Mener  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Le  cocfricicnl  an^'iilaire  a  de  la  tangente  cherchée  sera  le 
même  que  celui  de  la  droite  donnée  ;  et  l'ordonnée  de  la  tan- 
gente sera  donnée  par  l'équation  à  une  inconnue 

Généralement ,  on  pourra  demander  que  la  tangente  satis- 
fasse à  une  condition  exprimée  par  une  relation  de  la  forme 

On  aura ,  pour  déterminer  a  et  6 ,  les  deux  équations 

'Ka,/;)=0,         <p(a,fc)  =  0. 

Deux  conditions  déterminent  la  tangente ,  ainsi  que  toute 
droite.  Ce  n'est  que  dans  des  cas  particuliers  qu'on  pourra 
assujettir  la  tangente  à  satisfaire  à  plusieurs  conditions  à  la 
fois ,  marquées  par  des  équations  de  la  forme 

^J/  (<2 ,  b)  =  0,     ij/,(a  ,b)  —  0 outre  tp  [a,  b)  =  0. 

Il  faudra  que  toutes  ces  équations  admettent  un  certain 
nombre  de  solutions  communes. 

Cette  manière  de  mener  les  tangentes  à  une  courbe  ne 
pourrait  être  regardée  comme  complètement  satisfaisante,  si 
elle  ne  faisait  pas  connaître  la  forme  remarquable  qu'est 
susceptible  de  prendre  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
menée  par  un  point  donné  sur  la  courbe.  Or  la  détermination 
de  ce  coefficient  angulaire  peut  se  rattacher  à  la  théorie  des 
racines  égales. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  sur  la  courbe,  et  que  ce  soit  par  ce  point  qu'on  veuille 
lui  mener  une  tangente.  L'équation  de  la  courbe  sera  de  la 
forme  Bx  +  Cy  +  Dx'  +  Exx  +  Fy  + =  0, 

et  celle  de  la  tangente       y  =  ax. 
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Les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  droite  avec  ia 
courbe  seront  données  par  l'équation 

(B  +  Ca)x  +  (D  +  Ea  +  Fa')x'  + =0. 

Il  faut  actuellement  exprimer  que  cette  équation  a  des 
racines  égales  ;  et  l'on  sait  déjà  que  ces  deux  racines  égales 
doivent  être  nulles.  On  a  donc  immédiatement 

Du  reste,  en  appliquant  les  procédés  ordinaires,  ils  don- 
nent le  même  résultat.  En  effet ,  la  première  méthode  con- 
siste à  diviser  /  {jc)  par  (x — a)',  ici  égal  à  j:"  à  cause  de  la 
valeur  connue  «  =  0,  et  à  égaler  à  zéro  le  reste  B  +  C^.  La 
seconde  méthode  consiste  à  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  eniTcf{x)  et/'{x)  ;  et  comme  on  sait  d'ailleurs  quel 
doit  être  ce  plus  grand  commun  diviseur ,  x  —  a  =  j: ,  cela 

revient  à  dire  que  f'(x)  ou  B  +  Ca+x{ )+ =  0 

admet  une  racine  nulle ,  ce  qui  doune  B  +  C«  =  0.  Enfin , 
on  a  vu  que  le  troisième  procédé ,  dans  le  cas  d'une  racine 
double,  est  le  même  que  le  second. 

Ainsi ,  on  voit  que  la  théorie  des  racines  égales  indique  la 

condition 

B-f  C«  =  0, 

B  fa 

d'où      a  =  —  -■  =  —<—  (puisque  l'on  a  Ba4-CS-j-...=  0). 

Li  Je 

Nous  avons  supposé  que  le  point  de  la  courbe  par  lequel  on 
veut  mener  la  tangente  était  à  l'origine  des  coordonnées.  Or, 
on  peut  toujours  transporter  l'origine  au  point  par  lequel 
on  voudra  mener  la  tangente.  Ainsi ,  soit  (a,  (3)  ce  point: 
il  faudra  substituer  dans  l'équation,  ' 

X=a-}-x\    jK  =  P+y; 

et  l'on  aura,  comme  on  sait, 

/(-,«)+/>'+./>'+■••  =  0. 


—  Ci  — 
En  appliqiianl  l.i  mélhodcqui  précède,  on  aura  encore 

/' 
a  —  —  ~. 

■J  e 
Telle  est  donc  la  valeur  générale  du  coefficient  angulaire  de 
la  tangente,  obtenue  par  un  procédé  qui  se  rattache  à  la 
lliéDrie  des  racines  égales. 

La  théorie  dos  racines  égales  fournit  encore  le  moyen  de 
déterminer  les  points  d'inflexion  d'une  courbe 

il  suffit  on  effet  d'exprimer  que  la  droite  MN  , 

y  =  ax  +  b, 

a  trois  points  communs  infiniment  voisins  sur  la  courbe,  ou 
que  l'équation         f{x ,  ax  -{-b)^^0 

a  trois  racines  égales  entre  elles  ;  et  de  même  pour  les  cas 
de  contact  plus  intime,  nv.  la  courbe  est  coupée  par  la  droite 
en  un  plus  i;rand  nombre  de  points.  Mais  il  existe  pour 
toutes  ces  déterminations  des  méthodes  plus  expéditives  ;  ces 
méthodes  ne  doivent  pas  être  exposées  ici. 


QUESTIONS 
SUR  LES  MAXIMA  ET  LES  MINIMA, 

PAR  M.  OSSIAN  BONNET. 


IV. 

Pb  .  Trouver  dans  la  parabole  la  normale  qui  intercepte 
II!  plus  petite  aire. 
Sol.  Soit  j'=  =-2px  l'équation  de  la  parabole  donnée.  Dési- 


~    3     '    2     '        3in3  2m     \2       rn' 
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gnons  par  —  m  la  taiigcnlc  de  l'angle  que  la  normale  cher- 
chée fait  avec  l'axe  des  x  ;  l'équation  de  cette  normale 

p 
sera  y  =  —  rnx  -j-  ---  {m'  -\-  2/m)  , 

et  les  points  où  elle  rencontre  rectangulairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectivement  pour  coordonnées 

on  en  déduit  aisément  l'aire  interceptée  par  la  normale 

l>m'\ 

OU  en  simphQant 

Maintenant ,  d'après  le  théorème  du  ^  I ,  le  minimum  de 
cette  aire  aura  lieu  quand 

m'  -f  1  =  2/?i%    d'où    /7J  =  zh  1 . 

Ainsi  la  normale  cherchée  fait  un  angle  de  45°  avec  l'axe 
des  jc  ;  pour  cette  normale ,  on  a 

x'=|,  y=±;,,  x"=^,y"  =  qz3p,  S=jp\  etc. 

Si  on  calcule  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  et  le  rayon  de  courbure  correspondant  au  point 
x',  y,  on  trouve  successivement 

3  =  4p\/2,      p  =  2p\/2; 

ce  qui  fait  voir  que  la  partie  de  la  normale  comprise  dans 
la  courbe  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  [)oi  nt  de 
rencontre  avec  la  développée  ;  on  verrait  aussi  sans  peine 
que  si ,  par  ce  point  de  rencontre ,  on  mène  une  parallèle  à 
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l'axe  des  x,  on  divise  l'aire  inlerccptce  par  la  normale  en 
deux  parlies  égales ,  etc. 


Pr.  Trouver  dans  V ellipse  la  normale  qui  intercepte  la 
plus  grande  et  par  conséquent  la  plus  petite  aire. 

Sol.  Soil  y -{•  b^x^  =^  b'  l'équation  de  l'ellipse  proposée 
(nous  faisons  pour  siuipliGer  «  =  1  ),  et  m  la  tangente  de 
l'angle  que  la  normale  cherchée  fait  avec  l'axe  des  x, 
réquation  de  cette  normale  sera 

c'm 
y  =  mx—  , 

V\-{-b'ni' 

et  les  points  où  elle  rencontre  rectangulairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectivement  pour  coordonnées 
1  ,  b'm 


Vi-^-b'm'''  y/iJ^b'ne' 


{\—^b')m'—b'  „  (2  —  liX.„e)b'ni 

X  = rT=~'  y=- 


[m^  4-  b') yr+Vm'  {m'  +  b')  Vi  -[■  b'm'' 

D'ailleurs  l'aire  interceptée  par  la  normale 

Pour  que  cette  aire  soit  maximum  ou  minimum ,  il  faut  que 
sa  différentielle  soit  nulle  ce  qui  donne 

2ydji^—'2y"dx"—b'j:'dy—bydx'—c'x'dy"-\- 
+  a/'dy'—cYdx'-\-y'da^'=  0 , 


OU 


on 


ydx'—  x'dy + x"dy'—y'dx"-\- 
+  c\ydjd^  x'dy— x'dy— y  dod)  =  o , 


-^'d/~+ x'"d.  -^  +  c'd.x'{y-y)  =  0, 


—  G7  — 

d'où,  en  vertu  des  valeurs  de  x',y,  x'\y"  écrites  ci-dessus 

_        1  (2y— l]/«^-j-2OT^(Z>^— y+l)+6'(2— 6') 

~  \-{-ym'  "^  [m-'-\-by{\-[-b'm') 

^'^  {m'^byiX-^-Vmy  ~     ' 

d'où  m^'  +  /»''  —  m'  —  1  =  0. 

Cette  équation  donne  ±:  1  pour  valeurs  admissibles  de  m. 

Cela  nous  montre  que  dans  l'ellipse  comme  dans  la  para- 
bole la  normale  qui  intercepte  la  plus  petite  aire  fait  un 
angle  de  45°  avec  l'axe  des  x  ;  pour  cette  normale  on  a 

•ï''=— =,     ■y'  =  ±     ,  ,etc., 

\/\  ■\-b'  \/l  +  b' 

la  valeur  de  S  n'offre  rien  de  remarquable.  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  correspondant  au  point  x\  y\  on  trouve  la 
portion  de  la  normale  double  du  rayon  de  courbure  ;  ce  qui 
montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la  cour- 
bure est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de 
rencontre  avec  la  développée ,  etc. 

VI. 

Pn.  Déterminer  dans  la  parabole  la  normale  qui  inter- 
cepte le  plus  petit  arc. 

Sol.  Soit  y  =  2px  l'équation  de  la  parabole.  Considé- 
rons une  de  ses  normales,  et  soient  x',  y'  ;  x" ,  —y",  les 
coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangulairement 
et  obliquement  la  courbe.  Soit  enfin  S  l'arc  intercepté  sur  la 
courbe ,  nous  aurons 

y'=2/Jx',      y''=^px\      y'^y<'=-l-(x'-x\ 
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Des  deux  premières  équations  on  tire 

y"—  y" 


2p  ' 

et  portant  dans  la  troisième 

2/;^  =/{/'-/).  (1) 

Maintenant  pour  que  S  soit  minimum,  il  faut  que  sa  diffé- 
rentielle soit  nulle,  ce  qui  donne 


yp'  +y'dy  -f  yp'-{-y-dy'^  o ,        (2) 

mais  de  l'équation  (1)  on  tire 

o  =  dy(y'-y)+y{dy'-dy),   d'où   dy=-f^,, 

portant  dans  (2)  et  supprimant  dy,  il  vient 

y  y7^p'+ (2y'-^")  \/y+y^=  0 , 

éliminant  y  entre  cette  équation  et  l'équation  (1),  on 
trouve 

d'où 

n      V'        ,        ,      2/;        ,2         „       ,     5p        „      25 

La  valeur  de  S  n'offre  rien  de  remarquable.  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  correspondant  au  point  x',  y,  on  trouve  suc- 
cessivement 

ce  qui  montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  est  divisée  par  son  point  de  rencontre  avec  la  déve- 
loppée dans  le  rapport  de  2  à  t ,  etc. 
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VII. 

Pr.  Déterminer  dans  Vellipse  la  normale  à  laquelle  corres- 
pond le  plus  petit  arc. 

Soî.  Soit  toujours  y^  +  b'x''=b^  l'équation  de  l'ellipse 
donnée ,  et  m  la  tangente  de  l'angle  que  la  normale  cher- 
chée fait  avec  l'axe  des  x ,  de  sorte  que 

c'ni 


y=:mx- 


^/l+û^"-' 


m 


soit  l'équation  de  cette  normale,  et 

i  ,  b'm 

yi+b'm'  V  l  +  b'm' 

(l_26^)/?r  — Z»=  „  (•2—b'  +  m')b'm 

JQ''    — Y       -^  .1.1. • 

[m^  +  b'  )  \/T+Fm-  '  {m'  +  b')\/  1  +  b'm' 

les  coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangulaire- 
mcnt  cl  obliquement  la  courbe;  nous  devons  avoir 

Vâx^  +  dy"  +J  '^     Vdx'"  +  dy"^  =1 

ce  qui  exige  que  la  différentielle  du  premier  membre  soit 
nulle ,  ou  que 

V  dx'  +  dy"  +  V  dx'"  +  dy"'  =  0  , 
d'où  dx"  +  dy''  =  dx""  +  dy"^ , 

d'où  [dx'  +  dx")  [dx'  —  dx")  +  [dy  +  dy")  [d/  —dy") = 0 , 
OU      d[x'  +  x")  d[x'  —  :c")  +  d[y' + y")  d{y'  — /')  =  0 , 

substituant  à  x'+x",  x'  —  x'\  y+y"-,  y' — y"  les  valeurs 
que  l'on  déduit  dos  équations  (1) ,  on  trouve  sans  difficulté 

(,„"_ i,'„i^_ o,;i')  {b'm''+  P {S—b')m'  +  b>—  2b'  +2) 
+  (2i"»i''  +  m'  —  b')  I  {ib'<—2b'  +  i)m'  +  {3b'  —  i)ni'+b'  |  =0, 
ou  en  simplifiant  et  posant  m'  =:u 

b'u'^  +  b\Ab'>—&b'  +5)u''  +  (b'+Gb''—Sb'+  3>t=  — 
_(3^''_8Z>*+  Cb'  +  1)m'—  {5M— 6/^'  +  4)M—  M=  0. 
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Cette  cqualioii  admet  pour  racine  — 1 ,  supprimant  celte  ra- 
cine, qui  est  évidemment  étrangère,  il  vient 

6V  +  2&'(2i'*  — 3ô'+2)m3_3(6'— 46<  +  4i'— 1)«'  — 
—  2(26*  —  36'+  2)u  —  6"  =  0 , 

équation  du  quatrième  degré  qu'il  ne  me  parait  pas  facile  de 
résoudre.  On  peut  reconnaître  pourtant  qu'elle  n'a  qu'une 
racine  réelle  positive,  que  celte  racine  n'est  ni  entière  ni 
fractionnaire,  et  qu'enfin  elle  ne  correspond  pas  comme 
l'indiquerait  l'analogie  de  la  parabole ,  à  la  normale  dont  la 
partie  intérieure  à  la  courbe  est  divisée  par  le  point  de  con- 
tact avec  la  développée  dans  le  rapport  de  2  à  3. 

VIII. 

Pr.  Parmi  tous  les  triangles  de  même  périmètre  et  de  même 
surface ,  trouver  celui  dans  lequel  la  dislance  entre  les  centres 
de  gravité  du  périmètre  et  de  la  surface  est  maximum  ,  et  celui 
dans  lequel  la  même  distance  est  minimum. 

Sol.  Soient  a,b,  c  les  trois  côtés  du  triangle  cherché  ;  ap- 
pelons j:  ,  ^,  et  j:',  y'  les  coordonnées  respectives  des  centres 
de  gravité  de  la  surface  et  du  périmètre  de  ce  triangle ,  prises 
par  rapport  à  deux,  de  ses  côtés  a  et  6,  par  exemple,  que  nous 
supposerons  faisant  entre  eux  un  angle  0. 

Il  s'agira  de  trouver  a,  b,c  de  manière  que 

(1)  i^'z=(x—jc'f  +  {y~y)'  +  2(x—xf)  (^— /)co80 

soit  maximum  ou  minimum,  sachant  que  ces  variables  véri- 
fient les  conditions 

(2)  a  +  b+c  =  2p,  p{p  —  a){p—b){p  —  c)  =  S', 
rt>0,   i'>0,  c>0,   a<^b  +  c,    6<a+c,    c<«-h&, 

où  les  constantes  2/>  et  S,  qui  représentent  respectivement  le 
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périmclre  et  la  surface  du  triangle  cherché ,  sont  supposées 

telles  que27S'     />*,  afin  que  ce  triangle  soit  possible. 

On  déduit  aisément  du  principe  des  moments 

a  b       ,         a{a+c)  b{b  +  c) 

•^  =  3,^=3,  ^=o,[a^b+cy  ^"^2{a  +  b  +  c)' 

substituant  ces  valeurs  dans  l'égalité  (1) ,  il  vient ,  en  se  rap- 

pelant  que  ces  6 = —7 — i , 

(3)  1  Up'S' =a\2b  —  a—c)'  +  b'{2a—b—c)'  + 

+  {2b  —  a—c)  (2a— b  —  c)  {a"  +  6'  —  C) 
=  a'{2b  —  a  —  c)  [b  +  a  —  2c)  + 
+  b'('2c—a  —  b)  (b+c—'2a)  +  c\2a—b—c)(a+c—2b), 
posons 

2  2  2 

(4)  a=-p+x      b  =  -p+x,      c  =  -p+z, 

les  équations  de  condition  (2)      remplaceront  par 

27S— p'' 

(5)  x+y+z—0,  p{xy+xz+yz)  —  3xyz= __ £_=:_3A3^ 

yp 

^>-lp,y>-lp.-^>-lp 
^1         ^1        /* 

^<-^P^    ^<'2,P'     "<lP'' 

et  l'équation  (3)  deviendra 

mp'\'  =-{2p+  3xY yz  -  {2p  +  3y)'  zx  -  (2p+  3=)"  xy  = 

=  —  ip'ixy  +  xz  +JKZ)  —  36/?jy3 , 
d'où 

36/»^"=  —p{xy  +  xz  +^s)  —  ^xyz , 

d'où,  en  ajoutant  la  seconde  des  équations  (5) ,  multipliée 
par  3, 

36/>A'  -^-^k^  =.  —!ip{xy  ■'r  xz  -ryz) . 
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Cela  nous  fait  voir  que  les  valeurs  maximum  ou  minimum 
de  A'  el  de  —  {xy  +  xz+yz)  ont  lieu  eu  même  temps.  Ainsi 
considérons  la  fonction  —  {xy+xz+yz).  Posons 

(6)  —(xy+xz+yz)  =  Sm\ 

ce  qui  donne,  d'après  la  seconde  des  équations  (5) , 

xyz  =:  P  —  pm''  ; 
l'équation  dont  les  racines  sont  x,y,  z  sera 

(7)  u3  —  aw'w  +pni'  —  A-3  =  0 , 

et  comme  d'après  les  six  dernières  des  conditions  (5)  x,  y,  z 

2        p 
doivent  être  compris  entre p  et-,  l'équation  (7)  devra 

o  o 

avoir  ses  racines  réelles  et  toutes  les  trois  comprises  entre 

2        p 

—  ~p  et  ,^  ;  exprimons  que  cela  a  lieu  ,  et  nous  connaîtrons 

les  limites  de  m. 

A  cet  effet,  j'applique  le  théorème  de  M.  Sturm  à  l'équa- 
tion dont  il  s'agit,  je  trouve  pour  la  suite 

U  =  u3—  SniHi  -\-pm''  —  P, 
U,  =-  u' —  nt', 
V,=:2»i'u—pm''-\-k\ 
l],  =  it77''—ip)n'  —  k^f; 

je  fais  maintenant  dans  cette  suite  successivement 

2p  p 

3  3' 

ce  qui  me  donne  pour  u  =  —  —  : 

8n'  ftp'  7 

—  ■~  +  3pm'—k\  -!- m\—-pm'+P,  i,n^—(pm'—Py 

p 

pour   U=i-  : 

P^     ,     p^  1 

27"     '     V~"'"''    —3/""'+^''     lim<^-(p,n'-Pr. 
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La  première  suite  no  doit  présenter  que  des  varialions ,  et 
la  seconde  que  des  permanences;  j'ai  donc 

Je  n'écris,  pas  la  relation  ^^ ^'  >  0  qui  est ,  on  le  voit 

aisément,  une  identité. 

La  seconde  inégalité  est  inutile  à  cause  de  l'avant-dernièrej 
la  première  et  l'avant-derniére  sont  également  inutiles  à 
cause  de  la  dernière  ;  on  peut  donc  ne  considérer  que  les 
trois  inégalités 

3A''                                                           3  k'' 
/«'>  —  ,     %m'^—{pm'—k^y>0,     7n'<C .      (8) 

la  seconde  de  ces  dernières  peut  se  mettre  sous  une  autre 
fqrme,  elle  revient  d'abord  à 

et  puis  à 

(m^  _  a^)  [m'  —  c")  {/II'  —  a'")  >  0  ,  (9) 

en  appelant  a,  a',  a",  les  racines  de  l'équation 

2«'  —pm'-\-  P  =0. 

Je  fais  remarquer,  maintenant ,  que  les  racines  a ,  «',  a", 
sont  toutes  trois  réelles ,  que  deux  sont  positives  et  une 
négative,  et  qu'enfin  la  racine  négative  est  en  valeur  ab- 
solue la  plus  petite  des  trois.  En  eiïet  si  l'on  substitue  à  /« 

dans2w' — /^w^+A^, successivement  —  oo,  0,  — ,  oo,  on  ne 

trouve  que  des  variations  ;  cela  fait  voir  déjà  que  les  trois 
racines  sont  réelles  et  qu'il  y  eu  a  deu\  positives  et  une  né- 

A>iN.  DES  MAIHÉMAT.   111.  " 
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gativc;  puis  si  a"  est  la  racine  négative ,  le  troisième  terme 
manquant  dans  l'équation,  on  a 

a>  +  a')4-«:t'  =  0,     OU     —  «"  =  _^, , 

a-|-«  ' 

d'où 

„ 

Zn     et 


a  a  -j-  « 

Ce  qui  fait  voir  que  a  et  a  sont  plus  grandes  que  la  valeur 
absolue  de  a". 

Cela  étant,    si  nous  supposons  a'>a''>a"\    l'inéga- 
lité (9)  revient  à  l'inégalité 

/«'>«',  (10) 

ou  aux  deux  inégalités 

/«'<«'%     a;i'>«'".  (11) 

L'inégalité  (10)  est  inadmissible,  car  m*ao\i  être  <  —  en 

P 

vertu  de  la  troisième  des  inégalités  (8)  et  —  est  <  a*,  ainsi 

P    

qu'on   le   reconnaît   en    substituant    \/  —  à  m  dans 

2«i'  —  pm'  -\-  P  ;  nous  ne  devons  donc  prendre  que  les  deux 
inégalités  (11).  Je  dis  maintenant  qu'à  cause  de  ces  deux  der- 
nières inégalités  la  première  et  la  troisième  des  inégalités  (8) 
sont  inutiles  ;  en  effet  si  l'on  substitue  à  m  dans  2m} — pni'+P 

-;r-  et  \/  — ,  on  trouve  d'abord 
un  résultat  positif  et  puis  un  résultat  négatif.  Cela  prouve 
que—  \/  —  est  >  a  ,  et  que  \/  —  est>a',  oubien 

que  — est  <  a'"  et  que  —  est>a",  donc,  etc.  Ainsi  nous 
7p  P 

n'avons ,  en  dcfinitive ,  qu'à  satislàire  aux  deux  inégalilés 
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Nous  en  conclurons  que  m^  =  a'"  est  In  plus  pctilc  valeur  .Je 
m"  et  que  m'  =  u"  est  la  plus  grande.  Pour  chacune  de  ces 
valeurs  de  /«'  l'équation  (7)  admet  deux  racines  égales,  donc 
pour  les  valeurs  maximum  et  minimum  de  m"  ou  de  A ,  deux 
des  trois  quantités  x ,  j,  s ,  et  par  conséquent  deux  des  trois 
quantités  a,  b,c,  sont  égales,  ainsi  les  triangles  cherchés 
son  t  des  triangles  isocèles  j  de  plus  comme  dans  le  cas  de  x-  =y, 
on  a  x''  =  m^  en  vertu  de  l'équation  (6)  et  de  la  première 
des  relations  (5),  on  voit  que  le  triangle  isocèle  pour  lequel 
A  est  maximum ,  est  celui  qui  a  le  plus  grand  côté  double ,  et 
que  le  triangle  isocèle  pour  lequel  A  est  minimum  est  celui 
qui  a  le  plus  petit  côté  double.  {La  fin  prochainement.) 


QUADRATURE  DE  LA  COURBE  REPRÉSENTÉE  PAR  L'ÉQUATION 


PAR  M.  OSSIAN  BONNET. 


On  peut  aisément  construire  et  discuter  la  courbe  dont  il 
s'agit.  On  reconnaît  ainsi  qu'elle  est^symétrique  par  rapport 
aux  axes,  qu'elle  est  comprise  entre  l'axe  desj-  et  une  pa- 
rallèle à  cet  axe  menée  à  la  distance  1 ,  que  son  point  le  plus 

.    3  3^-3 

haut  a  pour  coordonnées  x  =  -  .  y  =  — -—,  qu'elle  est 

4  16 

tangente  à  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  à  la  distance  t , 

qu'elle  a  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  à 

3-  K"3 
l'origine,  qu'elle  a  une  inflexion  au  point  x  = ^ , 


=  -^6  V  3  —  9  ,  etc. 
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Jo  mo  conlenicral  de  faire  remarquer  une  propriété  qui 
conduit  (l'une  manière  élétucutaire  à  la  quadrature  de  la 
courbe. 

Considérons  le  cercle  représenté  par  l'équation 

et  retranchons  d'une  ordonnée  positive  quelconque  do  ce 
cercle  l'ordonnée  positive  correspondante  à  la  même  abscisse 
de  la  courbe  proposée,  il  viendra 

Y  —y  =  (1  —x)\/  x{l  —  x) 
(  )r,  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  la  valeur  de 
l'ordonnée  de  la  courbe  correspondante  à  l'abscisse  1  —  j;'  ;  on 
conclut  do  là  ,  par  la  méthode  dos  inQnimcnt  petits,  que  l'es- 
pace compris  entre  l'axe  des  .v  et  la  partie  de  la  courbe  située 
au-dessus  de  cet  axe  est  égal  à  l'espace  compris  entre  cette 
même  partie  de  la  courbe  et  la  dcmi-circonfércncc  placée  au- 
dessus  ,  et  par  conséquent  que  l'aire  de  la  courbe  est  moitié 

de  celle  du  cercle,  ou  ^. 

NOTE  SUR  UN  THÉORÈME  D'ALGÈBRE  ; 

FAB.  ARCAS  TB.ÉBXRT  ('). 


On  trouve  à  la  page  468  du  tome  II  de  cet  ouvrage  une 
démunstraliou  du  théorème  suivant,  qu'on  peut,  ce  me  sem- 
ble, présenter  beaucoup  plus  simplement. 

Théorème.  A  et  B  sont  deu.-r  nombres  entiers  et  positifs , 
aijantplm  de  la  moitié  des  chiffres  à  gauche  en  commun,  cl 


(•)  M.  Arros  Trclji'i  l  nous  a  iidicssc  un  Mémoire  (jui  sera  public  iliiiis  noire 
prochain  numéro. 


A  >  B.    On  a  toujours  A"'  —  B  ••  <  -  (p  Hant  entier  et 

positif)  ■ 

Démonstration.  On  a  identiquement 


x—y 
et  ûy  <C  X , 


^jc'-'^yxi--'  +  +y'-'. 


"^  —y  ^  „ . 


X  —y 
Posant  j;''  =  A ,  j''  =  B ,  on  aura 


Soit  k  le  nombre  des  chiffres  de  A  —  B,  B  aura  au  moins 
2i  -}-  1  chiffres ,  donc 

A  — B<10''etB>  10'*, 

.       (A  —  B)"  10""  1  _ 

puisque^  est  au  moins  égal  à  2. 

i         '       1 
Donc  enfin  A?  —  B?  <  -. 

/> 

G.  Q.  F.  D. 


NOTE 

SDR 

LES  CENTRES  D'HOMOLOGIE. 

Ï»AR  M.  MIDY, 

Ancien  professeur  dans   les  Collèges  royaux. 


Soient  dans  un  plan  deux  figures  semblables ,  d'ailleurs 
quelconques,  ABC...  etaOc,,.,  {fig.  ll),dontlesc(Mt'S soient 
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parallèles  cl  do  mCme  sens  ;  ou  bien  ABC...  cl  a'b'c....  dont 
les  côtés  soient  parallclos  et  de  sens  contraires. 

On  sait  que  les  droites  ka  ,  Bb ,  Ce,  etc.,  ou  Aa',  B//,  Ce', 
etc.,  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  points  homologues,  con- 
courent en  un  même  point  I ,  situé  sur  le  prolongement  de 
ces  droites  dans  la  première  hypothèse ,  et  entre  les  points    _Jt 
homologues  considérés  dans  la  seconde.  .  y 

Ce  point  a  été  nommé  centre  de  similitude  ou  d'homologie, 
direct  dans  le  premier  cas,  inverse  dans  le  second.  Comme 
la  théorie  des  centres  d'homologie  est  encore  peu  répandue, 
nous  croyons  utile  d'exposer  ici  quelques-unes  des  propriétés 
de  ces  centres  qui  ne  nous  paraissent  pas  suffisamment  éclair- 
cies. 

Nommons  cl  la  distance  de  deux  côtés  homologues  et  pa- 
rallèles des  deux  figures ,  X  et  x  les  distances  du  point  I  à 

ces  droites,  et  -  le  rapport  d'homologie,  l'on  aura  dans  le 


premier  cas 


^        dh     ^  dl 

X  =  i ;  et  a-  = 


et  dans  le  second  : 

X  =  .^.et.=    '' 


On  voit  par  ces  valeurs  que  si  l'une  des  deux  figures  vient 
à  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  dans  le  plan ,  de 
manière  que  la  distance  d  demeure  constante ,  le  centre  I  se 
mouvra  aussi  sur  une  parallèle  aux  deux  côtés  homologues 
considérés ,  et  pourra  prendre  sur  cette  parallèle  telle  posi- 
tion que  l'on  voudra. 

D'ailleurs,  si  l'on  fait  varier  d ,  la  distance  de  cette  paral- 
lèle à  chacun  des  deux  côtés  homologues  pourra  devenir 
aussi  grande  et  aussi  petite  que  l'on  voudra  ;  d'oîi  il  suit  qu'il 
u'est  pas  de  point  du  plan  qui  ne  puisse  être  considéré 
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comme  le  centre  d'homoloRie  do  deux  figures  semblables  et 
parallèles  données  placées  convenablement  dans  ce  plan. 

Si  l'on  fait  tourner  l'un  des  deux  systèmes  abc...,  je 
suppose ,  autour  du  point  I ,  de  sorte  que  chaque  sommet 
décrive  un  arc  de  cercle  du  même  nombre  de  degrés  dont  ce 
point  soit  le  centre,  alors  les  droites  Aa,  B6,Bc,  etc.  {fig.  12) 
ne  passeront  plus  par  le  point  I  ;  mais  le  point  I  sera  toujours, 
comme  dans  la  première  figure ,  le  sommet  commun  des 
triangles  semblables  ayant  pour  bases  les  côtés  ou  lignes 
homologues  AB  et  ab ,  AC  et  ac ,  BC  et  bc,  etc.  ;  il  sera  en- 
core le  point  unique  du  plan  où  deux  points  homologues  des 
deux  systèmes  seront  confondus  en  un  seul ,  et  l'on  aura  les 
proportions  suivantes  : 

ïA:la::AB:ab 

lB:ib::AB:ab 

lC:lc::AB:ab 

Etc. 

Réciproquement,  si  le  point  I  est  tel  que  deux  des  pro- 
portions précédentes  aient  lieu  ,  il  est  facile  de  reconnaître 
que  toutes  les  autres  auront  lieu  également ,  et  que  par  suite 
le  point  I  sera  le  centre  d'homologie  des  deux  figures. 

Supposons  maintenant  que  la  figure  ctic...  tourne  sur  ab 
comme  axe  et  vienne  prendre,  dans  le  plan,  de  l'autre  côté 
de  ab ,  la  position  symétrique  abc'...,  etc. 

S'il  existe  un  point  K  entre  les  droites  AB  et  ab,  tel  que  les 
triangles  KAB ,  Kab  soient  semblables,  les  trianf,'les  KAG 
et  Kac,  KBC  et  Kbc',  etc.,  le  seront  aussi,  et  l'on  aura  les 
proportions  suivantes  : 

kA:Ka::AB:ab 

KB:Kb::AB:ab 

KC:Kc'::\B:ab, 

Etc. 
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C'osI  à-dire  que  le  poinl  K  sera  le  ci-rilir  (l'homologie  par 
syinclric  des  polygones  symétriquement  semblables  ABC... 
et  aie'... 

Cela  posé,  je  \ais  démontrer  que  deux  systèmes  de  points, 
directement,  inversement  ou  symétriquement  semblables 
dans  un  plan  ,  qui  ont  deux  droites  données  pour  côtés  ho- 
mologues ,  ont  toujours  un  centre  d'homologie  et  ne  peuvent 
en  avoir  qu'un  seul ,  quelles  que  soient  la  grandeur  et  la  po- 
sition de  ces  droites  dans  le  plan. 

On  sait  que  dans  un  plan  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
lances h  deux  points  donnés  A  et  B  (fig.  1 3)  sont  dans  le  rap- 
port donné  àcp  kq,  est  une  circonférence  de  cercle  dont  le 
ci-ntre ,  en  supposant  />  >-  7,  est  au  delà  du  point  B  ,  sur  le 
prolongement  de  AB ,  et  que  si  O  est  le  centre  de  cette  cir- 
conférence, et  I  le  point  où  elle  coupe  AB  ,  l'on  a 

01  =  ^l2<iS    et     0B  =  .     '^' 


Al-IB  AI-IB 

En  nommant  l  la  longueur  de  AB ,  /•  le  rayon  du  cercle  et  d 
la  distance  OB ,  les  expressions  précédentes  deviennent 

___W_.        .,_  i^L 

Soit  maintenant  un  quadrilatère  quelconque  AB6«  [fiq.  14) 
dont  les  côtés  S.a  ,  \\h  se  rencontrent  en  O. 

Je  dis  que  la  circonférence ,  lieu  des  points  dont  les  dis- 
lances aux  points  A  et  a  sont  dans  le  rapport  de  ABr^i,  et 
la  circonférence,  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  points 
B  et  /'  sont  aussi  dans  le  rapport  de  k&\ah ,  se  coupent 
toujours. 

En  effet ,  soit  K  le  centre  de  la  première  et  L  celui  de  la 
seconde  ;  nommons  p  ci  q  les  deux  côtés  AB  et  ab ,  et  soit 
p'!>q  ;  désignons  les  distances  OA,  Oa,  OB  ,  Ob  respecti- 
vement par  a,  a,  [S,  fi'  ;  les  rayons  des  deux  circonférences 


—  si  — 

par  R  Pt  /',  et  les  distances  OK  et  OL  par  X  et  / ,  nous  aurons 
d'abord 

^^(^IIÎM    et    rJtzï]Pl^ 
j)'-q'  p—q' 

puis 

(a  —  a')q' 

^^^  =  "7? — ^' 
P  —1 

par  suite 

■  oK=A-=  Ap^-r)-(^-^')i\ 
p"-q" 

ou  réduisant 

r    a  a 

«>  -g? 

p'  —  q 

de  même 

/»  —q- 
Cela  posé ,  appelons  0  l'angle  AOB  et  cl  la  dislance  KL  des 
deux  centres.  Le  triangle  OKL  donnera 

d'  =  k'-{.ï'—2klcQ%^. 

11  faut  donc ,  si  la  proposition  énoncée  est  vraie ,  que  l'on 
ait  à  la  fois 

*/<R+r    et    ^>R— /-, 

ou,  ce  qui  esU'équivalcnt,  que  l'on  ait  les  deux  inégalités 
suivantes  : 

A'  +  i'— 2X:/cose<(R+;f  (1) 

A^  +  /^_2A/coseXR-r)\  (2) 

Or 

/>?(«+ p- g'- P') 
li+r= 

P  —q 

et 

p'  -  q' 
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Remplaçons  dans  (1)  les  quantités  k ,  /et  R  +  r  par  leurs 
valeurs ,  il  viendra 

(a'/,'  —  aqy  +  {l-Jp'  —  f.qy  —  2  {a'p'  —  uq')  (S>'  —  jSy')  COS  0 
<;,V/(a  +  p-«'-py;  (3) 

OU,  développant  et  ordonnant, 

/>V' +  ^"  —  2a'P'C0S 0)  +  y \a' +  P' — 2ïP  C0S9)  — />V  [  2aa' + 
+  2pp'-  2(^'p  +  ap')c0Se]  <  ;,Y[=<' +  ?"+«"+ r— 
—  2a(«'+  P')  —  2P  (a'+  P')  +  2ap  +  2a'p'].  {^) 

Remarquons  que  l'on  a 

/j'  =  a'  +  (3'— 23([3C0S9 
et  7'  =  a '+  S"—  2a'0'  COS  8  , 

et  que  par  suite  le  facteur  p'q'  est  commun  à  tous  les  termes. 
Alors  en  le  supprimant  et  en  remplaçant  />"  et  q'  par  leurs 
valeurs,  il  viendra,  en  effaçant  les  termes  communs  aux 
deux  membres  et  divisant  par  2 ,  l'expression  suivante  : 

COS  6  (aP'+  pa'—  ap  — «'p-)  <  —  (ap'+  pa'—  ap  —  a'p')  , 

00 ,  en  passant  tout  dans  le  premier  membre, 

(COS  0  +  1  )  (aP'+  pa'—  «p  —a  'p')  <  0.  (5) 

Or  on  passe  de  l'inégalité  (i)  à  l'inégalité  (2) ,  en  changeant 
le  signe  de  r  ;  ce  qui  revient ,  en  remontant  à  l'expression  de 
cette  quantité  ,  à  changer  le  signe  de  p  et  de  p'  dans  le  se- 
cond membre  de  (4). 
^  La  seconde  condition  ^guivaut  donc  à 

(cose  — l)(aP'+Pa'  — ap  — a'p')>0.  (6) 

Or  quel  que  soit  le  signe  de  cosO ,  cos9+l  est  toujours  posi- 
tif et  cos6  —  1  toujours  négatif.  Pour  que  les  inégalités  (5)  et 
(6)  soient  satisfaites,  il  faut  donc  et  il  suffit  que  l'on  ait 

ap  +  >.'p'>ap'  +  P«',  (7) 
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ou  bien  que  In  somme 

aire  OAB  +  aire  M  >  aire  OAb  +  aire  OB^ . 
ou,  en  supprimant  2  OaZcommuns  aux  deux  membres,  que 

ABl)  +  oiA  >  alfA.  +  abB , 
ou  enfln  que  AÎ&  >  abB. 

Or  cette  dernière  inégilité  est  manifeste.  Donc  les  deux 
circonférences  se  coupent  Donc  en  revenant  à  la  proposition 
primitive,  quelle  que  soita  position  des  figures  semblables  di- 
rectes, inverses  ou  symétiques ,  le  centre  d'homologie  existe 
toujours.  Mais  les  circonerences  R  et  r  se  coupent  en  deux 
points,  et  nous  avons  vuque  le  centre  cherché  était  unique 
pour  les  deux  systèmes  cmsidérés.  Ainsi  l'un  des  deux  points 
d'intersection  trouvés ,  bujours  facile  à  choisir  d'après  l'es- 
pèce de  similitude  donae,  conviendra  seul  à  la  question. 
L'autre  sera  lié  au  premier  par  les  considérations  que  nous 
avons  précédemment  «posées. 

Pour  mettre  cette  denière  assertion  hors  de  doute ,  exa- 
minons les  cas  particulers  où  les  deux  systèmes  sont  pa- 
rallèles. 

Dans  cette  hypothèse .  soient  AB  et  ab  {fig.  15)  deux  côtés 
homologues  des  deux  fifiu-es.  Prolongeons  Aa  et  Bb  jusqu'à 
leur  rencontre  en  I.  Trons  Kb  et  Ba  qui  se  coupent  en  i, 
puis  menons  par  les  points  I  et  i  des  parallèles  m'm",  m"'m^^ 
àAB,  et  par  ces  mêmes  points  les  perpendiculaires  IK,  ik 
sur  cette  même  droite.  Les  points  I  et  i  seront  les  centres 
d'homologie  cherchés  suivant  que  les  deux  systèmes  auxquels 
appartiennent  les  lignes  homologues  ABetab  seront  directs 
ou  inverses. 

Les  points  I  et  m',  I  et  m"  seront  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  Aa  et  Bb ,  et  les  points  i  et  m"',  i  et  »»■*  le  se- 
ront aussi  par  rapport  à  Ab  et  Ba.  Les  circonférences  décrites 
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sur  lin'  cl  lin"  comme  diamcircs  s  couperont  ciiK,  et  celles 
décrites  sur  im'"  et  iw^  se  conpernt  en  k. 
Donc  ,  indcpcudamment  des  proortions 

lA.la::  IB:U  :AB:ab 

iA.  :  ib  ::  ïB  :  ia  :  AB  :  ai, 
on  aura  encore  celles-ci  : 

KA  :  Ka  ::  KB  :  KZ»  :  AB  :  ab 

kk  :  kb  ::  kh:  ka: :  AB  :  ab. 

Donc  les  triangles  KAB  et  Kab  ont  semblables,  ainsi  que 
lis  triangles  lAB  et  ïab,  et  les  tringles  AAB  et  kab  le  sont 
aussi,  de  même  que  les  triangles  AB  et  iab.  Le  point  K  a 
donc  réellement,  entre  les  droites  .B  et  ab,  la  position  ana- 
logue à  celle  du  point  I  au-dessus  <c  ces  droites. 

Il  en  est  de  même  du  point  k  relaivement  au  point  i.  Les 
points  I  et  K ,  {  et  A  sont  donc  des  «ntres  d'homologie  dis- 
tincts correspondant  aux  diverses  lypothèses  que  l'on  peut 
faire  sur  le  genre  de  similitude  des  systèmes  auxquels  appar- 
tiennent les  côtés  AB  et  ab.  On  couoil  que  quoique  nous 
n'ayons  pris  qu'un  cas  particulier ,  des  considérations  analo- 
gues auraient  lieu  dans  le  cas  géuérd. 

i"Corollairc.  Nommons  C  lapremure  circonférence  décrite 
durayon  R,ou  sur  Aa  {fig.  14).  Désignons  par  C,  C",  G'",  etc. 
les  circonférences  analogues  décrites  sur  B^,_Cc,  D<i,  etc. 
il  suit  de  ce  qui  précède  que  C,  C,  C",  C",  etc.  auront  une 
corde  commune,  ou  se  couperont  toites  aux  mêmes  points. 

â"  Corollaire.  Si  p  =  q,  c'est-à-dire  si  les  systèmes  sem- 
blables deviennent  égaux ,  les  rayons  R,  R'.  R">  etc.  devien- 
dront infinis;  les  circonférences  C,  G",  C'",  etc.  se  change- 
gerout  en  des  droites  perpendiculaires  sur  le  milieu  des 
droites  Au,  Bb,  Ce,  etc.  ;  d'où  il  suit  que  ces  perpendiculaires 
iront  toutes  concourir  en  un  même  point. 

3c  CoroUairi'.  Soient  deux  droites  AN,  AN'  [fig.  1C}  issues 
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du  point  A  et  terminées  in  lalroite  OX.  Faisons  N'/i'  œ  N/t 
et  h'H'  ~  n\.  En  conséquent  du  corollaire  (2) ,  les  perpen- 
diculaires sur  les  milieux  des  Iroites  AH',  nn',  NN'  se  ren- 
contreront en  un  même  point,  i  l'on  fait  tourner  AN'  sur  le 
point  A,  et  qu'on  suppose  les roites  NV,  /i'H' invariables 
de  grandeur,  quand  le  point  Nse  rapprochera  du  point  N , 
le  point  H  décrira  un  arc  de  coiioidc.  A  la  limite,  ou  quand 
les  points  N'  et  N  se  confondre ,  les  points  H'  et  A  se  con- 
fondront aussi.  La  droite  n?i'  dcendra  tangente  à  la  courbe, 
et  la  perpendiculaire  sur  cettdroile  deviendra  normale. 
Celte  normale  passe  donc  aloipar  le  point  de  concours  des 
perpendiculaires  en  N  et  en  Ar  les  droites  ON  et  NA.  Ce 
qui  fournit  un  moyen  facile  (  mener  par  un  point  de  la 
conchoïde  une  tangente  à  cette  urbe. 

DES  RACLNES  INFINIES  DES  UAHONS  ALGÉBRIQUES. 
(Suite  d'un  premier  article.  .  t.  III,  pages  32...  40.) 

4.  Dans  la  discussion  complèrune  équation  à  deux  in- 
connues F  (x,j')  =  0,  on  peut  auavoir  à  considérer  des  solu- 
tions composées  d'une  valeur  ine  et  réelle  pour  l'une  des 
inconnues  ,y,ci  d'une  valeur  e  et  réelle  pour  l'autre  x. 

Quand  je  dirai  :  l'équation  iposée  admet  la  solution 
j:  =  a ,  j-  — -  «  (x  étant  une  quité  réelle  et  finie  ) ,  voici 
ce  qu'il  faudra  sous-entendre  : 

On  peut  donner  à  l'inconnue  .ne  valeur  a  +  h  ou  a — h, 
assez  peu  tliffcrcnte  de  a  pour  qfautre  inconnue  jk  ait  une 
valeur  correspondante ,  6 ,  plurande  que  tout  nombre 
défcerminé  î ,  et  si  l'on  fait  conv(;r  la  >  aleur  de  x  vers  a , 
parla  diminution  progressive  A,  la  valeur  correspon- 
dante dey  ira  continuellement  oagmcntant  à  partir  de  ê. 


C'est  à  ce  genre  de  solulios  que  se  rapporte,  en  défini- 
tive ,  la  détermination  des  asyiptotes  rcclilignes  aux  courbes 
algébriques. 

Dans  la  recherche  des  soluons  de  la  forme  j:=a,  ^^=00  , 
j'ordonnerai  l'équation  propée  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  y ,  en  l'écrivat  de  cette  manière  :        *^, 
A>-"  +  Bj'"-Cj'' +  ....=  0.  '"^ 

Je  supposerai  que  A,  B,  C^c.  soient  des  fonctions  entières 
de  X ,  premières  entre  ell<  et  à  coeflicients  numériques 
réels  et  finis.  Aucune  valet  substituée  à  x  ne  pourra  an- 
nuler à  la  fois  toutes  les  foulons  A ,  B ,  C ,  etc.,  puisqu'elles 
sont  débarrassées  de  tout  dfeeur  commun. 

5.  L'équation  A^^  +  B^Cy'-i- ....  =0  ne  peut  ad- 
mettre la  solution  x  =  a ,  ^  00  ,  qu'autant  que  la  substi~ 
tution  de  a  à  a:  annule  le  efficient  A  du  premier  terme. 
Car  si  A  ne  se  réduit  pas  àro,  les  racines  de  l'équalion  à 
une  seule  inconnue  y ,  obue  par  la  substitution  dont  il 
s'agit,  ont  évidemment  nriimite  supérieure  que  l'on  peut 
assigner.  Ainsi,  l'équatioi'admet  aucune  solution  de  la 
forme  indiquée ,  lorsque  loefficient  A  est  indépendant  de 
jc  ;  et  il  en  est  encore  de  me  si ,  A  contenant  x  ,  l'équa- 
tion A  =  0  na  aucune  rae  réelle. 

Mais  il  n'en  faut  pas  cdure  que  toute  racine  réelle  a  de 
A  =  0,  donne  à  l'équatiouoposée  la  solution  x=a,y=i» . 
Pour  écarter  cette  conclus ,  il  suffira  de  prendre  comme 
exemple  les  équations  : 

(x—i)y^-c''  +  i)y'  +  1  =  0 

(x—i)Yjc'+i)y-i=o. 

Le  coefficient  de  la  plus  ije  puissance  de^  de  chacune  de 
ces  deux  équations  se  rdt  à  zéro  lorsque  x  =  i  ;  et*  ce- 
pendant ,  si  l'on  donne  à3es  valeurs  plus  grandes  ou  plus 
petites ,  aussi  peu  diffères  de  l'unité  que  l'on  voudra  ,  les 
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valeurs  correspondantes  de  y  seront ,  dans  la  première  équa- 
tion, toujours  imaginaires;  et  dans  la  seconde,  toujours 
moindres  que  l'unité. 

Pour  reconnaître  quelles  sont  les  racines  a  réelles  et  Gnies 
de  A  =  0 ,  qui  donnent  à  l'équation  proposée  Ajr"*  +  Br"  + 

Cy'+ =  0,  des  solutions  de  la  forme  x  =  a,  y  =  v>, 

je  distinguerai  deux  cas  :  suivant  que  le  nombre  des  racines 
de  A  =  0 ,  égales  à  « ,  est  impair  ou  pair. 

6.  Si  V  équation  K^=0  aun  nombre  impair  déracines  égales 

aunombre  a.  réel  et  fini ,  l'équation  Ay'^+B_y''+Gy''+ =  0 

admettra  nécessairement  la  solution  x  =  ct,  _^  =r  oo  . 

C'est-à-dire  que 

1°  En  remplaçant  x  par  a+h  ou  « —  h  (A  étant  un  nombre 
réel  suffisamment  petit),  l'équation  aune  seule  inconnue 

A^""  +  Bx''  +  Cy  + =  0 ,  aura  au  moins  une  racine  réelle 

plus  grande  que  tout  nombre  donné  S.  ^ 

2°  Si  Ton  fait  converger  vers  a  la  valeur  oL  +  h,  ou.  a  —  A, 
substituée  à  j:,  la  valeur  correspondante  dey  ira  toujours  en 
augmentant. 

Ce  sont  les  deux  points  qu'il  faut  établir. 

La  valeur  a  qui ,  substituée  à  x,  annule  A,  peut  de  même 
annuler  quelques-uns  des  coefficients  suivants  B,  C,  etc.  ; 
mais  tous  ces  coefficients  ne  sont  pas  à  la  fois  réductibles  à 
zéro  :  je  nomme  A'  le  premier  des  coefficients  que  a  n'annule 
pas;  B',  C,  etc.  ceux  qui  peuvent  suivre  A'  ;  et  h  un  nombre 
réel  assez  petit  pour  que  l'équation  A'=  0  n'ait  aucune  ra- 
cine comprise  entre  a  +  h  et  a  —  h.  Et  de  plus,  je  suppose 
qu'en  faisant  varier  x  depuis  u  +  h  jusqu'à  2  —  /j,  la  fonc- 
tion A  soit  seulement  réduile  à  zéro  par  x  =  a. 

D'après  la  notation  indiquée,  l'équation  proposée  est 
Aj'^+Br"-)- +A'y+By+ =0. 

AGu  d'apporter  plus  de  précision  dans  l'examen  des  valeurs 


-  88  ~ 

el  des  signes  que  prend  le  premier  membre ,  lorsque  x  et  y 
reçoivent  différentes  valeurs,  je  considérerai  d'abord  séparé- 
ment chacun  des  deux  polynômes  A'y  +  'B'y+ ,  et 

Ar"+Br"+etc. 

On  peut  donner  à  l'inconnue^  une  valeur  y  assez  grande 
pour  que,  en  faisant  varier  x  depuis  a  +  h  jusqu'à  «  —  h,  le 
polynôme  A'.)  '  +  By  +  etc.  ait  constamment  le  signe  de  son 
premier  terme  A'y.  En  effet,  soient  a  la  plus  petite  valeur 
que  prend  A',  et  M  le  maximum  de  B',  C,  etc. ,  lorsque  x 
varie  depuis  ;«+ A  jusqu'à  a  —  h  :  il  suffira,  pour  satisfaire  à 
la  condition  énoncée ,  de  remplacer  y  par  un  nombre  y'  au 

M 

moins  égal  à  —  + 1  (*).  La  même  condition  étant  remplie  par 

M        .  .    ,  . 

tout  nombre  plus  grand  que  —+1,  je  supposerai^  aumoms 

égal  an  nombre  donné  S. 

En  substituant  y'  à  y  dans  le  second  polynôme  Ajk™  -1- 
+  B)'"  +,  etc.,  et  faisant  varier  x  depuis  «  +  /<  ou  «  —  k 
jusqu'à  a ,  on  donnera  à  ce  polynôme  des  valeurs  absolues 
aussi  petites  que  l'on  voudra  :  car,  lorsque  x  =  a,  tous  les 
coefficients  A,  B, ,  s'annulent  à  la  fois  ('*).  Pour  des  va- 
leurs de  h  suffisamment  petites ,  on  aura  toujours ,  en  valeurs 
absolues,  r inégali té A.r^+By +....< A'y +  By'+.... 
En  effet,  nommons  N  le  minimum  des  valeurs  de  A'y 
+  B'y ...,  correspondantes  aux  valeurs  de  x  comprises  entre 
a-]-/i  et  Cf.  — h,  l'inégalité  indiquée  existera  nécessairement 


C)  Car  lotîtes  les  équations  à  une  seule  inconnue,  j,  déterminées  par  la  substi- 
tution des  valeurs  attribuées  à  x,  auront  leur  premier  terme  plus  grand  que  la 

M 
somme  de  tous  les  autres  termes,  lorsqu'on  y  remplacera  y  par  -  +1,  ou  bien 

par  une  valeur  plus  grande.  C'est  un  principe  démontré  dans  tous  les  traités 
d'aljjébre. 

f)  Les  fondions  A,  B...,  admettant  le  diviseur  x—x  à  do>  puissances 
m',»', etc. .prendront  hi  forme  o/î"",fcA"',  elr.,  lorsqu'on  ysubstitueia  x  +  hix; 
l'est  pour(|uoi  le  poljnonic  An'^+Bij'"...  devient  aussi  petit  que  Ion  veut,  en 
donnant  à  h,  une  valeur  suflisamment  petite. 
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<kjs  que  Ay'"   -f-  hy" -\-  ...    deviendra  moindre  que  N. 

Enfin,  je  ferai  encore  observer  qu'il  est  possible,  en 
disposant  convenablement  du  signe  de  h  ,  de  donner  aux 
coefficients  A  et  A'  des  signes  contraires.  Si ,  par  exem- 
ple, les  valeurs  de  j:  comprises  entre  a  -f-  A  et  a  rendent  ces 
<leux  coefficients  posi  tifs  :  pour  les  valeurs  de  x  comprises  en  tre 
a — h  et  a,  le  premier  deviendra  négatif  et  l'autre  ne  changera 
pas  désigne  ;ilsauront  donc  alors  des  signes  contraires.  La  pos- 
sibilitéde  satisfaire  à  cettedernière  condition  lient,  comme  on 
voit,  à  ce  que  l'équation  A  =  0  ,  a  un  nombre  impair  de 
racines  égales  à  a. 

Cela  posé ,  remplaçons^  par  J ',  et  x  par  a  ±  A,  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  Ay""  +  By"  +  ....  +  A'j' 
-|-  B'^'  -j-  ....  =0.  En  disposant  du  signe  et  de  la  grandeur 
de  h ,  comme  nous  venons  de  l'indiqner ,  les  termes  Ay'"\ 
A'y  auront  des  signes  contraires,  et  ia  valeur  absolue  du 
polynôme  Ay""  -j-  By'"  +  etc. ,  sera  moindre  que  celle  du 
polynôme  A'y""  +  B'y'  -j-  etc.;  alors  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  son 
premier  terme  hy". 

Puis ,  sans  rien  changer  à  la  valeur  ni  au  signe  de  h,  fai- 
sons croître^  à  partir  dey,  jusqu'à  ce  que  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  prenne  le  signe  de  son  premier  terme  ,  et 
conserve  ce  signe  pour  toute  valeur  plus  grande  de  y.  Par 
celle  augmentation  progressive  de  la  variable  y,  le  premier 
membre  dei'équatiou  s'annulera  au  moins  une  fois ,  puisqu'il 
change  de  signe  dans  l'inlervaUe  des  valeurs  attribuées  a  y. 
Ainsi  l'équation  en,r  aura  au  moins  une  racine  réelle  S  plus 
grande  quejK'.  On  peut  d'ailleurs  prendre,  pour  la  valeur  du 
ê,  la  plus  grande  des  racines  de  l'équation.  Donc , 

1°  En  remplaçant  j:  par  a  -}-  ft  ou  a  —  h  {h  étant  un  nom- 
bre réel  suffisamment  petit)  l'équation  proposée  Ay"  -\-  By" 

Ann.de  .UvTnÉji.  m.  ' 
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-}-ctc.,=;  0,  aura  au  moins  une  racine  réelle,  e,  plus  grande 
que  le  nombre  donné  S. 

Si  plusieurs  valeurs  différentes  de  A  correspondent  à^=6, 
je  prendrai  pour  k  la  plus  pelile  de  toutes.  Ainsi  «  -|-  /i  ou 
a  —  h  représentera ,  parmi  les  valeurs  de  x  qui  peuvent  cor 
respondreà.r  =  ^^,  celle  qui  diffère  le  moins  de  a.  Alors, 

en  faisant  diminuer  A,  le  poljnônn'  AS"'-]-  B6"  +  

-)- A'ê' +  B'fi' -f- ...,  qui  était  annulé,  reprendra  immédiate- 
ment le  signe  du  terme  A'e',  pour  h'  <^h,  quelque  petite  que 
soit  d'ailleurs  la  diminution  de  h  '*).  Et  comme,  en  augmen- 
lantlavalcurdej'àpartirdee,  on  pourra  de  nouveau  donner 
au  polynôme  Aj>'"'+Bj'"+ ... -|- A>-' 4-Blr'+-' le  signe 
de  son  premier  terme  A^"*,  l'équation  admettra,  pour/t'<A, 
une  racine  S'  >.  6.  D'où  je  conclus  que 

•i."  Si  l'on  fait  converger  vers  « ,  la  valeur  «  -|-  /t  ou  a  —  li 
attribuée  à  x,  la  valeur  cerrcspondante  de  y  ira  toujours  en 
augmentant. 

Et,  par  conséquent ,  léquation  proposée  admettra  réelle- 
ment la  solution  x  =  'j.^y=z  ce  . 

7.  En  général ,  léquation  proposée  admettra  toujours  pour 
l'inconnue j  une  valeur  infinie  réelle,  correspondante  à  la 
valeur  réelle  et  finie  a  de  l'autre  inconnues,  qui  annule  le 
coefficient  A  de  la  plus  haute  puissance  de  j  :  lorsque,  en 
attribuant  à  x  une  valeur  a  +  /^  ou  -<  —  /» ,  suffisamment  rap- 
prochée de  a ,  il  sera  possible  de  donner  des  signes  contraires 
au  premier  terme  A^"  de  l'équation  et  au  premier  des  ter- 
mes A'y  dont  le  coefficient  A'  n'est  pas  annulé  par  la  substi- 
tution de  aa  X  ("'). 


(*)  Si  la  substitution  de  h'  à  A  donnait  au  polynôme  un  si|;necuntraii'e  à  celui 
du  terme  A'i'',  Il  y  aurait  entre  A'  et  o  une  valeur  h"  <ih  correspondante  à 
i/-=c ;  car  lors(|ue  /i  =  o,  le  poljnôme  a  évidemment  le  slRne  du  terme  A'ê''. 

(")  Je  ne  veux  pas  dire  <|ue  cette  condition  soit  indispensable  ,  elle  est  seule- 
ment sudisaïUe.  J'examinerai  plus  loin  in.  u)  comment,  lorsqu'elle  n'est  pas 
remplie,  on  peut  reionnaitre  si  la  valeur  de  i/forresponilantc  à  a'»=  x  est  encore 
rUilijii  réel. 
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C'esl  là  une  conséquence  évidente  de  ia  dcoionstralion  qui 
vient  d'élro  donnée  n°  6. 

Que  si  nous  avons  considéré  a  comme  une  racine  simple , 
ou  d'un  ordre  de  multiplicité  impair,  de  l'équation  A  =  0  , 
c'est  parce  qu'il  est  alors  toujours  possible  de  faire  prendre 
des  signes  contraires  aux  deux  termes  Ay,  A'y,  en  dispo- 
sant convenablement  des  signes  de  h  et  de^-. 

Dans  chaque  cas  particulier,  il  sera  facile  de  distinguer 
quels  sont  les  signes  de  h  cl  de  y  qui  donnent  aux  deux 
termes  Ay,  Ay  des  signes  différents.  Cette  observation  est 
utile  pour  la  construction  des  courbes;  j'en  montrerai  immé- 
diatement l'utilité,  en  appliquant  le  principe  du  n°  6  à  la 
recherche  des  asymptotes  ,  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées, 
d'une  courbe  algébrique. 

8.  Pour  reconnaître  si  l'équation 

AjK'"+By  +  etc.  =0 

représente  une  courbe  ayant  une  ou  plusieurs  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  ordonnées ,  il  faut  précisément  savoir 
si  celte  équation  admet  des  solutions  delà  forme  x=:a, 
v-=  oc  ,  en  définissant,  comme  nous  l'avons  fait,  les  solu- 
tions de  cette  forme  ;  car  à  chacune  de  ces  solutions  corres- 
pond une  branche  de  courbe  qui  a  pour  asymptote  la  droite 
a.-=a;  et  réciproquement,  à  chacune  des  asymptotes,  a-==a, 
parallèles  à  l'axe  des  ordonnées  correspond  une  solution  de 
la  forme  x  —  a,  y—  ce. 

D'après  cela ,  pour  déterminer  les  asymptotes  dont  il  s'agit, 
on  cherche  d'abord  les  racines  réelles  de  l'équation  à  une 
seule  inconnue  A  =  0 ,  et  il  reste  ensuite  à  examiner  si  les 
valeurs  de  x  ainsi  obtenues  donnent  à  y  des  valeurs  réelles 
inGnies. 

Lorsque  la  racine  obtenue  a  est  simple  on  multiple  d'ordre 
impair,  une  des  valeurs  correspondantes  de  r  est  toujours 
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réelle  infinie  {n"  6  )  ;  donc  l  équation  proposée;  représenle  une 
(ourbc  dont  une  branehc  au  moins  a  pour  asymplotc  la 
droite  a:  =  a. 

A  On  que  cette  première  donnée  puisse  servir  à  construire 
une  partie  de  la  courbe  avec  quelque  précision,  il  faut  encore 
savoir  de  quel  côté  de  l'axe  des  abscisses  et  de  la  droite 
./•  =  a  les  branches  de  la  courbe  deviennent  asymptotes  à 
cette  droit<'. 

A  cet  clTel ,  je  substitue  à  .?  la  valeur  a  dans  les  coeffi- 
cients successifs  ]>,  C,  etc.,  jusqu'à  ce  que  je  parvienne  à 
un  terme  A'^"^  dont  le  coeffîcient  A'  ne  soit  pas  amiulé  par  la 
substitution  de  a.  Ce  coefficient  A'  se  réduira  à  un  nombre  r' 
dont  le  signe  est  déterminé. 

Puis,  après  avoir  divisé  le  coeflicicnt  A  du  premier 
(crinc  Ay"  par  la  plus  haute  puissance  de  x  —  a  qui  entre 
comme  facteur  dans  ce  coefficient,  je  remplace  "encore  x  par  « 
dans  le  quotient  obtenu  ;  il  en  résulte  un  nombre  m'  positif 
(U  négatif. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  nombres"  r',  m'  aient  le 
même  signe. 

Les  termes  A[r',  A^"  prendront  des  signes  contraires 
lorsqu'on  fera  varier  x  depuis  a — h  jusqu'à  a,  en  donnant 
de  plus  à  y  des  valeurs  positives;  par  conséquent ,  la  droite 
X  =  a  sera  asymptote  à  une  branche  de  la  courbe  située  du 
cùtc  des  ordonnées  positives;  et  si  «est  positif,  en  laissant 
aux  axes  la  disposition  ordinaire ,  cette  branche  sera  située 
à  gauche  de  l'asymptote  x  =  a. 

Lorsque  les  exposants  r,  n  Aey  dans  les  termes  K'y'^  Ay"* 
seront  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  ces  termes 
prendront  encore  des  signes  contraires  pour  des  valeurs  né- 
gatives de^  ,  les  valeurs  de  x  étant  toujours  comprises  entre 
a  —  h  et  a.  Ainsi ,  la  droite  a'=acst  encore  asymptote  à  une 
branche  de  la  courbe  située  au-dessous  de  l'axe  des  x  ;  cette 
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nouvelle  branclic  sera  ,  comme  la  première .  dirijrce  à  gauche 
lie  l'asymptote. 

Mais  si  l'un  des  deux  exposants  r,  «  est  pair  et  l'autre 
impair,  en  donnant  à^'des  valeurs  négatives,  il  faudra  faire 
varier  x  depuis  a  +  /j  jusqu'à  a,  pour  que  les  ternies  A^"", 
Ay  prennent  des  signes  contraires  ;  alors  les  deux  branches 
sont  situées  de  différents  côtés  de  l'asymptote. 

On  déterminera  de  même  la  situation  relative  de  la  droite 
x  =  OL  et  des  branches  auxquelles  elle  est  asymptote,  dans  le 
cas  particulier  où  les  deux  nombres  r'  et  «<'  ont  des  signes 
contraires.  G. 

La  fin  prochainement.  ) 


QUESTION  D'EXAMEN. 
soi.uTioiir  Ds:  m.  e.  lionnet  . 

Professeuf  de  mnihémaliques  au  Collège  royal  Je  Louis-Ie-Grand. 


Trouver  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base  en 
fonction  du  rayon  r  de  la  base  du  segment  et  de  sa  hauteur  h , 
connaissant  le  volume  de  la  sphère  et  sachant  que  la  fonction 
demandée  est  entière  par  rapport  aux  quantités  r  eth. 

Soit  àCB  le  demi -cercle  générateur  de  la  sphère ,  BD  la 
hauteur  du  segment ,  CD  le  rayon  de  sa  base  et  i»  son  vo- 
lume ;  on  aura 
(1)  u=zAh^+B/i'r+Chr  +  'Dr\ 

A,  B ,  C,  D  désignant  des  nombres  constants  quïl  s'agit  de 
déterminer. 

La  droite  CD  étant  une  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
de  la  circonférence  sur  le  diamètre  AB,  on  a  la  proportion 

AD:GD::CD:BD, 


Û 
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CD' 
d'où  l'on  lire  AD  =  -— -  r''h"  ;  uiais  la  lignu  AD  est  la  hau- 
BD 

leur  d'un  autre  segment  de  même  base  que  le  premier,  donc, 
pour  exprimer  le  volume  v'  de  ce  segment  en  fonction  de  /■ 
et  h ,  il  suffit  de  remplacer  h  par  /Vr'  dans  le  second  membre 
de  l'égalité  (1) ,  ce  qui  donne 

,.'=  A/r3/  +  B/rV  +  Crv^  +DH. 
Pour  exprimer   le  volume  Y  de  la  sphère  en  fonction 
des  mêmes   quantités  r  et  h,    nous    observons  qu'on    a 

V=-^ÂB3  et  AB  =  BD  +  AD=/j  +  r'A-,d'où  l'on  déduit 
6 

V=  -  (/j'  +  3Ar>  •ih-'r^  +  /rV')  : 
6 

mais  la  sphère  entière  est  égale  à  la  somme  des  deux  seg- 
ments j  donc 

6 
=  AA'  +  BÂiV  +  Qhr'  +  2Dr'  ^-  C/rV<  +  B/rV*  +  Aft-s,-*. 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  des  valeurs  de  r  aussi  petites 

qu'on  voudra ,  lorsqu'on  attribue  à  /*  des  valeurs  comprises 

entre  AB  et  -  AB  ,  les  coelTicicnts  des  même  puissances  de  r 

sont  égaux  dans  les  deux  membres  ;  donc 

A  = 

et,  par  suite. 


A==-,         B==0,         C==-,         D  =  0, 


^  1         1      73 

2  6 


BIBLIOGRAPHIE. 

Développements  sur  plusieurs  points  de  la  théorie  des  pertur- 
bations des  planètes;  par  V.-J.  Le  Verrier.  In-4  de  1  à  29, 
Bachelier  1841 ,  n°  1. 
Les  corps  célestes ,  daiis  leurs  mouvements ,  à  t  auso  de 
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leurs  aKractions  mutuelles ,  ne  suivent  pas  rigoureusement 
les  lois  du  mouvement  elliptique  ;  ils  s'en  écartent  par  de 
petites  quantités,  nommées  inégalités,  dont  les  unes,  dites  pé- 
riodiques, se  reproduisent  dans  un  petit  nombre  d'années ,  et 
les  autres,  dites  séculaires ,  ne  s'accomplissent  qu'après  un 
temps   très  -  long.  La   détermination    précise  de  ces   iné- 
galités est  le  point  le  plus  épineux  de  l'aslronomie  calcu- 
latrice. C'est  que  l'intégration  des  équations  du  mouvement 
ne  s'effectue  qu'au  moyen  de  séries  ,  dont  chaque  terme  est 
donné  par  une  série  ;  comment  j  uger  du  degré  de  convergence 
de  ces  séries  de  séries  ?  Bien  plus ,  on  n'obtient  ces  séries 
qu'en  négligeant  les  puissances  de  certaines  quantités  moin- 
dres que  l'unité  ;  comment  reconnaître  le  degré  de  la  puis- 
sance qu'il  est  permis  de  négliger  ?  Car  ces  quantités  peuvent 
amener  des  coefficients  diviseurs ,  qui ,  à  raison  même  de  leur 
petitesse ,  rendent  les  expressions  qu'elles  affectent  très- 
grandes.  M.  Le  Verrier,  déjà  avantageusement  connu  comme 
excellent  calculalenr,  indique  dans  ce  mémoire  une  méthode 
d'interpolation  pour  déterminer  ces  coefficients  ,  et  la  ques- 
tion est  ramenée  à  la  résolution  d'un  nombre  2^  d'équations 
du  premier  degré  à  2j  inconnues  ;  la  méthode  d'élimination 
est  fort  ingénieuse  ;  nous  nous  en  servirons  en  les  modifiant 
convenablement,  comme  moyens  d'exercice. 
Id.n°2,  31  à  62, 1842. 
Dans  le  numéro  précédent ,  on  a  développé  une  nouvelle 
méthode,  celle  d'interpolation  ,  pour  calculer  les  coefficieuls 
de  la  fonction  perturbatrice;  dans  celui-ci,  l'auteur  discute 
l'ancienne  méthode,  et  emploie  un  moyen  indiqué  par  Le- 
gendre  pour  calculer  les  divers  coefficients  avec  plus  de  pré- 
cision et  de  facilité  ;  il  applique  ces  méthodes  à  la  construc- 
tion de  nouvelles  tables  des  quantités  bs  '^  et  de  leurs  dérivées, 
qui  forment  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  dévelop- 
pée. Ces  tables  se  rapportent  à  Mercure  combiné  avec  Vénus, 
la  Terre  et  les  planètes  supérieures ,  et  à  Vénus  combinée 
avec  la  Terre  et  Mars  Dans  ces  applications  ,  on  adopte  des 
données  numériques  différentes  de  celles  qu'on  trouve  dans 
la  Mécanique  céleste.  Choisissons  Uranus. 
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.Mccan.  céleste,      le  Verrier. 


1  1 

.Alasso  — - — ,  la  masse  du  soleil 

1950i  17918 

prise  pour  uaitc. 

;  gr.  axe  de  l'orbile   10,183305    19,182729  ,  le  \  gr.  axe  de 

la  terre  pour  unité  [Méc.  cél.,  t.  III,  p.  64.) 

Il  règne  quelque  dissentiment  entre  les  astronomes  calcu- 
lateurs sur  l'appréciation  des  divers  termes  de  la  fonction 
perturbatrice;  et  quand  il  s'agit  de  résultats  numériques  qui 
exigent  un  long  travail ,  on  ne  peut  eu  appeler  à  l'opinion 
publique,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  public.  Cependant,  il  est 
dans  l'intérêt  des  progrès ,  qu'on  sache  à  quoi  s'en  tenir.  A 
cet  effet,  il  serait  {rés-nlilc  d'élargir  les  attributions  du  Bu- 
reau des  longitudes,  et  de  l'élever  au  rang  d'une  espèce  de 
tribunal  mathématique.  Des  calculateurs  de  profession ,  at- 
tachés en  nombre  suffisant  à  ce  tribunal ,  seraient  chargés , 
sous  la  direction  de  juges  si  éminemment  compétents,  de  vé- 
riOer  toutes  les  tables  importantes  présentées  par  des  géo- 
mètres, astronomes, physiciens,  etc.  ;  et  aussi  delà  vérifica- 
tion de  formules  algébriques  longues  et  compliquées ,  que 
l'on  jugerait  dignes  d'intérêt.  On  aurait  ainsi  le  moyen  d'é- 
tablir la  coiiliance  sur  des  bases  assurées.  Vingt  calculateurs 
à  deux  mille  francs  par  année  suffiraient  :  que  signifie  une 
telle  dépense ,  lorsqu  on  consacre  des  centaines  de  mille 
francs  à  imprimer  et  à  réimprimer  des  ouvrages  que  les  édi- 
teurs eu.x-mèmes  ne  lisent  pas  ' 

L  Académie  des  sciences,  par  cette  institution,  éviterait 
aussi  le  désagrément  de  couronner  des  ouvrages  contenant 
des  résultats  faux. 

Avant  de  finir,  nous  devons  faire  oljserver  que  M.  Le  Ver- 
rier ne  manque  jamais  de  fournir  au  lecteur  les  moyens  de 
vérifier  facilement  ses  calculs.  Le  contrôle  est  indispensable 
dans  les  opérations  de  ce  genre,  et  doit  inspirer  un  grand 
degré  de  confiance.  Tm. 
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NOTE 


LANALYSE  INDETERMINEE  DU  PREMIER  DEGRE. 

PAR  E.  CATALAN, 

Répéliteur  à  l'École  polytechnique. 


J'ai  donné,  autrefois  dans  le  Géomètre.C) ,  et  plus  réccm- 
mciit  dans  le  Cours  de  Mathématiques  de  M.  Blum ,  un  pro- 
cédé fort  simple  servant  à  trouver  une  solution  de  l'équation 
du  premier  degré  à  deux  inconnues.  D'après  la  noie  de 
M.  Chevillard,  insérée  dans  le  lome  II  de  ce  journal,  il 
paraît  que  le  procédé  dont  je  parle  est  encore  peu  connu  : 
je  me  décide  donc  à  le  publier  de  nouveau.  On  me  pardon- 
nera d'avoir  cherché  à  propager  cet  algorithme ,  si  je  dé- 
clare, comme  je  l'ai  déjà  fait  il  y  a  treize  ans,  qu'il  avait 
été  indiqué  depuis  longtemps  par  M.  Pilalte,  dans  les  ^n- 
nales  de  Gergonne  (t.  Il,  p.  230  en  i812). 

1 .  Soit,  pour  plus  de  régularité  dans  la  notation,  l'équation 
ay-{-bx  —  A;  (1) 

nous  supposerons  a,  6,  A  entiers,  ael  b  premiers  entre  eus , 

et  6  <  a. 

A.  ■  -  rt V 
On  déduit,  de  cette  équation ,  x  =  — ;  ou,  en  appe- 
lant Q,  ^ ,  B,  c  les  quotients  et  les  restes  que  fournissent  A 
et  a  divisés  par  b , 


3C  =  Q  —  qX-\- 


(')  p.  177.  Ce  recueil  hebdomadaire  publié  en  1836,  par  M.  Guillard  ,  ancien 
professeur  au  Collège  Louis-le-Grand ,  a  cessé  de  paraître,  pour  défaut  de  tim- 
6re,  la  môme  année. 

Le  tome  premier  sarrêle  à  la  page  234.  Tm. 

Ann.  df  Matiiêu.  111.  8 
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Nous  voulons  que  x  et  y  soient  cnUcrs  :  nous  devons 

donc  attribuer  à  j-  une  valeur  qui  rende  entière  lu  quantité 

H  —  cr 

— - — .  Autrement  dit ,  la  résolution  de  l'équation  (1)  est 

ramenée  à  la  résolution  ,  en  nombres  entiers,  de 

B-cr 

''      ~  "' 
ou  de 

Oz  +  cj  =  B,  (2) 

laquelle  est  plus  simple  que  la  proposée  ;  car  le  coclTicicnl  c , 
reste  de  la  division  de  a  par  0 ,  est  moindre  que  h. 

Résolvons  l'équation  (2)  par  rapport  à  l'inconnue  qui  ^-^  le 
plus  petit  coefficient  ;  nous  aurons 

^-àz  ,        C-dz 

en  représentant  par  Q'  et  7'  les  quotients  entiers  de  I?  et  b 

parp,  et  par  C ,  <i  les  restes  correspondants.  Répétant  le 

raisonnement  ci-dessus,  n<ms  verrons  que  z  doit  rendre  en- 

C—dz 
tière  la  quantité ,  ou  que  1  équation  (2)  se  réduit  à 

celle-ci  : 

cr-\-dz  —  C,  (3) 

dans  laquelle  les  coefficients  c  et  d  sont  respectivement 
moindres  que  /'  et  c.  A  son  tour,  cette  dernière  équation  eu 
entraîne  une  plus  simple  qu'elle  ;  et  ainsi  de  suite. 

2.  Observons  actuellement  que  les  coefficients  c,  d,e^  .... 
sont  les  restes  successifs  que  fournirait  l'opération  du  plus 
grand  commun  diviseur  effectuée  sur  a  et  0.  Car  c  est  le  reste 
de  la  division  de  a  par  /'  ;  de  même,  dcst  le  reste  de  la  divi- 
sion de  /'  par  c  ;  etc.  Par  hypothèse,  a  cl  b  sont  premiers 
entre  eux  ;  donc  l'opération  dont  il  s'agit  conduira  nécessai- 
rement à  un  dernier  reste  égal  à  l'unité.  Ainsi  la  résolution 
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<dc.  l'cquation  (1)  se  réduira,  en  dernier  lieu,  à  celle  d'une 
équation  de  cette  forme  . 

c'est-à-dire  dans  laquelle  le  coefficient  de  l'une  des  deux  in- 
connues sera  l'unité.  Or  si  l'on  attribue  à  i'  une  valeur  entière 
quelconque,  il  en  résultera  pour  u  une  valeur  entière;  et, 
en  remontant  successivement,  on  unira  par  déterminer  les 
valeurs  entières  correspondantes  de  x  et  de^. 

3.  On  peut  donner  au  calcul  une  marche  régulière  qui  le 
simplifie  considérablement. 

Supposons 

A — ay  B  —  bz  C  —  cr  1)  —  c/s 


r= — :: — ,  s  =  — -j-,  r: 


b       '  "  c       '  d 

E — et            F — fu  G  —  sv 
—  .  t  — ~,  u  =  -        ° 


J 


h 


Dans  ces  expressions,  les  quantités  c  ,  d,  e,f....  sont,  ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  dit ,  les  restes  successifs  fournis  parla 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  a  ol  b  :  ad- 
mettons ,  pour  fixer  les  idées,  que  le  dernier  de  ces  restes , 
égal  à  l'unité,  soit  h. 

Relativement  aux  quantités  B,  G,  D,....  la  loi  décom- 
position est  fort  simple  :  B  est  le  reste  de  la  division  de  A 
par  ^  ;  C  est  le  reste  de  la  division  de  B  par  c  ;  etc. 

Le  calcul  de  ces  divers  coefficients  s'effectue  coaïme  1  in- 
dique le  tableau  ci-après  : 

S-  !   < 


a 


d 

e 
E 

/ 
F 

B    1    C    I    D       E       F       G    I    0 

La  ligne  supérieure  se  forme  comme  dans  l'opération  du 
plus  grand  commun  diviseur.  Pour  former  la  seconde  ligne , 
on  écrit  A  sous  a ,  puis  l'on  divise  ce  premier  terme  par  b  ; 
on  obtient  ainsi  un  reste  B,  que  l'on  écrit  au-dessous  de  b  ;  etc. 
En  général  :  chaque  terme  de  la  ligne  inférieure  est  le  reste  de 
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la  division  du  terme  placé  à  gmulte,  par  le  terme placi'  au- 
dessus.  Il  est  visible  que  le  dernier  terme,  correspondant  au 
iliviseur  l ,  est  0. 

Ces  deux  lignes  clanl  calculées,  on  délermine  les  incon- 
nues «,  <,  5,  r,  : ,  r,  -i"  en  fonction  de  c,  à  l'aide  des  équa- 
tions (4)  i  c'esl-à-dire  que  : 

Chaque  inconnue  s'obtient  en  retranchant  d'un  terme  de  la 
seconde  ligne ,  le  produit  du  nombre  écrit  au-dessus  par  l'in- 
connue qu'on  vient  de  déterminer ,  et  divisant  le  reste  par  le 
terme  écrit  d  la  droite  de  ce  nombre. 

\.  Comme  application  des  règles  précédenles,  prenons 
l'équation 

89x-f  162^=209. 


162 

89 
6\ 

73 
31 

16 
15 

9 
6 

7 

2 

209 

6 

0 

0 

D'abord,  162  divisé  par  89  donne  pour  reste  73;  89  divisé 
par  73  donne  pour  reste  16  ;  etc. 

Ensuite,  209  divise  par  89  donne  31  pour  reste;  31  divisé 
par  73  donne  encore  31  ;  etc. 

Les  deux  lignes  étant  formées ,  nous  aurons ,  en  prenant 
f  =0  : 


0—2x0      „           6—7x0      „           6—9x3 
u= =  0,  t  = ; =3,  i= : 


-3, 


_  15+16X3  _^     _^31- 


-73X7 


=  —30, 


y=- 


31-1-89X30 


:37,  x: 


16 
209—162x37 


—  65. 


73  '  89 

L  équation  est  donc  satisfaite  par  x—  — 65,  ^=37  ;  d'où, 
en  général , 

x  =  — 65  +  1626,    ^'  =  37—896. 

Soit  encore  l'équation 

29jr— 47r=112. 


Elle  donne 

—47  I  -29 
112     "25^ 


-18 


101  — 


11 


0        0 


Puis, 

0+3x0 
1 

7—18x1  25+29x1  112—47X3 

■  =  — i,     ■„      =  —  3,     TT =  — 1: 


0—4x0  0+7x0     ^     7-11x0 

=0,  9-—0,  — ^ — =0, 


—3 


—18 


29 


1, 


11 

doue 

j.  =  — 1+499,    j=  — 3+296. 

On  peut  observer ,  d'après  ce  dernier  exemple ,  que  si  la 
ligne  inférieure  est  terminée  par  une  suite  de  zéros ,  il  est 
bon  de  commencer  le  calcul  des  inconnues  à  partir  du  terme 
qui  précède  le  dernier  zéro. 


DE  LA  SPHÈRE  TANGENTE  A  QUATRE  SPHÈRES  DONNÉES , 

FAR  RI     AHCAS  THÉBXRT. 


Le  problème  qui  consiste  à  trouver  une  sphère  tangente  à 
quatre  autres,  a  occupé  nos  plus  célèbres  géomètres  :  Fer- 
mat,  Hachetie,  Poisson,  MM.  Gergonne,  Binet  et  Cauchy 
en  ont  donné  des  solutions  différentes.  Toutefois  ces  solutions 
sont  loin  d'offrir  toute  la  simplicité  désirable  :  on  va  voir 
dans  celle  que  nous  allons  donner  quel  avantage  on  peut 
retirer  d'une  notation  symétrique  et  convenablement  choisie. 


I. 


Soit 


{x  -  aY  +{y-  br  +  (;—  cr-r'  =  0, 
l'équation  d'une  sphère ,  que  je  représenterai ,  aussi  pour 
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abroj^or,  par  S  =  0.  J'a|>|iell(>rai  puissance  d'un  poini  par 
rapport  à  la  sphère ,  le  carré  de  sa  distance  au  centre  moins 
le  carré  du  rayon  ;  en  sorte  que  S  représente  la  puissance 
du  poiut  {-x,  y ,  z)  par  rapport  à  la  sphère  dont  S  =  0  est 
l'équalion.  Je  représenterai  par  /)'  la  puissance  de  l'origine, 
et  l'on  aura  toujours 

a' -\- b'  +  c' —  r'  =:  p\ 

II. 

Soient  S=0,  S'  =  0,  les  équations  de  deux  sphères; 
l'équation  S  =  S'  est  celle  d'un  plan  qu'on  appelle  plan  ra- 
dical des  deux  sphères  :  ce  plan  est  évidemment  d'après  la 
définition  précédente ,  le  lieu  géométrique  des  points  d'égale 
puissance  par  rapport  aux  deux  sphères  ;  il  est  aussi  le  lieu 
géométrique  des  points  communs  aux  deux  sphères,  lors- 
qu'elles se  coupent,  et  dans  tous  les  cas  le  lieu  des  points, 
d'où  l'on  peut  leur  mener  deux  tangentes  égales. 

La  position  de  ce  plan  par  rapport  aux  deux  sphères  ne 

dépend  évidemment  pas  des  axes  coordonnés;  si  donc  on 

prend  pour  axe  des  z  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  l'é- 

qi^ation  S  ::=  S'  sera  de  la  forme  z  =/j,  ce  qui  montre  que 

le  plan  radical  des  deux  sphères  est  perpendiculaire  à  la 

ligne  des  centres. 

III. 

Soient  S  =  0,  S'  =  0,  S"=0,  les  équations  de  trois 
sphères  :  les  plans  radicaux  de  ces  trois  sphères  considérés 
deux  à  deux  auront  pour  équation 

8  =  S',      S=S",      S'=S". 
Ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  môme  droite  dont  les 
équations  sont 

S:=S'=S", 

et  qu'on  appelle  axe  radical  des  Iroissphèrcs.  Cet  axe  radical 
est  le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  aux  trois 
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sphères,  il  est  d'ailleurs  évidemment  perpendiculaire  au  plan 
des  trois  centres. 

Ce  qui  précède  exige  que  les  centres  des  trois  sphères  ne 
soient  pas  en  ligne  droite,  car  si  cela  était,  les  trois  plans 
radicaux  des  sphères  prises  deux  à  deux  seraient  parallèles , 
et  l'axe  radical  serait  situé  à  l'inQni ,  ou  pour  mieux  dire 
n'existerait  pas;  néanmoins  il  pourrait  arriver  que  ces  trois 
plans  coïncidassent,  et  dans  ce  cas  les  trois  sphères  auraient 
un  plan  radical ,  au  lieu  d'un  axe  radical. 

On  peut  aisément  construire  le  plan  radical  de  deux 
sphères  ;  mais  je  n'insisterai  pas  sur  cette  opération  pure- 
ment graphique. 

IV. 

Soient 

S=0,     S'  =  0,     S"  =  0.     S"'=0; 

les  équations  de  quatre  sphères.  Les  plans  radicaux  de  ces 
sphères  prises  deux  à  deux  auront  pour  équation 
S==S',    S=S",     S  =  S"',     S'  =  S",     S'=S"',    S"  =  S'". 
Ces  six  plans  se  couperont  en  un  même  point  qui  aura  pour 
équations 

S  =  S'  =  S"  =  S'". 

C'est  le  point  d'égale  puissance  par  rapport  aux  quatre 
sphères ,  et  qu'on  appelle  centre  radical  de  ces  sphères. 

Ce  point  sera  toujours  unique,  à  moins  que  les  quatre 
sphères  n'aient  leurs  centres  dans  un  même  plan  ;  dans  ce 
cas  il  pourra  arriver  que  le  centre  radical  soit  à  l'infini ,  ce 
qui  signifie  qu'il  n'existe  plus,  ou  bien  ce  centre  sera  rem- 
placé par  un  axe  radical ,  ou  même  par  un  plan  ra  Hcal,  si 
les  centres  des  quatre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper,  nous 
supposerons  que  les  quatre  cenlrcs  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan ,  cl  alors  les  sphères  auront  toujours  un  centre 
radical  unique. 


loi 


Soit  toujours  S  =  0  l'équation  d'une  sphère,  et  (x\  y\  z') 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'espace  j  on  sait 
que  le  plan  polaire  de  ce  point ,  par  rapport  à  la  sphère ,  a 
pour  équation 

{j,'—  a)  (x—a)  +  iy-b)  iy-  b)  +  {z'—c)  {z—c)  —r'  =  0. 
On  sait  en  outre  que 

r  Si  le  point  (x',y,  s')  est  hors  de  la  sphère,  son  plan 
polaire  n'est  autre  que  le  plan  des  contacts  de  la  sphère  et 
des  tangentes  issues  de  ce  point , 

2°  Si  le  point  est  sur  la  sphère ,  il  est  aussi  sur  son  plan 
polaire  qui  est  lui-même  tangent  à  la  sphère; 

3"  Si  le  point  {x',  y\  z')  est  à  l'intérieur  de  la  sphère, 
son  plan  polaire  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  des 
cônes  circonscrits  à  la  sphère  et  dont  les  plans  de  contact 
avec  cette  dernière  passent  par  ce  point. 

VI. 

Soient  les  deux  sphères  S  =  0,  S'==0;  les  centres  de  si- 
militude direct  et  inverse  de  ces  deux  sphères  auront  respec- 
tivement pour  équations 

Centre  direct.  Centre  inverse. 

/  r  ,  I  •  '■         , 

X — a=  Aa—a],  x  —  a  =; r{a — a), 

r—   r'  '       \  r  +  r 

y-b=-^,[U-b),       ly-b=—-,(b'-b), 

r 


[c'  —  c).  z  —  c=——,[c'  —  c). 


r — r'  \  r+H 

Les  plans  polaires  de  ces  deux  centres  de  similitude  rela- 
tivement à  la  sphère  S  auront  respectivement  pour  équations 
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2{a  —  n')x+2{b—ù')x  +  -2[c  —  c')z—(i,'—p'')^ 
—  {a  —  a')^  +  {b-by  +  {c  —  c'y  —  (^r—r')\ 

'2{a  —  a')x  +  '2  [b—  b')y+'2  [c—  c)  z  —  {p'—p")  = 
=  ^a  —  ay+{b  —  b')'  +  {c  —  c')'—{r  +  r')% 

ou  simplement 

S'  — S^  û(r,  /•'), 
S  —  S  =  S(r,   r'), 

en  posant ,  pour  abréger  , 

i(/-,   ?)=  [a  —  a:T  +  {b-b')'-+(c—c'f  —  {r-r')\ 
,;(r,   r)  =  (a  —  a'Y  +  {b  —  b'Y  +  ic  —  cy  —  {r  +  r')\ 

Les  plans  polaires  des  deux  mêmes  centres  de  similitude, 
relativement  à  !a  sphère  S'  auront  évidemment  pour  équa- 
tions 

S  — S'  =  A(r,  r';, 
S  —  S'  =  S[r,  r). 

Si  les  deux  sphères  étaient  extérieures  l'une  à  l'autre,  les 
deux  centres  de  similitude  seraient  les  sommets  de  deux 
cônes  circonscrits  à  la  fois  aux  deux  sphères,  et  les  quantités 
désignées  par  A(r,  r'),  S{r,  r")  seraient  les  carrés  des  parties 
des  arêtes  de  ces  cônes  comprises  entre  les  deux  sphères. 

VII. 

Théorème. 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  l'une  quel- 
conque de  trois  sphères  données  avec  toutes  les  sphères  qui 
les  touchent  toutes  trois,  est  un  petit  cercle  de  cette  sphère, 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  des  centres  des 
sphères  données. 

Il  est  bien  entendu,  dans  cet  énonce,  que  l'une  quelconque 
des  trois  sphères  données  doit  être  touchée  de  la  même  ma- 
nière par  toutes  les  sphères  que  l'on,  considère. 
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Consid{^rons,  {K)ur  fixer  les  idées,  la  série  dos  sphères  qui 
louchent  extérieurement  trois  sphères  données  dont  les 
équations  seront  comme  d'habitude 

S=0,     S'=0,     S"  =  0, 

et  désignons  par  (-/ ,  p ,  7)  les  coordonnées  du  centre  de  l'une 
des  sphères  tan^'cnlcs,  par  p  son  rayon  et  par  .r  ,  j' ,  s  les 
coordonnées  du  point  où  elle  touche  la  sphère  S  on  aura 
d'ahord 

0  +  r  p 

t  ^  ■ jc a  . 

r  r 

r  r 

o  +  r  p 

.     •/  =  ■—'---.. 

Puis 

(a  _,)'  +  (i  —  P)'+(c  —yY  —  [r  +p)'=0. 
ia'  —  yf+{b'  —  P)'  +(c'  —7)'  _  (r-  +p)^  =  0, 
(«"_  a^'  +  (6■'_pr  +(c"-7)'  -  {'"  +  ?)'  =  0, 

d'où  l'on  déduit  par  la  soustraction 

a«— «')  «+(i— //)  p+(c— c')7+(r—r')p—-;- (/>"—//')  =  0, 

^''[(a—a")a+{b—b")  !^+{c-c')y+(r-r")a—^{p'-p"'}=  0. 

Portant  dans  les  équations  (2)  les  valeurs  de  a,  p,  7  tirées 

de  (1) ,  on  aura 

(p+r)  {  2  (a-a')  x+2{b—b')y+2{c—c)  z—{p'—p") }  =pi(r,  r') 

L'élimination  de  p  entre  ces  deux  équations  conduit  à  la 

suivante 

S' —  S         S"— S 
^^^  '  A(r,  r)  ~  i  U-,  /•")  ' 

qui  est  bien  l'équation  d  un  plan. 

H  suit  do  là  que  les  points  de  contact  des  trois  sphères 
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donnéis  avec  la  série  des  sphères  qui  les  touclienl  exté- 
rieurement toutes  trois  seront  sur  trois  plans  ayant  pour 
équations 

/     S'  — S  _S"— S 
I     àir,  r'T  ~  a  (r,  r")  ' 

S"  — S'        S"— S 

AlW.  r")  ~  A(r,  r")  ' 

S  _  S"  _  S'— S"    , 

A(r,    r")  ~A(/-',/-")' 

C<s  trois  plans  se  coupent  évidemment  suivant  la  droite 

S  =  S'  =  S", 
quicstlase  radical  des  trois  sphères  ;  et  comme  celle  droite 
est  perpendiculaire  au  plan  des  centres  des  trois  sphères,  il 
s'en  suit  que  ces  trois  plans  le  seront  pareillement. 

Si  l'une  des  sphères  proposées,  la  sphère  S,  par  exemple, 
devait  être  enveloppée  par  la  série  des  sphères  tangentes,  il 
suffirait  de  changer  le  signe  de  r  dans  les  équations  (1)  et  (â), 
et  par  suite  dans  toutes  celles  que  l'on  en  déduit;  ce  qui 
revient  évidemment  à  remplacer  dans  les  équations  (3), 
A(r,  r)  et  A(r,  r")  par  S  {r,  r')  el  3  {r,  r'}. 

Si  les  trois  sphères  devaient  être  enveloppées  par  la  série 
des  sphères  tangentes,  il  faudrait  changer  les  signes  de  r, 
r\  r-"  ;  cc  qui  ne  produirait  aucun  changement  dans  les 
équations  (3). 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  (3)  s'appliqueront  à  tous 
les  cas ,  si  l'on  convient  de  remplacer  la  caractéristique  A 
par  0 ,  lorsque  les  sphères  dont  les  rayons  suivent  la  carac- 
téristique doivent  être  touchées  de  manières  différentes. 

Dans  tous  les  cas  les  plans  ainsi  déterminés  passent  tou- 
jours par  l'axe  radical  des  trois  sphères. 
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PROBLÊMb). 

Construire  une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données. 

Soient  S  =  0 ,  S'  =  0,  S"  =  0 ,  S'"  ~  0  les  équations  des 
(|uatrc  sphères  données,  et  supposons  pour  fixer  les  idées 
que  la  sphère  cherchée  doive  toucher  les  quatre  sphères 
données  toutes  extérieurement  ou  toutes  inlérieurcmcnt. 

Les  lieux  des  points  de -contact  de  la  sphère  S  et  des  séries 
de  sphères  qui  touchent  extérieurement  ou  intérieurement 
cette  sphère  et  deux  des  trois  autres  seront 

S'— S  _  S"— S 
i(/-,r')~  A(r,r") 
S'— S         S'"— S 


/  S"— S  ^S'"  — S 
-   [  &{r,r")        I(7y^) 

Ces  trois  plans  se  couperont  suivant  une  même  droite  qui 
aura  pour  équation 

S'— S  _  S"— S_  S"'— s 

'^^  MJ^)  ~  Jï^)  ~  S{r,r"')  • 

Celle  droite  coupera  la  sphère  S  généralement  en  deux 
points  :  l'un  d'eux  sera  le  point  de  contact  avec  la  sphère  qui 
touche  extérieurement  les  quatre  proposées;  l'autre,  le 
point  de  contact  avec  la  sphère  qui  les  enveloppe  toutes 
quatre. 

La  droite  (1)  serait  assez  difficile  à  construire  à  priori  ; 
mais  on  peut  trouver  trois  points  fort  remarquables  de  celte 
droite  ;  ce  qui  est  plus  que  suffisant  pour  la  déterminer. 

1°  La  droite  (1)  passe  évidemment  par  le  point  S=:S'= 
S"=:S"',  qui  est  le  centre  radical  des  quatre  sphères  données. 

2°  Elle  passe  aussi  par  le  point  dont  les  équations  sont 
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S'—S=^{r,r'), 
S"  —  s  =  A  (r,  r")  , 
S"'  —  S=^{r,rJ"]. 

Ces  trois  équations  représentent  les  plans  polaires  relati- 
vement à  la  sphère  S ,  du  centre  de  similitude  directe  de  cette 
sphère  prise  avec  chacune  des  trois  autres. 

L'inlerseclioii  de  ces  trois  plans  faciles  à  construire  donne 
donc  nn  second  point  de  la  droite  (1). 

3"  Enfin,  cette  droite  passe  encore  par  le  point 
(S-S')  =  a(r,r'), 
(S-S")  =  A{r,r"), 
(S  — S"')=ii(r,  r'"). 

Ces  trois  équations,  ainsi  qu'on  la  dit  précédemment ,  sont 
celles  des  plans  polaires  par  rapport  aux  sphères  S',  S",  S' " 
des  centres  de  similitude  de  ces  sphères  considérées  séparé- 
ment avec  la  sphère  S. 

Si  la  sphère  S  étant  toujours  touchée  extérieurement, 
quelques-unes  des  trois  autres  devaient  être  enveloppées , 
nous  avons  vu  que  ,  pour  ces  dernières,  il  fallait  remplacer 
la  caractéristique  ^  par  S;  ce  qui  revient,  comme  on  voit,  à 
prendre  le  centre  de  similitude  directe,  si  les  deux  sphères 
doivent  être  touchées  de  la  même  manière,  et  le  centre  de 
similitude  inverse ,  si  elles  doivent  être  touchées  différem- 
ment. 

D'où  résulte  la  construction  suivante. 

IX. 

Construction. 
Pour  construire  une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  don- 
nées, dont  les  centres  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  on 
cherchera  les  centres  de  similitude  de  chacune  des  quatre 
sphères  avec  chacune  des  trois  autres,  et  on  prendra  chaque 
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centre  de  similitude  direct  ou  inverse,  suivant  que  les  deux 
splièrcs  correspondantes  devront  6(re  touchées  do  la  raC-me 
manière  ou  d'une  manière  différente  ;  on  construira  les  plans 
polaires  des  trois  centres  de  similitude  ^insi  déterminés  cor- 
respondants a  chaque  sphère  par  rapport  à  cette  sphère,  et 
l'on  obtiendra ,  dans  chacune  d'elles  ,  un  point  que  l'on  join- 
dra à  leur  centre  radical.  Les  quatre  droites  ainsi  obtenues 
couperont  les  quatre  sphères  en  huit  points;  quatre  de  ces 
points  constitueront  une  solution  du  problème,  et  les  quatre 
autres  une  solution  parfaitement  inverse  de  la  première . 

Si  les  centres  des  quatre  sphères  étaient  dans  un  môme 
plan,  on  ne  pourrait  plus  appliquer  la  construction  précé- 
dente ;  il  faudrait  alors  faire  usage  da  troisième  point  que 
nous  avons  précédemment  déterminé. 

Note.  Cette  belle  analyse  peut  également  servir  à  trouver 
un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés.  M.  Steiner  s'est  déjà 
servi  du  mol  puissance  pour  désigner  le  produit  constant  de 
deux  segments  d'une  sécante  ou  corde  passant  par  ce  point  et 
coupant  une  circonférence  donnée ,  et  à  l'aide  de  cette  dési- 
gnation commode,  ce  géomètre  résout  plusieurs  problèmes 
de  tangcncc ,  dont  nous  rendrons  compte.  On  voit  ici ,  par  un 
nouvel  exemple ,  combien  est  peu  fondé  le  reproche  souvent 
adressé  à  l'analyse,  de  fournir  des  constructions  sans  élé- 
gance et  difficilement  obtenues.  C'est  un  instrument ,  comme 
tout  autre,  qu'il  faut  savoir  manier.  Voici,  à  ce  sujet,  une 
anecdote  peu  connue  consignée  dans  un  mémoire  d'Euler  in- 
titulé :  Solulio  problematis  gcomelrki  circà  lunulas  à  circulis 
formatas  (Mém.  de  Pétersb.,  1737).  Le  problème  consiste  en 
ceci  :  Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  coupent  de  manière 
à  former  deux  lunules  ;  soit  O  un  point  commun  aux  deux 
lunules  ;  A  un  point  donné  sur  le  petit  arc  de  la  première 
lunule ,  et  a  un  point  donné  sur  le  petit  arc  de  la  seconde 
lunule;  il  s'agit  de  trouver  sur  le  grand  arc  de  la  première 
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lunule  un  point  b  ,  et  sur  le  grand  arc  de  la  seconde  lunule 
un  point  B ,  tel  qu'on  ait  Ab  -—  a\i;  iiire  AO^'  =  aire  BOa  ; 
l'aire  i\.Ob  est  le  triangle  mixtiligne  forme  par  les  arcs  AO , 
Ob ,  et  la  droite  b.\. 

Lorsque  les  carrés  des  rayons  ont  un  rapport  rationnel  et 
|)our  certaine  position  des  cercles ,  le  problème  a  une  solu- 
tion algébrique  ;  elle  n'existe  pas  pour  le  cas  général.  Ce  pro- 
blème a  été  proposé  à  BernouUi  (D),  lors  de  son  passage  par 
Venise.  Ayant  trouvé  une  solution  géométrique  pour  le  cas 
particulier  où  At  est  parallèle  à  Ba ,  il  l'adressa  à  Euler,  en 
disant  qu'il  croyait ,  ainsi  qu'il  arrive  souvent,  que  la  question 
était  intraitable  par  l'analyse,  Euler  rédigea  alors  le  mémoire 
mentionné,  attaqua  le  problème  général  par  l'analyse,  et,  par- 
venu à  une  construction  plus  élégante  que  celle  de  Bernoulli , 
il  ajoute  cette  réflexion  :  Quod  analysios  incommodum , 
etiamsi  in  plurihus  problcmatis  geometricis  allegari  soleat , 
(amen  mihi  quidem  non  tam  analysi  quam  analystœ  imputan- 
dum  videtur  (  p.  207  ).  Tm. 


NOTE 
SUR  UNE  QUESTION  D'EXAMEN. 


I.  Trouver  sur  la  droite  AB ,  qui  unit  deux  points  lumi- 
neux A ,  B ,  le  point  le  moins  éclairé  par  ces  deux  lumières. 

Soient  «  ,  b,  les  intensités  des  lumières  A ,  B ,  à  l'unité 
de  distance;  dlA  longueur  de  la  droite  AB  ;  x  la  distance  du 
point  A  à  un  point  quelconque  G  de  AB,  situé  entre  A ,  B. 
La  somme  des  intensités  des  lumières  A ,  B ,  au  point  C ,  aura 

pour  expression  —  +     ,_     ,,.  Si  l'on  donne  au  point  G 
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toutes  les  positions  qu'il  peut  avoir  entre  A  et  B,  en  luisant 

a  b 
croître  x  depuis  0  jusqu'à  d,  la  fonction  — ;  +  . ,  in- 
finie, d'abord,  lorsque  x  =  0,  diminuera  pour  des  valeurs 
croissantes  de  x  jusqu'à  une  certaine  limite  à  partir  de  la- 
quelle la  valeur  de  cette  fonction  ira  eu  augmentant,  puis- 
qu'elle devient  une  nouvelle  fois  infinie ,  quand  x  ==  <^.  Il  y 
a  donc,  entre  A  et  B ,  un  point  1)  dont  la  dislance  x,  au 

a  b 

point    A,   rend  minimum    la    fonction  — ;  +     ,_     ,■   L,e 

point  D  est  de  tous  ceux  de  la  droite  AB ,  le  moins  éclaire 
par  les  deux  lumières  ;  c'est  le  point  cherché.  On  conçoit  de 
plus,  qu'en  prolongeant  la  droite  AB,  dans  les  deux  sensBY, 
AX ,  on  pourra  trouver  sur  ces  prolongements  BY,  AX,  deux 
autres  point  D',  D",  pour  lesquels  la  somme  des  intensités 
des  lumières  A ,  B ,  sera  la  même  qu'au  point  D.  Car,  en 
faisant  varier  x  depuis  <^ jusqu'à  l'infini,  ou  depuis  0  jus- 
qu'à —  oo  ,  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  intensités 
des  deux  lumières  passe  par  tous  les  états  de  grandeur, 
compris  entre  l'infini  et  zéro. 

Pour  déterminer  la  position  du  point  D,  on  pourrait  cher- 
cher directement  la  valeur  de  x  comprise  entre  0  et  t^,  qui 

a  l> 

rend  minimum   la   fonction   fractionnaire 1- 


.r>  ^  [d—xf  ' 
mais  on  parvient  au  même  résultat  en  traitant  une  question 
plus  générale  que  la  question  proposée  : 

Trouver  sur  la  droite  AB  indéfiniment  prolongée,  les 
points  pour  lesquels  la  somme  des  intensités  des  lumières  A, 
B,  est  égale  à  uue  quantité  donnée  c 

11  est  facile  de  prévoir  que  l'équation  de  ce  dernier  pro- 
blème sera  du  quatrième  degré.  Supposez ,  en  cfl'et ,  que  la 
quantité  donnée  c  soit  plus  grande  que  le  minimum  m  cor- 
respondant au  point  D.  Il  y  aura  alors  sur  la  direction  de  la 
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droite  AB ,  quatre  points  C,  C,  C",  C",  satisfaisant  à  la 
condition  proposée.  Le  premier,  C,  sera  situé  entre  A  et  D  ; 
le  second  ,  C,  entre  D  et  B  ;  un  troisième ,  C",  appartiendra 
au  prolongement  BY  de  AB  ;  et  enfln  le  quatrième ,  C",  se 
trouvera  sur  l'autre  prolongement  AX  de  AB.  Ainsi,  en 
comptant  les  distances  positives  x,  dans  le  sens  AB  ,  l'équa- 
tion aura  trois  racines  positives  (deux  plus  petites  que  d,  et 
la  troisième  plus  grande)  et  une  racine  négative. 

Si  la  quantité  c  diminue  progressivement  pour  devenir 
égale  à  m,  les  points  C,  C,  se  rapprocheront  du  point  D, 
et  coïncideront  avec  ce  (Jernicr  point,  lorsque  c—  m.  Les 
points  C",  C",  seront  alors  en  D',  D".  Dans  ce  cas,  l'équa- 
tion du  quatrième  degré,  aura  deux  racines  AC  ,  AC,  égales 
à  AD.  Si  l'on  suppose  enfln  c  <im,  les  points  C  ,  G',  cesse- 
ront d'exister,  l'équation  aura  deux  racines  imaginaires , 
et  deux  racines  réelles  AC",  AC";  l'une  d'elles  sera  po- 
sitive, et  l'autre  négative.  Et  d'après  cela,  on  voit  que 
pour  obtenir  le  minimum  m  et  la  distance  AD  correspon- 
dante ,  il  suffit  d'exprimer  que  l'équation  a  deux  racines 
égales  et  de  déterminer  la  valeur  commune  à  ces  deux  ra- 
cines. 

a  b 

L'équation  du  problème  est  ;  — j  -|- 


a  c 

Posons  -=«,-;-=/>,  ri— 1,  il  viendra  : 

X  \\  X) 

Développant  et  ordonnant 

px''  —  2/?x'  -t-  (7?  —  w  —  1  )-ï'  -f-  'i.nx  —  7^  =  0. 

Je  nomme  a  la  racine  double ,  6  ,  fJ ,  les  deux  autres  racines , 
on  a 

(1)  2a-l-ê-t-(î=2, 

AsN-  DES  Matucmat.  Itl-  9 


—  Uk  — 

p  —  Il  —  I 


(2)  a'-f  2«(C-j-Jj-(-CrJ 


(3)  Saêrî  +  a'(e  +  S)  =  —  £i' . 

p 

(4)  a'e^  =  — -. 
Les  égalités  (1) ,  (4)  donnent 


n 


ê  +  S=2(l  — a),J     = . 

Substituant  dans  (3) ,  on  obtient 

_!^4-2a'(t-.,=-^'. 
pa  p 

d'où  — n-{-pa^{l — a)-f-na  =  0, 

et  par  suite  (/>«' —  n)  (1  —  «)  =  0. 

La  racine  double  a  devant  être  moindre  que  l'unité  ,  on  peut 
négliger  le  facteur  1  —  o  ;  on  a  alors 

pa^ — «  =  0,      a^  =  —         a  =  \  /     — . 

P  V   P 

Il  reste  à  trouver  la  valeur  de/». 

n  n 

Des  égalités  o  65  = ,  o^  =  -   on  tire  immédiatement 

P  P 

es=  —  a.  D'ailleurs  e  +  5=  2(1  —  a).  Substituant  ces  va- 
leurs de  giî,  e  +  J,  dans  l'égalité  (2) ,  il  en  résulte 

oc'  +  4«  (  •  —  «)  —  «  =  ^- ; 

P 

n        1                           1 
d'où  —  3a=  -f  3a  =  1 =  1  —  «3 

/»       Z'  p 

et .  par  conséquent , 

-  =  t  —  a''  +  3^.5  —  3;t  =  (1  —  «p. 

Celte  dernière  équation  donne  successivement 
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3  3    _  /  3        \5 

{/p=l~{-\/n,     p==[i+i/n)  . 

3 

La  valeur  correspondante  de  a  est — . 

1   +]/n 

C         iL 

En  remplaçant  p,  n ,  par  les  valeurs  x  ,  y .  dans  les  équa- 

('      ,    I/-V                     \/n 
Uonsp=\i-i-ynJ  ,     a  = _,ona: 

3 

La  valeur  de  c  montre  que  le  minimum  cherché  est  le  cube 
de  la  somme  des  racines  cubiques  des  intensités  des  deux 
lumières  a ,  b.  Et  de  la  valeur  de  « ,  on  conclut  que  pour 
obtenir  le  point  D  de  la  droite  AB,  le  moins  éclairé  par  les 
deux  lumières,  il  faut  partager  cette  droite  en  deux  parties 
AD ,  DB ,  proportionnelles  aux  racines  cubiques  des  inten- 
sités a,  b  ,  des  deux  lumières. 

Les  points  D',  D",  seront  déterminés  par  les  valeurs  de 
6,  S.  Or,  6  +  5=2(1— «),  es  =  — a;  donc 

AD'=1— a+\/(l— *)'+a,      AD"=a— l+\/(l— a)"+«. 

Pour  montrer  une  application  de  ces  formules  ,  supposons 
que  a  =  1 ,  i*  =  8.  On  aura 

1  /a  4-  \/7\ 

c=27,     AD  =  -.AB,     AD' =  AB  (  — Ij— 1  , 

Note  I.  Le  problème  est  donc  réduit  à  partager  une  droite 
en  deux  segments ,  dont  les  cubes  soient  dans  un  rapport 
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donne.  Pappus  indique  la  sululioii  mécanique  suivante,  d'un*? 
admirable  simplicité  [livre  III ,  prop.  5)  ;  soit  BD  une  lon- 
gueur donnée  ;  du  point  D  comme  centre  et  du  rayon  DB  , 
on  décrit  une  rirconférence;  ADG  est  un  diamètre  p'rpendi- 
cLlairi'  il  UB  ;  entre  B  et  D,  on  prend  sur  B!)  u»  pdint  E  tel 

n  r 

qu'on  ail  --r=  =  rapport  donne  entre  les  cubes  :  on  mène  la 
DE 

corde  CEE,  renconirant  la  circonférence  en  F  ;  et  ensuite  la 
corde  AGIIK ,  rencontrant  CE  en  G  ;  BD  en  H  cl  la  circonfé- 
rence en  K,  et  de  telle  sorte  que  l'on  ait  GH:=HK;  alors  on 

BU'       BE  .       .    ., 

aura  — — ^  ^=  —  =  au  rapport  donné.  JNous  engageons  les 

élèves  à  chercher  la  démonstration  qui  ne  présente  pas  de 
difficulté. 

Le  point  K  peut  aussi  s'obtenir  par  l'intersection  du  cercler 
et  d'une  hyperbole ,  d'après  la  propriété  suivante  de  cette 
courbe:  par  le  point  M  d'une  hyperbole,  on  mène  une  pa 
rallélc  à  la  première  asymptote  et  une  seconde  parallèle  à 
la  seconde  asymptote,  prolongez  la  première  parallèle, 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  en  N  la  seconde  asymptote  ; 
par  le  milieu  de  MN ,  on  mène  \me  parallèle  à  la  seconde 
asymptote ,  qui  rencontre  nécessairement  la  courbe  en  on 
point  O  i  si  par  O,  on  mène  une  corde  quelque  OPQR , 
dans  l'hyperbole ,  coupant  la  seconde  parallèle  en  P,  la  pre- 
mière parallèle  en  Q ,  la  courbe  en  R  ,  on  a  constamment 
QP==QR. 

II.  Cette  solution  qu'on  doità  Pappus,  pour  la  multiplication 
et  la  division  du  cube,  renferme  la  célèbre  duplication  comnic 
cas  particulier.  Les  habitants  de  Delos,  tourmentés  de  la 
peste,  ayant  consulté  loracle  de  Delphes,  obtinrent  pour  ré- 
ponse que  le  dieu,  pour  faire  cesser  le  fléau  ,  demandait  un 
autel  en  or  semblable  à  l'autel  existant  qui  était  un  cube,  mais 
double  de  volume  :  on  s  adressa  à  des  artistes,  à  des  archi- 
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lecles  sans  pouvoir  réussir  ;  eaûu  ou  eut  recours  à  Pialon , 
qui  répondit  qu'en  faisant  cette  demande,  le  dieu  n'avait 
(vas  pour  but  principal  d'avoir  un  autel  double  ;  mais  qu'il 
voulait  reprocher  aux  Grecs,  leur  négligence  des  études 
géométriques;  celte  réponse  du  Platon,  fait  présumer  que 
c'est  lui  ou  un  autre  géomètre  qui  aura  soufflé  à  la  Pythie 
cet  oracle  qui  donna  un  grand  essor  aux  travaux  sur  les 
lignes  courbes. 

III.  Oh  peut  être  curieux  de  t'onnaiire  le  lieu  des  points 
du  plan  ,  où  l'intensité  de  la  lumière  est  un  maximum  ou  un 
minimum  sur  un  système  de  droites  parallèles  à  AB.  Con- 
servant lu  même  notation,  prenant  AU  pour  axe  des  -r , 
A,  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires;  2  étant 
l'intensité  de  la  lumière  ,  au  point  x  ,y,ona  l'équation 

z(-r'+y)  [y'+:(i—xi']={a-\-b)iJc'+y)-\-ad:d—i.v).  (1) 

Considérant  jr  comme  constante ,  .r  comme  la  variable  indé- 
pendante, prenant  la  fonction  prime  de  z  et  l'égalant  à  zéro, 
on  obtient 

z[(2,r  —  d)  (.r*  -f  y  —  dx)]  =  Ox  +  a{x  —  d)  ;        (3) 

éliminant  z ,  il  vient 

(•r'+y)  [y-\-  x'+d{d-^2x)]  {bx  +  a[x  -d)]  =  \ 
={2x—d)[x''+y''—dx){{a-\-b]{x'-{~y-\-ad[d—2x)']=(i.  )  ^  ' 

L'équation  (3)  est  du  5°  degré  ;  les  termes  de  cet  ordre  sont 
[a-\-b)x{x^-\-y')''.  Ainsi  l'axe  des/,  ayant  pour  équation 
«1=0,  est  une  asymptote ,  passant  par  l'origine  et  deux  fois 
tangente  à  la  courbe  ;  ce  qui  équivaut  à  cinq  points  d'inlcr 
section. 

Les  points  A  ctB  appartiennent  à  la  courbe;  car  l'équation 
e>t  satifaite  par  x  —  y  =  0,  et  par  x  ~  d^  y  —  0;  en  effet 
on  ces  points  l'intensilé  est  un  maximum. 

En  faisant  j  =  0 ,  dans  l'équation  (I),  il  vient,  après  avoir 
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ôlè  les  diviseurs  a.  et  d  —  r  qui  ropoiitlcnl  aux  poiiils  A  cl  lî 
et  fait  les  réductions, 


a[x — dfz=—bx^;     d'où 


3 

dVa 


3  î       , 

comme  ci-dessus.  La  courbe  a  trois  branches  infinies  passant 
par  les  points  A  ,  C ,  B;  la  première  et  la  troisième  renfer- 
ment les  maxima,  vi  la  seconde  les  minima.  Les  droites  pa- 
rallèles à  l'axe  des  x ,  coupent  la  courbe  en  cinq  points  dont 
trois  sont  réels.  Les  droites  parallèles  à  l'axe  des  y,  ren- 
contrent la  courbe  en  quatre  points,  dont  deux  sont  imagi- 
naires, le  cinquième  est  à  l'infini. 

IV.  Soit  en  général  une  courbe  donnée  par  l'équation  bi- 
focale  (p(2,  s')  =0;  i  et  z  sont  les  dislances  d'un  point  de  la 
courbe  aux  deux  foyers  A  et  B.  L'intensité  de  lumière  en 

a         b  .  . 

ce  pomt  est  —  -j — ;;  ;  pour  que  cette  expression  soit  un  maxi- 

mumou  un  minimum,  il  faut  qu'on  ait  l'équation  dillèren- 

.    ,    adz    ,    bdz  ,,,     ,  dz 

t!cUe  -^-  -j ;r-  =  0 ,  (2)  ;  le  rapport  -j-,  est  connu  par  1  e- 

z'  "        .  dz 

quation  de  la  courbe;  on  a  donc  deux  équations  entrez  et  s' qui 
font  connaître  les  poinis  de  la  courbcoù  la  lumière  eslau  maxi- 
mum ou  aumiuimum.  Soil,  parexcmple,^::-i-<7s'=r,réquatioii 

bifocale  de  la  courbe,  on  en  lire-j^  = ^,  et  l'équation  (■>) 

dz  p 

an        bp      ,,   ,    z  J  /an 

donne  -4=  -rridou  —  =  \/  7-^;  ce  rapport  est  irtdc- 

s'         z  *  z  V     bp 

pendant  de  r-,  donc  en  faisant  varier  le  paramètre  r,  les 
points  cherchés  sur  ces  diverses  tourbes  sont  situés  sur  une 
circonférence. 
Si  p^=q  =  \ ,   la    courbe   est    une    ellipse ,   et  l'on  a 

y ,  ainsi  le  problème  traité  ci  dessus  est  un  cas  par- 
ticulier de  l'ellipse  ;  il  sullit  de  poser  v  =..  AB  =  «/;  il  se  pré- 
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sente  ici  une  diilicullé,  l'ellipse  peut  être  de  telle  sorte  que  le 

Z  X      /  ^ 

rapport  —  =  y/  —  y  soit  impossible;  et  cependant  il  doit 

toujours  exister  des  points  sur  l'ellipse,  où  la  lumière  par- 
vienne à  sa  plus  grande  ou  à  sa  moindre  intensité  C).     Tm. 

DÉMONSTRATION  SIMPLE  DU  THÉORÈME  DE  FOURIER. 

PAR  I«    BONNET     OSSIAN  ). 


Théorème.  «  Soit  X=  0  une  équation,  et  X',X",.-.  X("»)  les 
"  dérivées  successives  du  premier  membre:  la  différence 
»  entre  le  nombre  des  variations  de  la  suite  X,  X',  X"^.... 
.1  X(™)  pour  x  =  a ,  et  le  nombre  des  variations  de  la  même 
»  suite  pour  j:  =  p,  ne  peut  jamais  être  moindre  que  le 
»  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée,  com- 
«  prises  entre  «et  (3 ,  et  la  différence  quand  elle  existe ,  est 
»  toujours  un  nombre  pair.  » 

Démonstration.  Supposons  le  théorème  vrai  pour  toute 
équation  du  degré  (m  —  1),  et  démontrons  le  pour  une 
équation  de  degré  m;  étant  évident  pour  une  équation  du 
premier  ou  du  second  degré  ,  il  se  trnuvera  ainsi  démontré 
généralement.  Soient  ii  et  n'  les  nombres  respectifs  des  ra- 
cines de  la  proposée  et  de  la  dérivée  comprises  entre  a  et  (3, 
Va,  y'x  li'S  nombres  des  variations  de  la  suite  X,  X',  X",... 
et  de  la  suite  X',  X",...  pour  x=a,  et  V^,  V',3  les  nombres 
des  variations  des  deux  mêmes  suites  pour  x  =  ^;  nous  au- 
rons d'après  l'hypothèse 


r)  Dans  ce  cas.  \a  maximum  o>l  à  une  des  exirémilré  du  grand  axe  el  le  mi 
nimura  à  l'autre  cxircmile. 
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A  étant  au  moins  zéro  ,  et  d'après  le  théorème  de  Rolle , 
n'—n=p, 

y^  étant  au  moins  — 1.  Supposons  d'abord  que  p  soit  un 
nombre  pair  2/;',  A'  étant  au  moins  zéro;  dans  ce  cas  les  va- 
leurs X^,  X  3  que  prend  X  quand  on  fait  successivement  .r=a, 
jr=  p ,  et  les  valeurs  X',, ,  X'  s  que  prend  X'  pour  les  mêmes 
hypothèses  présenteront  en  même  temps  une  permanence  ou 
une  variation,  par  conséquent  les  valeurs  X^,  X'»  que  pren- 
nent X  et  X'  pour  j:  =  a ,  et  les  valeurs  X/3,  X'/s  que  pren- 
nent X  et  X'  pour  j.=:[^  ,  présenteront  aussi  en  même  temps 
une  permanence  ou  une  variation ,  donc  on  aura 

V.— V^  =  V'«  — V>=n'+2A=:n  +  2A  +  2A'i 

ce  qui  est  conforme  à  l'énoncé  du  théorème. 

Supposons  ensuite  que  p  soit  un  nombre  impair.  Dans  ce 

XX'  X  X  5 

cas  ~  et  ^:7^  ,  par  conséquent  :r7^  et  r-^  ,   auront    des 

A,3  A;  -V  :,  A^ 

signes  contraires,  donc  on  aura 

V«  —  V,?  =  y'u  —  V';3  ±  1  =  /J  4-  2A+ ;>  ±  1  ; 

si  p  est  positif,  cette  égalité  est  conforme  à  i'énoncé  ;  si  p  est 
négatif,  il  faut  encore  démontrer  que  zh  1  se  réduit  à  +  1 ,  ou 
que  Va  — Y,9  =  V'«  — V',3  -f- 1 ,  ou  que  Xx  et  X'a  forment  une 
variation.  En  effet,  dans  le  cas  où/;  est  négatif,  et  par  con- 
séquent —  1 ,  il  ne  peut  se  trouver  qu'une  racine  de  la  déri- 
vée entre  deux  racines  consécutives  quelconques  de  la 
proposée  comprises  entre  »  et  fi  :  comme  aussi  entre  la  plus 
petite  de  ces  racines  et  « ,  et  entre  la  plus  grande  de  ces 
racines  et  p,  il  n'y  a  aucune  racine  de  la  dérivée.  Cela  étant, 
a.  doit  comme  un  nombre  très-voisin ,  mais  au-dessus  d'une 
racine,  rendre  X  et  X'  de  signes  contraires. 

Remarque.  Pour  la  manière  de  compter  les  variations , 
lorsque  les  hypothèses  x  =a,  Ji=p,  font  évanouir  une  ou 
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plusieurs  fonctions  de  la  suite ,  et  pour  les  conséquences  du 
Ihéorème,  f^oyez  l'ouvrage  de  Fourier,  ou  l'Algèbre  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  73  (t.  II,  p.  328) 

PAR.  la.  MATHIEU  (AUGUSTE), 

élève  de  malbématiques  spéciales  au  collège  Stanislas. 


Un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  la  corde 
d'une  conique  et  pour  sommet  un  point  fixe  dans  le  plan  de 
laconique,  l'enveloppe  de  l'hypoténuse  est  une  seconde  co- 
nique dont  un  des  foyers  est  au  point  fixe. 

Je  prends  pour  axes  des  coordonnées ,  les  parallèles  aux 
axes  principaux  de  la  conique  menées  par  le  point  fixe  et 
l'équ.ilion  de  cette  conique  est 

a}'+c:i'+dy  +  ej:+f=0.  (1) 

Soit  y  =  ntjc  +p  (2)  l'équation  d'une  sécante.  Je  vais  cher- 
cher la  relation  qui  doit  exister  entre  m  dp  ,  pour  que  les 
droites  qui  joignent  les  points  d'inlcrseclion  de  cotte  sécante 
avec  la  courbe  à  l'origine  soient  rectangulaires.  Or  si  (J^,,^.) 
(x,,  j',)  représentent  les  coordonnées  de  ces  points  d'intersec- 

lion ,  on  doit  avoir ,  pour  cela ,  —  = ^ ,  d'où  x,x^+y,y^ 

=  0  (3).  Reste  à  exprimer  les  produits  x^x^y.y,,  au  moyen 
de  m  et  p.    Dans  l'équatiou  (1) ,  je  fais  successivement 

y  =  mx+p,  X  = ,  et  il  en  résulte  deux  équations  à 

une  seule  inconnue  ;  l'une  en  x  ayant  pour  racines  les  abscisses 
,r,,jr,,  et  l'autre  en  j' ayant  pour  racines  les  ordonnées  j,,j>,. 
Ces  équations  sont 

X  {ani'+  c)  +  x{ )  -f-  ap'+  dp  +f—  0  , 

y  (ani'-'r  c)  +y  ( )  +  cp^—  emp  +  frn'  —  0 . 
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Les  derniers  termes  de  cps  équations ,  divisés  par  um^+c. 
sont  les  valeurs  des  produits  x.j:,  ,  j\y, ,  et  l'équation  (3j  se 
transforme  dans  la  suivante  : 

p'{a  +  c)+p{d  —  em)+/{i+ni')=0.  (i) 

Je  considère  actuellement  les  équations  (2)  et  (4) ,  et  pour 
avoir  le  lieu  cherché ,  je  commence  par  éliminer  p  entre  ces 
deux  équations  ;  après  quoi,  j'éliminerai  m  entre  l'équation 
finale  en  m  et  son  équation  dérivée.  Or ,  de  l'équation  (2)  je 
tire/>=j'  —  mx ,  et  substituant  dans  l'équation  (4),  je  trouve 

m'  [jc'ia  +  c)+ex  +/]  —  m[2xy  {a  +  c)+dx  +  ey]  + 
+y{a  +  c)  +  dy+f=0, 
dont  la  dérivée  est  * 

2m[x^{a  +  c)+ex  +/]  —  [2cry  (a+c)  +  dx  +  fr]  =  ». 

Tirant  la  valeur  de  m  de  cette  dernière  équation ,  et  la  por- 
tant dans  la  précédente ,  on  trouve  l'équation  du  lieu 

[2xy  [a+c)+  dx  +  ey]'~  i  [x"  {a  +  c)  +  ex  +f] 
[y{a  +  c  +  dy+/]=0. 

Si  on  développe  cette  équation ,  les  termes  du  quatrième 
et  du  troisième  degré  disparaissent,  et  il  reste  une  équation 
du  second  degré , 

j^'[e'—if{a+c)]+x'[d'—4/ia+c)]=zif+ifdr+ifex+2dexj-. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme ,  car 
si  on  ajoute  dy^+  e'x"  aux  deux  membres ,  le  second  mem- 
bre devient  le  carré  dedy  +  ex  +  2f,  et  l'équation  se  trans- 
forme dans  la  suivante  : 

^       ,       {dr  +  ex  +  -2n' 

équation  d'une  conique  dont  l'origine  est  un  foyer  et  dont  la 
directrice  voisine  est  la  droite  dy  +ex  +  ^i'=^0.  Or,  il  est 
remarquable  que  celte  droite  est  précisément  la  [lolairc  d  ■ 
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l'origine  par  rapport  à  la  conique  donnée.  l,cs  coordonnées 

du  centre  sont^  =  — ,  x  —  — -,  et  la  courbe  est 

2  (rt  +  c)  2[a+  c) 

facile  à  construire  avec  ces  données. 

Le  rapport  constant  de  la  distance  d'un  point  de  la  courbi' 
au  foyer  et  à  la  directrice ,  déduit  de  l'équation  (5) ,  est 


V 


„      ,  — ,  sur  quoi  on  remarquera  que  la  na- 

ture  de  la  conique  varie  avec  le  signe  de  if  (a  +  c) ,  et  on  éta- 
blirait sur  ce  signe  une  discussion  à  laquelle  je  ne  m'arrê- 
terai pas.  Je  ferai  toutefois  remarquer  que  lorsqu'on  a 
a  +  c  =  0 ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  conique  donnée  est  une 
hyperbole  équilatére ,  la  conique  trouvée  est  une  parabole. 

Lorsqu'on  ay=0,  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  point  donne 
est  un  point  de  la  conique  donnée,  l'équation  se  réduit  à 
i/jc  —  ey  =  0  ;  ce  qui  est  l'équation  de  la  normale  à  la  coni- 
que au  point  que  l'on  considère  :  cependant  alors  le  lieu  .<c 
réduit  à  un  point  unique  situé  sur  cette  normale.  {Nouv. 
u4nn.,i.  II,  p.  187.) 

Soit  ^  =  0 ,  e  =  0  ;  l'équation  se  réduit  à  ^"-f-  .v'=  — —^ 

a+c 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle  rapporté  à  son  centre ,  si 

—  / 
toutefois  — '—  est  une  quantité  positive  ;  mais  si  d  —  0  et 

e^  0,  c'est  que  le  point  donné  est  le  centre  de  la  conique 
donnée.  D'ailleurs ,  on  sait  que  lorsqu'un  lieu  est  engendré 
par  les  intersections  successives  d'une  droite,  la  droite  est 
tangente  en  chaque  point  à  la  courbe  qu'elle  engendre ,  on 
arrive  donc  à  ce  théorème  ;  Le  lieu  des  projections  du  centre 
d'une  conique  sur  les  cordes  qui  joignent  les  extrémités  do 
deux  diamètres  rectangulaires ,  est  un  cercle  concentrique  à 
celte  conique. 
Soient  A  et  B  les  demi-axes  principaux  de  la  conique  ;  dans 
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le  cas  de  l'ellipse,  on  aura  — ^/=  A'B',  a  ~  A',  b  —  B',  et 

AB 

le  rayon  du  cercle  sera  .  /        _,  ;  dans  le  cas  de  l'hypcr- 
K  A  +  B 

bole,  onaura— /=  —  A"B',  a  =  A',  ^  =  —  B',  et  le  rayon 

AB 

du  cercle  sera  .  ^  —\-,-  Ce  cercle  n'existe  donc  pas  lors- 
qu'on a  B<;Ai  et,  en  effet,  alors  l'angle  des  asymptotes 
tMant  plus  petit  que  90°,  de  deux  diamètres  rectangulaires, 
un  seul  peut  rencontrer  la  courbe. 

Note.  M.  Poncclet  a  découvert  ce  théorème,  pour  un  an- 
gle quelconque,  à  laide  de  sa  théorie  sur  les  centres  d'ho 
raologic  (Propriétés  projectives,  p.  279).  La  belle  démons- 
tration de  M.  Mathieu  ne  s'applique  qu'à  l'angle  droit.  Il 
serait  à  désirer  qu'on  eût  un  procédèanalytiquc  analogue  pour 
le  cas  général.  Lorsque  la  conique  donnée  se  réduit  à  deux 
droites ,  le  théorème  est  le  même  que  celui  qu'on  a  énoncé 
t.  II,  p.  536  i  il  fournit  une  description  organique  des  coniques, 
due  à  Maclaurin.  Si  par  les  extrémités  de  la  corde  mobile  . 
on  mène  deux  tangentes  à  la  conique  donnée,  le  lieu  de  leur 
intersection  est  encore  une  conique  ayant  même  foyer  et 
même  directrice  que  la  conique  donnée;  théorème  que 
M.  Poncclet  déduit  aussi  de  la  même  théorie.  Tm. 


DEMONSTRATION  DU  THEOREME  80.  (T.  III ,  p   40). 

PAR  M.  GOUaiS  (ÉI.IE), 

élevé  de  raatbématiques  spéciales  au  collège  Stanislas. 


Une  parabole  ayant  un  foyer  fixe  et  passant  par  un  point 
fixe,  le  lieu  du  sommet  est  une  èpicycioidc  eugendrée  par 
un  point  dune  circonférence  roulant  sur  une  circonférence 
de  même  rayon. 
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Je  prends  pour  origine  des  coordonnées,  le  foyer  donné,  et 
pour  axes  deux  droites  rectangulaires  dont  l'une,  l'axe 
des  X  ,  passe  par  le  point  donné  ;  je  désigne  par  y  l'abscisse 
de  ce  point.  L'équation  d'une  quelconque  de  ces  paraboles , 
ayant  pour  foyer  le  point  x  =  0 ,  j-  =  0 ,  pourra  se  mettre 
sons  la  forme  x" +y' =  {my-hrijc+py,   avec  la  relation 

nécessaire 

m'  +  7i'  =  i,  (1) 

my+nx  +p  étant  la  directrice  de  la  parabole.  Le  sommet  se 
trouvant  à  l'intersection  de  ia  courbe  avec  une  perpendicu- 
laire à  la  directrice  menée  par  le  foyer ,  les  valeurs  de  x  et 
de.)  ,  satisfaisant  h  la  fois  aux  deux  équations 

m 

X  +x  =  [my  +  nx+p)  .       y=—x, 

n 

équation  de  l'axe  de  la  courbe,  seront  les  coordonnées  du 
sommet.  Si  x,  et  y,  sont  ces  coordonnées ,  on  trouve  aisé- 
ment 

De  plus  la  courbe  passant  au  point  fixe ,  .z  =  0 ,  x  =  y ,  on 
aura  la  relation 

q'  =  [nq+pY  ~  n' q'  +'2pnq  +p'.  (4) 

L'élimination  de  m ,  n,p,  entre  les  équations  (1) ,  (2),  (3) 
et  (4) ,  donnera  la  relation  cherchée  entre  x,  et  y,. 

Les  équations  (2)  et  (3)  élevées  au  carré  ,  puis  combinées 

avec  la  relation «{IJ  donnent  y  =  x,^+y,\  D'ailleurs  de  lé- 

quation  (2) ,  on  déduit  np=z  —  '2x„  n'  =  — — : — -.     Substi- 

tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  et  réduisant  autant  que 
possible  ,  on  a  pour  équation  du  lieu 

a 

ij-:  +  -»■,')"  —  qx,  {x;+y:)  --  ^.)  ,'  =  0. 


—  126  - 

Or  si  l'on  cherche  l'équation  d'une  épicycloïde  engendrée 
\y,\r  un  point  d'une  circonférence  roulant  sur  une  circonfé- 
rence de  même  rayon  ,  en  prenant  pour  axes  des  coordon- 
nées ceux  qui  se  présentent  spontanément,  c'est-à-dire,  deux 
droites  rectangulaires  se  coupant  au  point  qui  décrit  le  lieu 
et  qui  est  supposée  commun  aux  deux  circonférences,  <'i 
l'origine  du  mouvement,  l'une  de  ces  droites,  l'axe  des  x, 
étant  diamètre  du  cercle  fixe,  on  trouve  pour  équation  de 
l'épicycloïde 

( y'  +  x'/  +  irx  {x'  +y)—iry  =  0 , 

r  étant  le  rayon  commun  aux  deux  circonférences. 

Cette  équation  devient  identique  avec  la  précédente,  si 
1  on  fait  7  =  —  4r.  D'où  l'on  conclut  que  le  lieu  du  sommet 
de  la  parabole  est  le  lieu  décrit  par  un  point  d'une  circonfé- 
rence roulant  sur  une  circonférence  fixe  et  de  même  rayon  ; 
le  centre  de  la  circonférence  fixe  étant  situé  au  quart  de  la 
droite  qui  joint  lo  foyer  au  point  donné,  à  partir  du  foyer, 
el  le  foyer  étant  lui-même  le  point  de  la  circonférence  fixe 
qui  sert  d'origine  au  mouvement. 

Démonstration  géométrique  de  la  même  question  (fig.  17). 

F  et  P  étant  le  foyer  et  le  point  donnés ,  je  considère  l'une 

des  paraboles  ayant  pour  foyer  F  et  passant  au  point  P.  Soit 

DD'  sa  directrice ,  et  O  le  centre  du  cercle  qui  a  pour  dia- 

FP 
mètre  — .  Par  le  point  O ,  je  mène  OB  parallèle  à  l'axe ,  et 

au  point  B  la  tangente.  Cette  tangente  divisera  SF  en  deux 
parties  égales.  En  effet,  Its  triangles  PFP',  et  BOF  étant 
isocèles  et  ayant  un  angle  égal  BOF=FPF  sont  semblables. 
Donc  les  trois  points  F,  B,  P',  sont  en  ligne  droite;  mais 
alors  les  triangles  FBC ,  FP'A  sont  semblables  et  par  consé- 


—  127  — 

quent  =-  =  rr—^.  Mais  la   similitude  des  triangles  BOF , 

FB        FO       1 
fPF  donne —,==pp==:^. 

Donc  CF=:-FA    Donc  le  point  C  est  le  milieu  de  FS. 

4 

De  là  résulte  l'égalité  des  triangles  BSC,  DGF. 

Alors  si  je  prolonge  OB  d'une  quantité  0'B  =  OB,  et  si 
je  décris  le  cercle  ayant  O'  pour  centre  et  O'B  pour  rayon , 
c'est-à-dire  le  cercle  tangent  au  cercle  O ,  ce  cercle  devra 
passer  au  point  p;  caries  triangles  O'BS,  OBF  sont  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  O'BS  =  OBF ,  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc  0'S=0'B  =  OB. 
Mais  alors  les  arcs  BS ,  BF  des  cercles  égaux  Cet  O',  sons- 
tendus  par  des  cordes  égales  BF  =  BS  seront  égaux.  Donc 
le  point  S  sera  un  point  de  l'épicycloïde.  C.  Q.  F.  D. 

Noie.  M.  Mesnard  (A.) ,  élève  du  collège  Charlemagne, 
démontre  le  même  théorème  en  prenant  le  point  fixe  pour 
origine ,  et  cherchant  d'abord  le  lieu  des  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  foyer  sur  les  directrices;  et  de  là, 
le  lieu  des  sommets,  qu'il  compare  au  lieu  connu  des 
épicycloïdes. 

M.  Bispal,  élève  du  collège  de  Rouen,  fait  usage  des 
coordonnées  polaires.  Nous  donnerons  sa  solution  prochai- 
nement. 


QUESTION  DE  PHYSIQUE  {Éc.  normale). 
Théorie  des  vapeurs. 

PAR  M.  MATHIEU  DAURIAC  , 

Professeur  de  mathématiques. 

Tout  le  monde  sait  que,  lorsqu'un  liquide  est  contenu 
dans  un  vase  complètement  fermé ,  il  se  forme  une  quantité 


—  128  — 

de  vapeur,  de  ce  liquide ,  capable  de  saturer  l'espace  laissé 
libre ,  pour  la  température  à  laquelle  se  trouvent  et  le  li- 
quide et  l'enceinte. — Si  l'on  vient ,  par  un  moyen  quelconque, 
à  élever  la  température ,  l'on  sait  encore  que  l'espace  saturé 
primitivement  ne  l'est  plus  et  qu'il  est  nécessaire  pour  le 
saturer  de  nouveau,  qu'une  seconde  quantité  de  liquide 
passe  à  l'état  «le  vapeur. — C'est  le  poids  du  liquide,  vaporisé 
en  second  lieu  ,  que  je  me  propose  do  calculer  ;  et  comme  ce 
poids  n'est  point  le  même  dans  toutes  les  circonstances ,  je 
distinguerai  trois  cas  principaux  : 

I.  On  donne  une  sphère  en  cuivre  mince,  portant  une 
tubulure  que  l'on  peut  hcrméliquemeut  fermer  et  qui  sert 
à  l'introduction  d'uu  liquide  donné,  de  l'eau,  par. exemple; 
la  sphère  ne  contenant  que  de  l'air  sec,  on  y  verse  un  vo- 
lume donné  d'eau  el  on  la  ferme.  Au  bout  de  quelque  temps 
réquiiibredetempéralureentrelasphércel  l  eau  étant  établi , 
la  satura  tion  dans  l'espace ,  différence  des  volumes  de  la  sphère 
et  du  liquide,  étant  parfaite ,  l'on  observe  la  température ,  qui 
est  de  r  ;  l'on  chauffe  alors  la  sphère  et  la  température  s'élève 
jusqu'à  T';  par  là  une  nouvelle  saturation  se  produit  et  l'on 
demande  le  poids  du  liquide  qui  s'est  vaporisé  en  second 
lieu. 

II.  La  sphère  est  pleine  d'air  saturé  de  vapeur  à  la  tempé- 
rature initiale  r  ;  on  y  verse  un  volume  donné  d'eau  à  t"  et 
on  la  ferme.  La  température  de  l'enceinte  et  de  l'eau  étant  la 
même ,  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide, 
se  trouve  saturée  à  f,  indépendammeiit  de  l'eau  introduite. 
On  porte  la  température  à  T°,  et  une  nouvelle  saturation  se 
produit  ici  aux  dépens,  du  liquide  versé;  l'on  demande  le 
poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée. 

III.  La  sphère  est  pleine  d'air  à  un  certain  état  hygromé- 
trique ,  on  y  verse  de  l'eau  et  on  ferme ,  la  température  est 
r  ;  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide  se 
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salure  bientôt  de  vapeur  pour  cette  température.  Alors  on 
chauffe  jusqu'à  la  température  T»  ;  et  une  nouvelle  saturation 
ayant  lieu,  on  demande  le  poids  du  liquide  qui  s'est  vaporisé, 
dans  le  passage  de  la  température  t  à  la  température  T. 

Les  énoncés  de  ces  trois  problèmes  étant  ainsi  posés,  je 
vais  m'occuper  de  lour  résolution  ;  et  d'abord  du  premier, 
parce  que  la  marche  à  suivre  sera  la  même  pour  les  deuxième 
et  troisième ,  et  qu'il  présente  moins  de  difficultés. 

I. 

r  Le  volume  de  la  sphère  étant  représenté  par  V,  à  0°,  il 
s'ensuit  qu'à  T°,  ce  volume  devient  V,  (t-{- AT),  A-  étant  le 
coefficient  de  dilatation  cubique  du  cuivre  pour  chaque  degré 
centigrade.  De  même  a  r,  ce  volume  devient  V,  (  1  +  kt). 

2°  Le  volume  de  l'eau  renfermée  dans  la  sphère  étant  re- 
présenté par  V„  à  4°,  1  ;  ce  volume  devient  V„  (  1  +>)  à  la 
température  To  ;  X  exprimant  l'accroissement  de  l'unité  de 
volume  de  l'eau,  prise  à  son  maximum  de  densité,  pour  la 
température  T°.  De  mémo  V„  (  t  +  V  )  exprimera  ce  volume 
àt°. 

3°  Cela  posé,  le  volume  de  l'eau  qui  se  réduira  en  vapeur, 
sera  celui  qui  est  capable  de  saturer  l'espace  Nr=V,  (1  -(-  AT) 
—  V„(l  +  >)  ;  V^us  le  volume  de  l'eau  qui  devra  saturer  l'es- 
pace occupé  par  cette  eau  qui  vient  de  se  vaporiser  ;  flui  le 
volume  de  l'eau  capable  de  saturer  le  nouvel  espace,  laissé 
libre  par  l'eau  qui  s'est  vaporisée  en  second  lieu ,  et  ainsi  de 
suite  à  l'inflnij  moin^  le  volume  de  l'eau  qui  saturait  de 
vapeur  l'espace  J\'  =  V.(H-AO  — ¥,,(1 -f  V)  à  la  tempéra- 
ture initiale  t\  volume  que  j'estimerai  comme  je  viens  de  le 
dire  pour  celui  qui  sature  N  à  la  température  finale  T. 

Nommant  donc  x*,  le  volume  de  l'eau  qui  doit  saturer  de 

N 
vapeur  l'espace  N  ;  je  trouve  pour  son  expression ,  x"  =  —, 

m 

Ann.  de  Matiiëm.  III  10 
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«n  appelant  m,  le  volume  de  Tapeur  que  donne  un  cenlimètre 

cube  d'eau  dislillée,  prise  à  4°,1  et  portée  à  T"  ;  il  est  facile 

de  voir  que  j'obtiens  celte  expression  en  me  servant  de  la  loi 

de  Oahon  ;  les  quantités  de  vapeur  émises  par  un  même  liquide 

dans  les  mêmes  circonstances  sont  proportionnelles  aux  espaces 

à  saturei' 

Actuellement,  si  je  nomme  x'^  la  quantité  d'eau  en  volume 

qui  sature  de  vapeurs  à  T",  l'espace  .r«,  je  trouve  par  les 

■r  N 

mêmes  considérations  a/»  =  —ou  bien  x'„  =— r.  Les  expres- 

m  m' 

sions  x'o  ,  x"'v..  Jr„„.  ..  sont  toutes  de  la  même  forme, 
chacune  d'elles  est  épalc  à  la  précédente  divisée  par  m,  ce. 
qui ,  en  remplaçant  lu  précédente  par  sa  valeur,  donne  une 
suite  de  fractions  dont  le  numérateur  est  le  mêmeN,  et  dont 
les  dénominateurs  sont  les  diverses  puissances  de  m.  On  voit 
donc  que  la  valeur  de  X»  ,  c'est-à-dire  le  volume  de  l'eau  à 
4°,1 ,  qui  sature  à  T°  l'espace  N  de  vapeur,  est  la  somme  des 
termes  d'une  progression  géométrique  décroissante  à  l'infini , 

dont  le  premier  terme  est  x^  et  la  raison  - ,  son  expression 

m 

sera  donc 


4°  En  suivant  la  même  marche ,  il  est  évident  que  l'exprès-. 

sion  du  volume  d'eau  à  4°,1 ,  qui  doit,  étant  porté    à   t° , 

saturer  de  vapeur  l'espace  N',  sera  identiquement  de  même 

forme  et  donnera 

N' 
(2)  X«=-^— -. 

m —  1 

5°  En  retranchant  de  la  première  expression  la  deuxième, 

on  trouve 

Nlm—l)  —  lS'{m  —  i] 


\^  —  Ay  —  A  D 


(m  — 1)(m'  — 1) 
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pour  l'expression  du  volume  d'eau,  à  son  maximum  de 
densité ,  qui  sature  de  vapeur  la  sphère ,  lorsque  la  tempé- 
rature de  t"  devient  T". 

Pour  passer  de  cette  expression  du  volume  à  celle  du 
poids ,  on  n'a  qu  à  multiplier  ce  volume  par  la  densité  de 
l'eau  à  4°,1 ,  que  j'égale  à  l'unité.  Donc,  la  formule  précé- 
dente exprime  aussi  le  poids  du  volume  d'eau  qui  sature  de 
vapeur  la  sphère,  lorsque  cette  eau  passe  de  la  température  i 
à  la  température  T. 

II. 

1°  Dans  ce  second  cas,  lorsqu'on  verse  l'eau  à  r,  la  sphère 
se  trouve  déjà  pleine  d'air  saturé  de  vapeur  à  cette  tempé- 
rature ,  par  conséquent  à  mesure  que  l'eau  s'introduit,  un 
volume  d'air,  égal  au  sien ,  s'échappe  en  emportant  sa  va- 
peur, de  telle  sorte  que,  lorsque  toute  1  eau  est  versée  et  au 
moment  où  l'on  ferme  la  sphère,  il  ne  reste  pins  dans  l'es- 
pace laissé  libre  que  de  l'air  à  la  pression  barométrique  de 
l'air  extérieur,  et  à  la  température  ambiante,  mais  parfai- 
tement salure  à  celle  température.  Dés  lors  le  poids  de  va- 
peur, qui  saturera  la  différence  des  volumes,  est  indépen- 
dant du  volume  d'eau  introduit  et,  d'après  la  loi  de  Dallon, 
est  proportionnel  à  col  espace;  on  a  donc  pour  son  expres- 
sion 

V    -^' 
ni 

i'  Actuellement  la  quantité  de  vapeur  qui  saturera  l'es- 
pace N,  sera  celle  qui  le  saturerait  à  T°,  moins  celle  qui  le 
saturail  déjà  à  r. 

Or ,  si  l'on  suppose  qu'une  couche  mince  de  liquide ,  se 
produise  spontanément  en  vapeur  ,  et  en  quantité  suffisante 
pour  saturer  à  T"  l'espace  N,  supposé  sec,  en  laissant  la 
placé,  occupée  précédemment  par  celte  couche,  complète- 
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nieiU  >  ide  ;  1  oxpressiun  de  son  poids  sera  p  =  — .   Par  con- 

soquont  la  quantité  d'eau  ,  prise  sur  l'eau  introduite ,  qui 
salure  de  vapeur  l'espace  N,  est 

_   _  N       N'  _  N»i'— K';» 

Xk  ;■  j . 

»!        m  mm 

Maintenant  il  ne  reste  plus  qu'à  saturer  l'espace  laissé 
libre  par  la  couche  mince  d'eau  qui  s'est  vaporisée;  mais  son 

expression  est,  comme  nous  le  savons  déjà  jt'ç  = — .  La 
quantité  qui  saturerait  l'espace  laissé  libre  par  cette  nou- 
velle couche  d'eau  vaporisée  est  x"v  =  — -  ,  et  ainsi  de  suite 

m 

à  l'infini.  De  telle  sorte  que  les  expressions  x„  ,  x\  ,  x"«  ... 
j7-"« sont  toutes  de  même  forme  et  constituent  une  pro- 
gression géométrique  décroissante  à  l'infini ,  dont  le  premier 

terme  est  x«  ,  et  la  raison  -En  en  faisant  la  somme,  on 

m 

aurait  donc 

iV»j'  — N'mX 

W         )       Nm'  —  'N'm 


a- 


(-^) 


m'  (m  —  1  ) 


Pour  le  poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée  pour  saturer  à  T», 
la  sphère,  de  vapeur. 

III. 

l»  La  sphère  étant  pleine  d'air  à  un  état  hygrométrique 
marqué  par  «  degrés  de  rhygromètrc  de  Saussure  et  à  une 
température  /",  l'on  verse  le  volume  donné  d'eau  et  l'on 
ferme,  de  sorte  qu'il  ne  reste  plus  dans  la  différence  des 
volumes  de  la  sphère  et  de  l'eau ,  que  de  l'air  dans  les  con- 
dilions  indiquées. 

Le  volume  à  salun  r  d'abord  à  f  est  N',  et  la  quantité  de 
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vapeur  qui  devra  saturer  cet  espace  est  celle  qui  le  sature- 
rait s'il  était  parfaitement  sec ,  moins  l'eau  hygrométrique  , 
existant  déjà  dans  la  sphère. 

Or,  si  l'on  cherche  dans  la  table  des  tensions  de  la  vapeur 
d'eau  correspondantes  à  chaque  degré  de  l'hygromètre ,  table 
construite  par  M.  Biot,  sur  les  données  expérimentales  de 
M.  Gay-Lussac,  la  tension  a  correspondante  à  a  degrés; 
les  quantités  de  vapeur  renfermées  dans  le  même  espace  et  à  la 
même  température  étant  entre  elles  comme  les  tensions,  il 
s'ensuit  que  a  peut  représenter  en  même  temps  que  la  ten- 
sion de  la  vapeur,  la  quantité  de  vapeur  qui  aurait  celte 
tension  et  qui  serait  contenue  dans  l'unité  de  volume,  en 
appelant  100  le  poids  de  vapeur  qui  le  saturerait.  Par  con- 
séquent la  quantité  de  vapeur  qui  se  trouve  dans  un  espace 

donné  est  les  — —  de  celle  qui  le  saturerait  à  la  température 
indiquée. 
Cela  posé    le  poids  de  vapeur  qui  sature  à  t°  l'espace  W, 

N' 
est  7  =:  —  i  et  celui  qui  se  trouve  dans  J\'  lorsque  l'hygro- 

aç  alN' 

mètre  marque  a  degrés,  est  g  —  -— ^  =  ,  ;    do    là    on 

'  *  ^         100         100m' 

tire 

«'(100— a) 


q  —  q    = 


lOOw' 


pour  le  poids  de  vapeur  qui  saturerait  à  i"  l'espace  N',  si 
l'eau  en  se  vaporisant  n'avait  laissé  un  nouvel  espace  à  sa- 
turer; or  ici ,  comme  dans  le  cas  précédent ,  la  couche  d'eau 
qui  s'est  vaporisée  a  laissé  sa  place  parfaitement  vide  et 
sèche,  donc  la  quantité  de  vapeur  qui  saturera  cet  espace 
lui  est  proportionnel  et  est  exprimé  par 
7        N'(iOO  — rt) 


m'  1 00m" 
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le  poids  de  vapeur  qui  saturerait  ce  nouvel  espace  •/',  laissé 
libre,  serait  de  même  forme  et  égal  à 

V'         N'(100—  rt) 


m'  iOQni 


et  ainsi  de  suite  à  linfini.  II  est  aisé  de  voir  que  là  encore  , 
le  poids  de  vapeur  qui  saturera  à  t  la  différence  des  volumes 
delà  sphère  et  de  l'eau,  est  la  somme  d'une  progression 

géométrique  dont  le  premiertcrmeeslvct  laraison— 7,  et  que 

l'expression  de  ce  poids  est 

_]N'(100-a) 

•2°  Attuollcnient ,  la  sphère  étant   toujours  pleine  d  air 

contenant  de  la  vapeur  d'eau,  si  l'on  y  introduit  le  volume 

donné  d'eau ,  que  l'on  ferme  et  que  l'on  recherche  le  poids 

de  vapeur  qui  saturerait  à  T"  la  différence  des  volumes  de 

la  sphère  prise  à  0°,  et  de  l'eau  prise  à  4,1  ,  en  ne  tenant 

pas  compte  pour  un  moment,  des  espaces  successifs  laissés 

libres  par  l'eau  qui  se  vaporise ,  on  trouve  en  appelant  K 

l'espace  à  saturer  et  g'  le  poids  d'eau  hygrométrique  existant 

déjà  dans  N , 

N  ,        lOONm'  — flN'/n 


"       m       ^  iOOnini 

Mais  si  l'on  tient  compte  des  diverses  quantités  d'eau  qui 
se  sont  vaporisées  pour  saturer  les  espaces  -td  ,  x'v  ,  x'^  , 
x"'v, -T"^ ,  il  est  facile  de  voir  que  ces  quantités 

sont  les  divers  termes  d'une  progression  géométrique  décrois- 

1  , 
santé  à  l'infini,  dont  .r^  est  le  premier  terme  et  -  la  raison, 

'  m 

et  que  la  somme  de  tons  ces  termes  représente  la  quantité  de 
vapeur  qui  sature  l'espace  N  à  T".  En  faisant  donc  celte 
somme,  on  aura  . 
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/lOONwt  — aN'm^ 

\        lOOmm'        /  _  lOONm'— aN'/7» 

A»  = 


('-:) 


iOOm{m—l) 


Or ,  il  est  évident  que  X„  est  (rop  grand  de  la  quantité 
X'e  de  vapeur  qui  saturerait  l'espace  N'  à  t°  ;  faisant  la 
soustraction ,  on  obtient  l'expression 

Q=X„— X„= 

_100Nw'(m'  — 1)— aN'ffl(/n'— 1)— NV»'(m'— 1)(100— g) 
""  100w'(m'— 1)(m— 1) 

pour  le  poids  de  vapeur  qui  sature  la  différence  dos  volumes 
de  la  sphère  et  de  l'eau ,  lorsqu'on  porte  la  température  de  t" 
à  T°,  celle  différence  de  volumes  étant  remplie  d'air  à  nn 
état  hygrométrique  marqué  par  a  degrés. 

Ce  cas  est ,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  plus  général  ;  il 
présente  aussi  la  formule  la  plus  compliquée ,  mais  qui  a  l'a- 
vantage de  renfermer  celles  de  1  et  de  II.  En  effet,  pour  pas- 
ser de  ce  cas-ci  au  I ,  on  n'a  qu'à  supposer  l'air  parfaitement 
sec  ,  et  par  conséquent  à  égaler  à  zéro  a ,  alors  : 

_100Nm  (m'— 1)— N'OT'(m— 1)100  _  N(/?i'— l)-N'f/n— 1) 
^  lOOmV't'  — !)('«— 1)  ~       {m'—l)[m—\)      ' 

ce  qui  est  bien  la  première  formule 

Si ,  au  contraire ,  on  fait  a  =  100,-  ce  qui  suppose  l'espace 
saturé  déjà  à  f,  on  a  : 

IOONto' (m'— 1)—100N' /«(/«'— 1)  _  Nm'—'H'm 
^~  t00/n'(m'— !){'«— I)  ~'~^'{m—i)  ' 

ce  qui  est  bien  encore  la  deuxième  formule. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  m  et  m'. 

J'ai  déjà  dit  que  m  et  m'  étaient  les  espaces  saturés  par  un 
gramme  de  vapeur  d'eau  aux  terapcralurcsT  et'  ;  si  on  appelle 
donc  ^la  densité  de  la  vapeur  à  T%  et  d'  celte  densité  à  i". 
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on  aura  m=  -et  m'=  —.  Mais  ces  deux  expressions  élanl 
d  a 

de  même  forme,  je  vais  seulement  m'occuper  de  m. 

Or,  la  densité  de  l'air  à  0°  et  sous  la  pression  normale 

0",760  étant  0,0012991  ;  celle  de  l'air  à  T"  et  sous  la  prcs- 

0,001^991  X/'.  ,     .      -, .j   , 

sion  h  est  — ^  ,  et  comme  la  densité  de  la  va- 

760(14-0,00366.T)' 

peur  d'eau  est ,  d'après  lis  calculs  de  M.  Gay-Lussac,  corri- 
gés du  coefficient  de  dilatation  des  gaz,  les  0,620  de  celle  de 
l'air  placé  dans  les  mêmes  circonstances,  il  s  ensuit  que 

760         (  1+0,00366. T)  ....  . 

m  = .  — —  centimètres  cubes, 

Il        O,620X0,001-_>99t 

ou  bien,  tout  calcul  fait, 

(1+0,00366.T) 

m  =:  943581  ^^ —, • 

« 

>  centimètres  cubes». 
(1-1-0,00366.1) 
De  môme,  m  =  943581  '—r, 

Si  l'on  reprend  actuellement  les  trois  formules  que  j'ai 
données  pour  le  poids  de  vapeur  qui  sature  la  sphère  dans  le 
passage  de  la  température  t  à  la  température  T,  et  que  l'on  y 
substitue  les  valeurs  de  N  et  de  N',  ces  formules  deviennent  : 

__(m'-l)  I  V,(1-fCT)— Vo(l+V;  !  — (m— 1)  j  V.(l-t-AO-V„(l-)-X') 


II.  Q= 


(w— l)(m'— 1) 

m'\\,:\+k'ï]-\\(\+\)\-m\y,[i+kt)—yj\+-^}\ 


m'{in—\) 

100«'(m'— 1)  !  V,(1+^T)— V„(1+).)  j  —am(m:—\) 

ITT    O  — ■ ■ 

^~       '  lOOm'K— 1) 

|V,(l+A-T)-Vo(l+).']i-w'(>»-l)(100-^){V.f1+A7)-V„(1-H).'){ 

(m-1). 
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Si  l'on  voulait  faire  une  application  numérique  de  l'une 
quelconque  de  ces  formules,  il  n'y  aurait  plus  qu'à  calculer 
les  valeurs  de  m  et  de  /«',  et  à  les  substituer  dans  l'expres- 
sion dont  l'on  voudrait  faire  usage.  Alors ,  dans  ces  formules, 
h  et  II  désigneraient  des  colonnes  de  mercure  comptées  en 
millimètres,  d'après  la  table  de  Dal- 
ton  [tensions  de  la  vapeur  d'eau). 

k le  coefficient  de  dilatation  cubique  du 

cuivre  pour  1  "  centigrade,  il  est  à  peu 
près  =0,00005154,  d'après  MM.  Du- 
long  et  Petit. 

X  et  V les  accroissements  de  volume  de  l'unité 

de  volume  deau,  prise  à  4°,1,  pour  les 
températures  T  et  «.  On  les  prendra 
dans  la  table  de  HallstrOm. 

T  et  r des  degrés  centigrades  donnés  par  des 

thermomètres  à  mercure. 

0,00366 le   coefficient   de    dilatation  des   gaz, 

donné  en  même  temps  par  MM.  Ré- 
gnault ,  en  France ,  et  Magnus ,  en  Al- 
lemagne. 
Enfin,  a la  tension  de  la  vapeur  d'eau  correspon- 
dante au  degré  observé  de  l'hygromètre 
de  Saussure.  On  devra  prendre  cette 
valeur,  comme  je  l'ai  déjà  dit ,  dans  la 
table  de  MM.  Biot  et  Gay-Lussac. 

J'ai  donné  ces  détails,  parce  que,  dans  quelques  cas,  on 
peut  avoir  besoin  de  rechercher  le  poids  de  la  vapeur  d'eau 
qui  sature  un  espace  donné ,  et  que,  sous  ce  point  de  vue,  ils 
pourraient  être  utiles  aux  physiciens,  indépendamment  de 
l'intérêt  que  présentait  cette  recherche  comme  application 
du  calcul  à  la  physique. 
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Dans  la  célébration  des  mystères  d'Eleusis ,  on  entendait 
par  intervalle  la  voix  de  l'Hiérophante  qui  s'écriait  :  «jxoxWov, 
o/.oTtaov  ;  obscurcissez ,  obscurcissez.  Nous  vivons  à  une 
époque  où  beaucoup  d'écrivains  aspirent  à  jouer  le  rôle 
d'Hiérophaule  dans  les  lettres,  la  philosophie  ,  et  dans  les 
sciences.  11  semblerait  que  les  mathématiques  où  In  clarté 
est  le  mérite  essentiel,  dominant,  devraient  être  à  l'abri  de 
cette  invasion  ténébreuse  ;  car  les  sciences  exactes  ne  re- 
posent que  sur  des  notions  nndentes  ;  dans  cette  qualiGcation 
on  trouve  la  racine  videre,  voir  :  une  proposition  est  évidente 
quand  ou  la  voit  clairemeut.  Toutefois .  les  mathématiques 
aussi  sont  entamées  par  le  fléau  égyptien.  H  y  a  certains 
auteurs  qui  vous  prennent  une  notion  simple,  admise  par 
tout  le  genre  humain,  et  sur  laquelle  vous  obtiendriez  même 
réponse,  d'un  Chinois,  d'un  Canadien,  d'un  Patagon;  vous 
prennent  celte  notion  et  raisonnent,  raisonnent ,  raisonnent 
tant  et  tant  qu'à  la  (in  vous  n'y  entendez  plus  rien  :  unedé- 
monsir.Tlion  est-elle  facile  à  comprendre ,  à  retenir,  bien 
vile  ils  la  remplacent  par  une  autre  ^  compliquée,  hérissée 
de  difficultés,  apprise  péniblement  aujourd'hui  pour  être 
oubliée  demain.  Voltaire  dit  qu'un  métaphysicien  est  con- 
tent quand  il  est  parvenu  à  donner  un  violent  uial  de  tête  à 
son  lecteur.  Les  auteurs  dont  nous  parlons,  convoitent  ce 
même  genre  de  contentement,  aussi  il  faut  quelquefois  une 
forte  contention  d'esprit,  pour  suivre  telle  exposition  du 
calcul  différentiel  ;  quel  est  le  résultat  ?  Auparavant  vous 
saviez  que  le  coefficient  différentiel  de  x''  est  2x;  et  mainte- 
nant vous  savez  que  2jc  est  le  coefficient  différentiel  de  x'  ; 
de  sorte  qu'après  mille  peines ,  votre  instruction  ne  s'est  pas 
agrandie  do  la  valeur  d'un  centime  ;  ce  désappointement  se 
rencontre  non-seulement   dans  les  théories  élevées ,  mais 
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encore  dans  la  partie  élémentaire,  destinée  aux  jeunes  gens 
qu'il  faut  attirer  vers  la  science  et  qu'on  dirait  vouloir  en 
dégoûter  par  une  rigueur  fallacieuse ,  rebutante.  On  leur 
fait  démontrer  qu'une  droite  unie  n'a  qu'un  milieu  ;  qu'on 
ne  peut  sortir  d'une  enceinte  fermée  de  toute  part,  qu'en 
perçant  l'enceinte  ;  et  encore  d'autres  vérités  de  môme 
acabit.  En  continuant  ainsi ,  nous  mettrons  tant  d'esprit 
dans  l'enseignement,  qu'il  n'y  aura  plus  de  place  pour 
le  bon  sens.  Je  regarde  donc  comme  une  bonne  fortune 
de  rencontrer  des  livres  où  les  défauts  que  nous  venons 
de  signaler,  sont  soigneusement  évités,  et  où  brillent  des 
qualités  opposées  :  tel  est  celui  dont  nous  allons  présenter 
une  analyse  succincte.  Le  titre  de  l'ouvrage  est  déjà  un  pro- 
grès; il  annonceque  l'auteur  adopte  l'idée  newtonienne  ,  que 
l'arithmétique  et  l'algèbre  ne  forment  qu'une  seule  science, 
et  que  la  première  quoique  devant  précéder,  est  pourtanlcom- 
prise  comme  cas  particulier  dans  la  seconde.  On  ne  saurait 
donc  trop  tôt  aborder  l'arithmétique  universelle,  et  IM .  Four- 
nierditavec  raison  dans  sa  préface  :  «convaincu  que  les  jeunes 
gens  destinés  à  de  fortes  études  ne  sauraient  trop  tôt  se  fa- 
miliariser avec  les  pratiques  de  l'algèbre,  j'ai  placé  les  quatre 
opérations  fondamentales  sur  les  quantités  algébriques  à  la 
suite  des  mêmes  opérations  sur  les  nombres  abstraits.  »  En 
effet,  les  jeunes  gens  destinés  aux  fortes  études,  doivent  né- 
cessairement apprendre  l'algèbre  ;  dès  lors ,  pourquoi  ne 
pas  se  servir  avec  eux  de  cet  admirable  instrument  pour  fa- 
ciliter l'arithmétique?  L'avantage  de  cet  instrument  consiste 
à  représenter  des  phrases  très-longues ,  par  un  petit  nombre 
de  signes  et  à  renfermer  une  foule  de  cas  particuliers  ,  en 
une  seule  expression  générale.  Pourquoi  donc  conserver 
cette  phraséologie  et  ces  discussions  enchevêtrées  qui  ne  pro- 
duisent qu'un  embonpoint  stérile ,  une  perte  de  temps.  On 
répond  que  les  opérations  symboliques  par  leur  extrême  fa- 
cilité ,  tendent  à  énerver  l'esprit  ;  tandis  que  la  forme  dialecti- 
que le  renforce,  l'accoutume  aux  déductions  abstraites.  Mais 
il  régne  ici  une  étrange  confusion  dans  les  termes  ;  la  force 
de  l'esprit  a  pour  but ,  d'arriver  à  la  vérité  par  le  chemin 
|c  plus  court;  prendre  le  plus  long,  pour  rester  plus  long- 
temps en  chemin  ,  c'est  fausser  lesprit  ;  ce  n'est  pas  de  la 
vigueur  que  vous  obte-icz,  mais  de  la  fatigue.  Certes  ,  toutes 


—  uo  — 

nos  facultés  physiques,  intellectuelles,  morales  m(?me,  pour 
acquérir  ili'  l'intensité,  ont  besoin  d'une  certaine  gymna- 
stique, ni.'iis  d'une  gymnastique  rationnelle;  ainsi,  pour  les 
matheuialiques,  clic  est,  je  le  répète,  dans  les  propositions 
intrinsèquement  difficiles;  telles  sont  les  propriétés  des  nom- 
bres qui  composent  Tarithmologic;  mais  vouloir  fonder  une 
gymnastique  en  rendant  difficiles,  longues,  des proposi lions 
faciles  et  courtes ,  me  parait  une  dépravation  pédagogique. 

M.  Fournicr  rend  donc  service,  en  exposant  d'une  manière 
claire  les  notions  primitives ,  et  en  procédant  toujours  par 
la  voie  la  plus  simple,  la  plus  directe ,  la  mieux  adaptée  à 
l'état  actuel  de  nos  connaissances.  L'ouvrage  est  divisé  en 
deux  parties  et  subdivisé  eu  quatorze  livres;  la  première, 
du  genre  mixte,  est  principalement  consacrée;  aux  nombres 
chiffrés;  c'est  l'arithmétique,  clic  contient  les  livres  de  1  à 
VII;  la  deuxième  partie,  aussi  du  genre  mixte,  est  principale- 
ment consacrée  aux  équations  et  aux  nombres  représentés 
par  des  lettres;  c'est  lalgèbre en  sept  livres  de  VIII  à  XIV. 

Dans  le  premier  livre,  on  indique  les  définitions  prélimi- 
naires, la  numération  des  nombres  entiers,  fractionnaires 
ordinaires  et  décimaux  ,  et  la  numération  romaine  ;  le  tout  en 
quinze  pages  ;  certains  auteurs  consacrent  à  ces  objets  qua- 
rante pages,  sans  être  aussi  complets,  ni  plus  satisfaisants. 

Le  deuxième  livre  eu  huit  pages ,  donne  les  quatre  opéra- 
tions fondamentales  sur  les  nombres  entiers,  leurs  usages  et 
les  théorèmes  sur  les  produits  et  les  quotients.  — La  division 
est  développée  d'une  manière  rigoureuse  et  facile;  on  y  lit 
la  remarque  suivante  (p.  67.  )  très-utile  et  qui  me  parait 
neuve  :  >•  Quand  on  trouve  un  reste  égal  au  chiffre  qu'on  vé- 
rifie, ou  plus  grand,  il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  ce  chiffre 
n'est  pas  trop  fort.  »  Dans  le  livre  précédent,  on  fait  déjà 
usage,  et  avec  raison,  de  tous  les  signes  algébriques.  Le 
troisième  livre  de  quarante-six  pages,  donne  les  notions 
préliminaires  sur  les  signes ,  sur  la  théorie  des  quantités  po- 
sitives et  négatives,  et  les  quatre  opérations  algébriques, 
sur  les  monômes  et  les  polynômes  (1)  ;  la  notation  des  expo- 
sants positifs ,  négatifs  ;  la  théorie  des  puissances  et  des  ra 
cines.  Il  y  a  des  considérations  sur  les  fonctions  qui  sont  peut- 
être  prématurées. 

(I)  L'Acddcoiie  ccril  polynôme  avec  l'accent  circonncjc.ct  polygone  sans 
accent.  L'étymolopie  prescrit   le  contraire. 
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Le  livre  lY  (46  pages)  trailc  des  diviseurs,  du  plus  grand 
commun  diviseur  et  de  la  divisibilité  des  nombres.  Les  pro- 
priétés convenables  au  sujet  sont  indiquées  et  rigoureuse- 
ment démontrées;  il  manque,  ainsi  que  dans  tous  les  traités 
élémentaires,  les  procédés  souvent  utiles  pour  trouver  com- 
bien un  nombre  est  précédé  de  nombres  premiers  à  son  égard, 
l'unité  comprise  ;  observation  essentielle.  L'expression  le 
plus  grand  commun  diviseur,  si  longue,  si  incommode,  est 
d'un  usage  trés-fréquent ,  ne  pourrait-on  pas  la  remplacer 
p.ir  un  seul  mot?  la  division  a  reçu  son  nom  d'une  des  appli- 
cations principales  de  cette  opération  ;  la  dénomination  con- 
venable au  plus  grand  commun  diviseur,  doit  être  déduite 
de  son  usage  le  plus  important ,  le  plus  fréquent  ;  cet  usage 
consiste  dans  la  plus  grande  simplification  entre  les  rapports 
de  quantités  cliiffrées  ou  littérales  ;  le  simplificateur  semble 
assez  bien  designer  le  nombre  ou  le  polynôme  qui  sert  à  sim- 
plifier, le  plus  possible,  un  rapport  donné. 

Le  livre  V  (73  pages) ,  les  opérations  sur  les  fractions  or- 
dinaires et  décimales ,  transformation  d'une  fraction  en  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  négatives  d'un  nombre 
donné;  théorie  des  fractions  périodiques. 

Il  semble  que  dans  ce  même  livre,  on  devrait  enseigner 
les  théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson. 

Le  livre  VI  (56  pages) ,  contient  la  théorie  du  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique;  opération  sur  les  fractions  al- 
gébriques; fractions  continues;  théorie  complète  et  satisfai- 
sante des  réduites.  11  serait  couvcnable  de  mentionner  les 
fractions  continues ,  périodiques  pures  et  mixtes ,  et  de  dé- 
montrer leur  incommensurabilité.  Nous  signalons  aussi  une 
autre  lacune,  celle  des  fractions  complémentaires,  dues  à 
Hughens  et  si  bien  développée  par  Lagrange.  Cette  lacune 
existe  dans  tous  les  traités  élémentaires.  Les  théories  des  iné- 
galités et  des  combinaisons,  qui  terminent  ce  livre,  ne  me 
semblent  pas  à  leur  véritable  place,  n'ayant  nul  rapport  à  ce 
qui  précède  ;  du  reste,  les  combinaisons  et  permutations  sont 
exposées  d'une  manière  succincte  et  suflîsanle.  Il  serait  à  dé- 
sirer qu'on  démontrât  ici,  par  des  considérations  arithmo- 
logiques,  que  les  coefficients  combinaloires  sont  entiers. 

Le  livre  Vil  (en  55  pages)  termine  le  premier  volume,  et 
contient  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  «^ur  les  racines 
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carrées  et  cubiques  des  nombres,  et  les  diverses  méthodes 
d'approsimalion. 

I.e  premier  tome  renferme  374  paragraphes  ;  de  sorte  que 
le  tome  II  commence  par  le  paragraphe  375  et  par  le 'Vlll'' li- 
vre. Il  donne  le  calcul  des  exposants,  entiers,  négatifs,  frac- 
tionnaires, et  aussi  le  calcul  à  faire  sur  des  radicaux  réels  ; 
ensuite  on  passe  au  développement  binomial,  dont  on  établit 
la  loi ,  d'abord  par  voie  d'induction ,  confirmée  ensuite  par  le 
raisonnement  didactique.  Telle  est  même,  généralement,  la 
marche  de  l'auteur  :  c'est  la  méthode  d'invention ,  conseillée 
et  suivie  par  Clairault.  Dans  les  remarques  sur  ce  dévelop- 
pement, l'auteur  fait  ressortir  et  explique  les  anomalies  que 
présente  la  supposition  de  l'exposant  égalé  à  zéro  ;  vient  après 
la  démonstration  si  lumineuse ,  si  ingénieuse  d'Euler ,  pour 
le  cas  de  l'exposant  fractionnaire  ou  négatif.  Je  suis  surpris 
que  les  auteurs  négligent  généralement  la  belle  et  simple  dé- 
duction, due  au  même  géomètre ,  du  théorème  de  Fermât  : 
cette  déduction  peut  s'établir  ainsi  -.  a  et  b  étant  des  nombres 
entiers  quelconques  ,  et  p  un  nombre  premier ,  on  a  la  con- 
grucnce  [d  +  bf — a^—b'^—p  (1);  /?  désigne  un  multiple 
de/);  car,  dans  le  développement  de  [a  +  b)',  tous  les  ter- 
mes, les  extrêmes  exceptés,  admettent/;  comme  fnctcur  et 
sont  entiers  ;  donc  chacun  de  ces  termes,  et  par  conséquent 
leur  somme ,  est  divisible  par  p.  Faisant  a  =  b  =  \  ^  l'équa- 
tion (1)  devient  '■>''— '2=  p  (2j  ;  donc  aussi,  2''"' —  1  =p  ; 
faisant  a  =  2,  i!<  =  1  ,  on  a  3"—  2"—  1  =p  (3)  ;  ajoutant  les 
congruences  (2)  et  (3),  il  vient  S""— 3=/j(4);  d'où  3''""— l=;i  ; 
faisant  a  =:  3 ,  i  =  1 ,  etc. 

La  démonstration  devient  intuitive  en  partant  du  poly- 
nôme. En  effet ,  l'on  a 

{a,+  a,+  a,+ «„  j?— „_"_  „/_ an*  =p.       (2) 

Faisant  a^  =  a^=.a, =  1  ,  il  vient  «" — n-=p  ,  et  si  n 

est  premier  à/),  on  a  n*~' — 1  =  ^;  ce  qui  est  le  théorème 
de  Fermât.  Mais  je  ne  sais  comment  on  peut ,  par  le  même 
moyen,  établir  la  congruence  générale  «*  —  I  =/? ,  où  p 
désigne  un  nombre  entier  quelconque ,  et  k  combien  il  y  a 
de  nombres  inférieurs  à  p  et  premiers  à  p.  La  con- 
gruence (2)  donne  ce  théorème  :  Lorsque  la  somme  de  plu- 
sieurs nombres  entiers  est  un  multiple  d'un  nombre  premier. 
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la  somme  de  ees  nombres,  élevés  chacun  à  Ja  puissance  mar- 
quée par  ce  nombre  premier ,  est  divisible  par  le  nombre 
premier. 

Le  livre  est  terminé  par  rextraction  des  racines  des 
polynômes. 

Le  livre  suivant,  le  IX",  contient  l'explication  du  système 
métrique  ancien  et  nouveau  ;  les  quatre  opérations  sur  les 
nombres  complexes,  et  la  théorie  de  divers  systèmes  do 
numération. 

Dans  le  journal  de  Crell,  on  lit  une  dissertation  sur  le 
système  de  numération ,  qui  jouit  de  la  propriété  d'exprimer 
les  plus  grands  nombres  avec  le  moins  de  mots  possible  ;  la 
base  de  ce  système  est  une  quantité  transcendante.  En  ad- 
mettant les  compléments  à  la  base ,  on  peut ,  dans  un  sys- 
tème quelconque ,  réduire  le  nombre  des  chiffres  à  moitié  :  on 
écrit  4  pour  6  ,  3  pour  7,  et  les  opérations  sont  souvent  abré 
gées.  Cette  idée,  émise  pour  la  première  fois  dans  le  journal 
de  Gergonne,  a  été  reproduite  récemment  par  M.  (Jaucby. 

Celi  vre  semble  n'être  pas  à  sa  place,  non  plusque  le  suivant, 
consacré  aux  proportions  et  progressions  arithmétiques  et 
géométriques.  A  cette  occasion,  nous  croyons  utile  de  rappeler 
une  idée  ingénieuse  deM.  Roche ,  professeur  d'artillerie  ;  l'on 

1111  1       j  ,      ,      . 

H -h  eic.  =  -  ;  a  donc  pour  prendre  le  tiers 

2       4       8       16  3  y        i' 

d'un  arc  de  cercle,  on  en  prend  la  moitié,  résultat  trop 
grand;  on  en  retranche  le  quart,  résultat  trop  petit;  on  y 
ajoute  le  seizième,  résultat  trop  grand  et  ainsi  de  suite  ;  un 
semblable  procédé  existe ,  pour  obtenir  le  septième  d'un  arc- 
Le  livre  Xr  est  un  développement  très-lucide  et  très- 
complet  de  ce  qu'il  faut  savoir  sur  les  logarithmes  et  la 
construction  des  tables.  Un  tableau  très-commode  montre 
d'une  manière  intuitive  les  calculs  qu  il  faut  faire  pour 
obtenir  le  logarithme  de  2.  L'auteur  suit  la  méthode  népé- 
rienne en  considérant  deux  progressions,  arithmétique  et 
géométrique,  qui  se  correspondent ,  mais  cela  ne  dispense  pas 
de  recourir  à  la  méthode  exponentielle  ;  la  seule  qui  permette 
de  démontrer  que  dans  chaque  système,  tout  nombre  positif 
a  une  infinité  de  logarithmes ,  dont  un  seul  est  réel ,  et  tout 
nombre  négatif  a  aussi  une  inGnité  de  logarithmes  dont 
aucun   n'est  réel.  Ce  qui  me  porte  à  penser  qu'on  devrait 
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accorder  l'enlrcc  dans  les  éléments  aux  équations  exponen- 
tielles et  en  déduire  la  théorie  logarithmique,  comme  Euler 
a  fait  dans  son  algèbre;  l'auteur  fait  d'utiles  observations 
sur  les  limites  d'orrenr  des  tables. 

La  résolution  complète  des  équations  du  premier  degré , 
à  une  inconnue  et  à  plusieurs  inconnues  avec  la  discussion 
des  formules ,  avec  le  problème  des  courriers  ;  la  résolution 
des  équations  du  deuxième  degré  à  une  inconnue,  avec  le 
problème  des  lumières  forment  la  matière  du  XIFet  du  XIII* 
livre;  et  à  la  fln  de  ce  livre,  on  trouve  la  sommation  des 
suites,  des  nombres  Ggurés  et  des  piles  de  boulets. 

Le  XI V"  et  dernier  livre  concerne  les  règles  d'intérêt,  sim- 
ple et  composé,  les  annuités,  règle  de  société  ;  le  tout  est  ter- 
miné par  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  et  la  réso- 
lution dcséqualions  trinômes  réductibles  au  deuxième  degré. 

Le  vénérable  auteur  prépare  une  seconde  édition,  où  il 
ajoutera  la  théorie  générale  des  équations  comprenant  le 
théorème  de  Descartes,  de  Rolle  ;  la  résolution  numérique  des 
équations,  les  théorèmes  de  Lagrange  et  de  M.  Sturm  ;  et 
cet  ouvrage  ,  ainsi  complété ,  sera  étudié  avec  fruit  par  les 
élèves  qui  se  destinent  aux  Écoles  du  gouvernement  et 
principalement  à  l'Ecole  normale  et  à  l'Ecole  polytechnique. 
L'algèbre  y  occupe  le  premier  rang,  celui  qu'elle  doit  avoir 
dans  toutes  les  sciences  de  calcul. 

Le  savant  examinateur  de  la  marine  voudra  bien  nous 
permettre  quelques  observations  sur  les  dispositions  de  cer- 
tains livres  du  tome  second;  l'ordre  méthodique  me  parait 
exiger  celte  succession:  VlU ,  Xll,  XIII,  X,  XI,  IX, 
XIV;  la  sommation  des  suites,  fin  du  livre  XIII,  devrait 
terminer  le  livre  X,qui  traite  des  progressions;  l'analyse 
indéterminée  du  livre  XIV  serait  mieux  à  la  fin  du  livre  XII; 
et  la  résolution  des  équations  trinômes  doit  être  portée  à  la 
fin  du  livre  Xlll. 

L'ouvrage  de  M.  Fournier,  imprimé  à  Nantes,  n'a  eu  qu'une 
faible  publicité  dans  la  capitale.  Nous  finirons  par  un  con- 
seil, dans  rinlérêt  de  la  science,  qui  gagne  à  la  propaga- 
tion des  bonnes  idées.  Nous  engageons  l'auteur  à  ne  pas  se 
contenter  de  bien  travailler  ses  productions;  mais  de 
prendre  aussi  les  petites  précautions  qui  en  assurent  le  succès 
HabenI  sua  fata  libelli  Tm. 
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RECTIFICATION 

RELATIVE    AIX  / 

HACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

PAR  M.  V.-A   I.EBESGUE, 

professeur    >i    la    facullc    de    Bordeaux. 


La  règle  donnée  à  la  page  46  du  présent  volume  de  ces 
annales,  pour  trouver  les  racines  complexes  entières  de 
l'équation  d,j:"+<7,.2""'+.  .+a„=0,  à  coefficients  entiers 
complexes  ,  et  où  il  faut  sans  doute  lire  (ligne  5)  ;  «  Divi- 
seurs du  module  de  a„»  au  lieu  de  «diviseurs  de 
t7n(a  —  bl/'i}y>  (*),  peut  se  démontrer  en  deux  mots.  Soit 
.r=a-{-b  l/^ —  1 ,  une  racine  entière ,  et  «„  =  i„  +  c„  j/l  , 

— — T-^ — —  étant  entiers  ;  il  en  sera  de  même  du  module 

b  '+  c  " 

-"^— —.-"-,  il  faut  donc  prendre  pour  à'-\-  b'  des  diviseurs  de 

a  -\-0 

bn-\-cn,  en  négligeant  toutefois  ceux  dont  le  module  sur- 
passe la  limite  trouvée.  Quant  aux  racines  incomplexes 
av\.b\/  —  \,  a  ci  b  doivent  diviser  à  la  fois  bn  et  c„. 

Cette  règle,  comme  je  le  montrerai  plus  loin,  est  moins 
simple  que  la  règle  ordinaire  qui  prescrit  d'essayer  les  divi- 
seurs de  6n-f  cnV/  —  1)  lesquels  sont  en  nombre  moindre 
que  ceux  donnés  par  la  règle  précédente.  Mais  pour  l'appli- 
quer, il  faut  préalablement  exposer  la  décomposition  des 
entiers  complexes  en  facteurs  simpies 


{')aJrbV—  '  étant  la  racine  cherchée  ,  a^ia-  oj/  — i.)  est  inconnue.  Celle 
méprise  est  de  moi  et  non  de  M.  Finck  ,  qui  d'ailleurs  ne  s'est  occupé  que 
d'équations  à  coefficients  réels.  Tni. 

ANN.  DES  Mathémat.  III.  11 
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Dans  ses  Recherches  sur  les  formes  quadratiques  à  coedî- 
eients  et  à  itidclermiuces  complexes  {Journal  de  M.  Crelle , 
t.  XXIV),  M.  Dirichlet  s'exprime  ainsi  :  <<  Quoique  les  pro- 
»  positions  élémentaires  de  la  Théorie  des  entiers  com- 
»  plexes  aient  été  déjà  exposées  par  l'illustre  Gauss  ,  nous 
»  avons  pensé  qu'il  pourrait  être  commode  pour  les  lecteurs 
»  de  trouver  dans  une  courte  introduction  ,  celles  de  ces  pro- 
>>  positions  dont  nous  aurons  à  faire  usage.  »  (Page  4.) 

Les  six  premières  pages  de  cette  introduction  suffisent 
pour  faire  voir  que  la  règle  pour  trouver  les  racines 
réelles  entières  des  équations  algébriques  à  coefficients 
entiers,  s'applique  aux  racines  entières  complexes.  M.  Di- 
richlet ne  se  propose  nullement  cette  question  dans  son  Mé- 
moire ,  dont  les  propositions  principales  sortent  tout  à  fait 
du  cadre  des  yfnnalcs  ;  on  peut  se  faire  une  idée  de  la  mé- 
thode suivie  par  M.  Dirichlet  en  lisant  son  Mémoire  sur 
cette  proposition  remarquable  :  «  Toute  progression  arith- 
»  mètique  dont  les  deux  premiers  termes  sont  premiers  entre 
»  eux ,  renferme  une  infinité  de  nombres  premiers  »  (jC 
Mémoire  a  été  publié  en  allemand  ,  mais  M.  Terqucm  en  a 
donné  la  traduction  dans  le  Journal  de  Mathématiques.  C'est 
un  service  rendu  à  la  science  des  nombres. 

Je  me  propose  d'exposer  dans  ces  Annales ,  quelques  pro- 
positions élémentaires  plutôt  indiquées  que  développées  dans 
l'introduction  du  Mémoire  cité  plus  haut.  Je  commencerai 
par  donner  la  décomposition  des  entiers  complexes  en  fac- 
teurs simples  ,  d'où  dérive  immédiatement  la  règle  pour 
trouver  les  racines  complexes  entières  des  équations  algé- 
briques à  coefficients  entiers. 
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NOTE 


NOUVELLE  MÉTHODE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE. 

PAR  M.  FIMCK, 

Docteur  es  sciences,  professeur  u  IVcolc  d'artillerie  et  au  collège  de  Strasbourg. 


Noire  Descaries,  en  créant  sa  géométrie ,  n'a  pas  entendu 
poser  des  bornes  à  la  science  :  cependant ,  dans  tous  nos 
traités  absolument  neufs,  je  ne  vois  que  sa  méthode.  Quel- 
quefois, il  est  vrai,  on  se  plaint  qu'elle  n'est  pas  parfaite; 
qu'au  delà  du  second  degré ,  elle  a  bien  peu  de  portée ,  etc. 
N'y  a-t-il  donc  pas  de  progrés  ?  Si  fait,  mais  pas  dans  les  li- 
vres élémentaires.  La  méthode  de  Descartes  (  sur  le  plan  t 
consiste  à  rapporter  les  modes  de  l'étendue  à  des  droites  qui 
souvent  n'ont  pas  une  liaison  bien  intime  avec  la  courbe  que 
l'on  étudie.  Mais  déjà  le  grand  Euler,  qui  n'a  touché  à  rien 
en  vain ,  a  fait  un  pas  de  plus  :  il  est  vrai  que  ce  n'est  qu'un 
germe.  Ce  germe  est  actuellement  développé  ;  j'ai  fait  con- 
naître un  de  ses  fruits  dans  le  journal  de  M.  Liouville ,  il  y  a 
quelques  années.  Le  développement  en  question  est  le  nou- 
veau système  de  géométrie  analytique  du  docteur  Plucker, 
Honn, 1835. 

Ce  système,  outre  ses  généralités  par  rapport  à  la  trans- 
formation des  figures ,  consiste  à  chercher  dans  l'équation  de 
la  courbe  les  droites  qui  ont  avec  la  courbe,  la  liaison  la  plus 
intime.  J'ai  fait ,  comme  vous  savez ,  une  application  de  cette 
méthode  à  l'espace ,  en  donnant  des  raojens  précis  et  simples 
pour  reconnaître  dans  chaque  cas  la  nature  du  lien  repré- 
senté par  une  équation  à  trois  variables.  Je  donne  toujours, 
dans  mon  cours,  une  idée  de  ladite  méthode.  Je  ne  me  pro- 
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pose  pas  (le  la  développer  luainlenanl  ;  il  suffit  de  monlrer, 
par  quelques  exemples  tirés  du  nouveau  système,  avec 
quelle  facilité  elle  s'applique  à  un  certain  genre  de  re- 
cherches où,  au  contraire ,  l'ancien  système  est  très-prolixe, 
r  Je  nomme  p,q,r,s,a,ô,àes  fonctions  linéaires  de  la 
forme  Ay  +  Bjc+C.  Toute  courbe  du  second  degré  pourra 
élre  représentée  d'une  inGnilé  de  manières  par  une  équation 
telle  que 

pq  +  a'=0,  (1)  n 

où/)  =  0 ,  (7  =  0  seront  évidemment  deux  tangentes,  <i=  0 
est  la  corde  de  contact. 
Je  représente  la  même  courbe  par 

rs  +  b'  =  0,  (2) 

et,  vu  le  nombre  des  coeflScicnts  A  ,  B ,  etc.,  je  puis  supposer 

pq  +  a"  =  rs  +  b'  ;  (3) 

d'où 

pq—rs  —  (b  +  a)(b~a).  (4) 

Les  quatre  droites  p  =  0  ,  y  =  0,  r=0  ,  5  =  0  forment 
un  quadrilatère  circonscrit  à  notre  courbe. 

L'équation  (4) est  satisfai tepar/7  =  0,  r  =  0 ,  b  ■i-a  =  0; 
elle  l'est  aussi  par  q  =  0  ,  5  =  0,  b  +  a  =  0. 

Ainsi,  /)  +  rt=:0  est  une  des  diagonales  du  quadrilatère 
circonscrit  ;  l'autre  est  évidemment  b  —  a  =  0. 

Or  ces  deux  diagonales  se  coupent  sur  les  droites  b  =  0 , 
«  =  0,  qui  sont  les  cordes  de  contact,  ou  bien  les  diago- 
nales du  quadrilatère  inscrit,  conjugué. 

De  là  ,  le  théorème  déjà  connu  de  Newton. 

Du  reste,  les  équations  «  =  0,  b=0,  b  +  a=^0,  b  —  «  =  0 
sont  évidemment  celles  de  quatre  rayons  harmoniques. 


(*)  Celte  proposition  ne  peut  être  admise  sans  une  démonslrationqui  présenlR 
une  discussion  difficile.  Pour  une  courbe  du  Sme  degré  pourrait-on  écrire  » 
priori    p()r  +  a3  =  0'  Tm- 
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2°  Je  rpprésenle  l'cqualion  de  la  courbe  par 

pq  —  rs  ;  (5) 

p,  q,  r,  s  étant  toujours  des  fonctions  de  la  forme  indiquée. 
Les  droites  p  =  0 ,  q  =  0  ^  r=^0  ,  5=0  sont  ici  des  sécantes. 
L'équation  (5)  est  satisfaite  par 

p=i  r      avec      q  =  s. 

Ces  deux  droites  se  coupent  donc  sur  la  courbe;  il  en  est  de 
même  des  droites 

p=zs,     q  =  r. 

D'ailleurs,  /?  =  r  et  /j  =  5  se  coupent  sur  p  =  0 , 

q  ^s,       q  =  r q=0. 

Voiià  six  droites .: 
p  =  0,  p  —  r=0,  q  —  s  —  0,  q=0,  q—r=0,  p  —  s  =  0, 
dont  chacune  coupe  la  suivante  sur  l?i  courbe  ;  de  même  la 
dernière,  p—  s,  coupe  la  première,  /j=  0  ,  sur  la  courbe. 
Ce  sont  donc  les  six  côtés  consécutifs  d'un  hexagone  inscrit. 
Or  les  côtés  opposés  forment  les  trois  couples  suivants  : 
p=0\ 


I  qui  se  coupent  sur  p — q=0  ; 

q=0] 


id.  vu  que  {p—r)  —  [q—r)=p—q  , 

id. 


p—r=0\ 
q—r—Q] 
q—s=Q\ 
p-s^O\ 

Donc,  les  intersections  des  côtés  opposés  sont  en  ligne 
droite.  C'est  le  théorème  connu. 

Voilà  donc  l'analyse  ,  à  peu  près  sans  calcul  :  elle  n'en  est 
pas  plus  mauvaise  (*). 

D'autres  travaux  remarquables,  en  ce  genre,  sont  dus 
à  MM.  Magnus,  Mœbius ,  Druckenmiiller,  etc.  :  j'extrais 


(■)  En  admellant  ce  genre  d'équations  à  priori  sans  démonslralion ,  il  me 
semble  qu'on  esquive  les  calculs  :  on  ne  les  cvilc  pas.  Les  rt^sultals  sont  ronniis 
d'avance  et  on  s'arrange  de  manière  à  les  oblenir.  Tin. 
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i\\inou\rageAecedern\er  (Die  UeberIragungsPrincipien,  etc.) 
l'article  suivant,  remarquable  suus  plus  d'un  rapport. 
Soient  les  deux  équations 

y—y+m(x-a.'}:=0,  (1) 

j--y  +  ,n'{x  —  x-')  =  0.  (2) 

Je  prends  deux  solutions  de  l'équation  (1)  : 

x  =  a,     y=y'—m{a  —  j.-'};  (3) 

■  i=b.    y=y  —  ,n(b—x').  (4) 
Je  prends  pareillement  deux  solutions  de  (2)  : 

x=a\    y=y-n^(a'—x');  (5) 

x  =  b\    y=y—,n'{b'-x'\  (6) 

Je  forme  l'équation  du  premier  degré  entre  x  ,  y,  qui  est 

satisfaite  par  (3)  et  (5)  :  elle  est 

m{a—x') — m'ia' — x') , 

y-y+m{a—x)=  -i- '- i(x-a).     (7) 

a  — a 

(Aille  qui  l'est  par  (4)  et  (6),  est 

m(b — x') — m'Ib' — x') 

_r-y+,„  (b—x')  =  -^ i~^ '  (.r-  b) .    (8) 

Or,  si  l'on  élimine^  entre  (7)  et  (8),  y,  m  et  m'  dispa- 
raissent,  et  a;  est  une  fonction  de  x\  a,  a,  b,  b',  que  je 
nomme  x=J'{x\  a,  a',  b,  b'). 

Ce  résultat  peut  être  interprété  géométriquement  de  bien 
des  manières  :  en  voici  quelques-unes. 

I.  Je  suppose  que  y^  x  soient  des  coordonnées  ordinaires , 
(1)  et  (2)  seront  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  [x\y)  ; 
(7;  sera  une  droite  qui  coupe  (1)  au  point  [x  =  a^y....)  et  (2) 
au  point  (j"=  a',. ■■).  De  même,  (8)  est  une  droite  coupant 
(11  au  point  {x  —  b,...),  (2)  au  point  {x=b',..^.  Voilà 
donc  un  quadrilatère  complet  dont  les  côtés  sont  les  droites 
(1) ,  (2) ,  (7) ,  (8),  et  dont  les  six  sommets  ont  pour  abscisses 
respectives  : 

,r',  rt  ,«',/; .  //,    X  =1  l\x  .  a  ,  «',  b ,  b'). 


—  151  — 

Or  ,  si  les  cinq  premières  abscisses  restent  constantes,  la 
sixième  ne  variera  pas  non  plus  ;  donc 

Si  parmi  les  six  sommets  d'un  quadrilatère  complet,  il  y  en  a 
cinq  qui  décrivent  des  droites  parallèles  à  une  direction  donnée, 
le  sixième  décrira  aussi  une  parallèle  à  cette  direction  (  axe 
des  y). 

Il  est  évident  qu'il  en  est  de  même  des  intersections  des 
trois  diagonales. 

II.  Toute  droite  intercepte  sur  les  axes  deux  sep:ments  qui 
déterminent  coraplélement  cette  droite.  M.  Pi.ocker,  qui  a 
imaginé  ce  nouveau  syslèmf  <\c coordonnées,  lui  a  déjà  donné 
un  assez  haut  degré  de  développement.  En  représentant  par 

1     1 

—,  —ces  segments,  il  appelé^,  x  des  coordonnées  linéaires. 
X   X 

Une  droite  est,  dans  ce  système,  représentée  par  deux  équa- 
tions .r  =  a,  .r  =  P.  Une  équation  &(x,^)  =0  représente 
ainsi  une  infinité  de  droites  :  on  peut  donc  la  regarder 
comme  représentant  la  courbe  à  laquelle  toutes  ces  droites 
sont  tangentes.  Parconséquentunemêaieéquation<!i{x,r)=0, 
interprétée  d'après  les  méthodes  Descartes  et  Plucker,  re- 
présente deux  courbes  qui  ont  une  certaine  relation  de  réci- 
procité dans  le  sens  connu.  Je  ne  m'étends  pas  maintenant 
là-dessus 

Il  est  très-facile  de  prouver  que  dans  le  système  actuel 
l'équation^  =ax-|-^  représente  un  point  [']. 

Il  s'ensuit  que  l'équation  {()  représente  un  point,  et 
comme  elle  est  satisfaite  par  ^'=j-',  jr=  jt',  ce  point  est  sur 
la  droite  que  déterminent  ces  deux  dernières  équations. 

Nous  avons  donc  un  nouveau  quadrilatère  dont  quatre 
sommets  sont  les  points  (1),  [i),  (7),  (8). 


(•)  Soit  l'équation  ordinaire  d'une  droilp  py+'»,r;=i.  Si  a— njilfi,  l'enveloppe 
do  la  droite  esl  un  point    voyez  p.  I55\  1a\. 
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Parmi  les  côtés  el  dia^'onales,  au  nombre  de  sept,  sont 
les  droites 

(■^'i^')  lui  passe  aux  poiuls  (t),  (2) 

(3) (I),  (7) 

(*) (I),  (8) 

(•>) (2),  (7) 

(6) (2),   (8) 

et  la  droite  qui  joint  les  points  (7)  et  (8) ,  que  je  nomme  (y). 
Chacun  pourra  faire  retlo  figure  :  la  septième  droite  dii 
quadrilatère  est  celle  qui  joint  l'intersection  des  droites  (i)  et 
(5)  à  celle  de  (9)  avec  {x'^y). 

La  droite  (9)  est  déterminée  par  le  système  des  équations 
(7)  et  (8)  ;  c'est  à  elle  qu'appartient  x  =/{x',  a  ,  a',  b,  b'). 

On  admettra  que  r',  a,  a',  b,  b'  sont  invariables;  c'est 
supposer  que  les  droites  {x',y),  (3),  (4),  (5),  (tj)  tournent 
autour  de  leurs  pieds  sur  l'an  des  axes  ;  mais  alors  x  =f{x', 
li,  a\  b,  b')  est  invariable;  donc 

.Si  parmi  les  sept  droites  qui  composent  un  quadrilatère 
complet  il  y  en  a  cinq  qui  tournent  respectivement  autour  des 
points  où  elles  sont  coupées  par  une  droite  quelconque  ,  il  y  en 
a  une  sixième  [par  suite  aussi  la  septième)  qui  tourne  au- 
tour du  point  où  elle  est  coupée  par  la  même  droite. 

IIJ.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  seules  interprétations  géomé- 
triques que  l'on  puisse  donner  au  fait  analytique  ci-dessas 
remarque  ,  relativement  à  x  =/'{x',  a,  a\  b,  b').  On  peut 
affirmer  que  le  nombre  des  interprélalions  est  infini  •-  on  en 
obtient,  par  exemple,  dt'a.r  en  regardant  j-,  j;- comme  des 
coordonnées  polaires;  alors,  au  lieu  de  droites,  ce  sont  des 
spirales  d  Arcliinicde  qui  sont  en  jeu,  et  le  théorème  est  re- 
latif ou  aux  angles  ou  aux  rayons  vecteurs. 

i/autcur  auquel  j  emprunle  ce  qui  précède  n'a  pas  donné 
cos  dernières  interprétations;  il  en  a  donné  une  qui  se  rap- 
porte à  des  rrrclcs,  la  voici  :  Considérons  une  droite  indc- 
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finie  nommée  axe  des  a.-,  d'un  point  de  cette  droite,  comme 
centre ,  avec  un  rayon  donné  ,  je  décris  un  cercle  ;  prenant 
pour  origine  un  point  quelconque  de  notre  axe  des  x,  je 
désigne  l'abscisse  du  centre  par  a:  et  le  rayon  par^;  j'ap- 
pelle j:,  j-,  coordonnées  circulaires. 

Étant  donnée  une  équation./ (a-, y)  =  0,  j'en  tireras  une 
infinité  de  cercles,  et  j'appelle  lieu  de  l'équation  la  courbe 
enveloppe  de  tous  ces  cercles  -.  l'équation  du  premier  degré 
_Y  =iax-\-b  représente  dans  ce  cas  encore  évidemment  une 
droite. 

Par  conséquent  notre  équation  (11  représente  une  droite 
tangente  au  cercle  (j:',^)- 

De  même  (2). 

Nous  avons  les  cercles  (3) ,  (4),  (5),  (6)  ; 

La  droite  (7)  tangente  aux  cercles  (3) ,  (5); 

La  droite  (8)  tangente  à.     .     .     (4),  (6). 

Le  système  des  équations  (7) ,  (8)  convient  au  cercle  qui 
touche  les  droites  (7),  (8),  et  qui  a  pour  abscisse  du  centre 
X  =f{x' ,  a,  a,  b,  b'j. 

Ainsi  encore  un  quadrilatère  dont  les  côtés  sont  (1) ,  (2) , 
(7) ,  (8) ,  et  six  cercles  qui  les  touchent  deux  à  deux  ;  donc 

Si  on  fait  varier  le  quadrilatère  de  façon  que  les  centres 
déterminés  par  x',  a,  a',  b,  b',  ne  changent  pas,  quelles  que 
soient  les  variations  des  rayons ,  le  centre  du  sixième  cercle 
x  =  f{...)ne  changera  pas. 

Mais  rien  n'empêche  de  regarder  les^r  comme  les  abscisses 
des  centres  et  les  x  comme  les  rayons;  donc  les  cinq  rayons 
x',  a,  a',  b,  b',  restant  invariables,  le  sixième  x=/(...)  le 
restera  aussi ,  et  si  les  angles  d'un  quadrilatère  complet  s'ap- 
puient sur  six  cercles  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  que 
l'on  déforme  le  quadrilatère  en  faisant  mouvoir  les  centres  sur 
la  droite  qui  les  contient ,  de  façon  que  cinq  des  angles  restent 
appuyés  sur  leurs  cercles,  le  sixième  ne  quittera  pas  le  sien. 
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Rien  n'empêche  de  supposer  que  l'axe  des  :f  est  une  courbe 
au  lieu  d'une  droite,  alors  il  y  a  modification. 

J'ajouterai  à  ce  que  je  viens  de  traduire  de  mon  auteur, 
que  l'on  peut  représenter  par  x ,  y  deux  éléments  d'une 
courbe  quelconque  dont  tous  les  autres  éléments  resteraient 
invariables,  et  alors  le  pelil  calcul  ci-dessus  conduit  à  une 
proposition  qui  a  une  infinité  de  corollaires. 

Terminons.  Le  but  de  la  géométrie  analytique  est  l'étude 
dos  lois  de  l'étendue  figurée ,  par  l'intermédiaire  des  relations 
métriques.  Le  moyen  est  d'attribuer  aux  symboles  analyti- 
ques une  signification  géométrique  ;  par  suite,  à  chaque  si- 
gnification géométrique  nouvelle  que  vous  attribuez  aux 
symboles  qui  entrent  dans  un  calcul ,  répond  un  nouveau 
théorème  de  géométrie ,  et  tous  ces  théorèmes  ont  un  air  de 
famille  qui  tient  à  leur  origine  commune. 

Voilà  la  dualité  bien  dépassée. 

Il  me  semble  que  ces  idées  pourraient  (  dirai-je  devraient  ) 
trouver  place  dans  les  traités  élémentaires.  La  composition 
d'un  ouvrage  où  tout  cela  entrerait  avec  des  bornes  con- 
venables, est  trèS'désirablc.  J'en  ai  le  projet ,  toujours  plus 
facile  que  l'exécution.  Non  omnia  possumus  omnes. 


SUR  LES  irsTERSECTlONS  SUCCESSIVES 

de  droites  représentées  par  une  équatimi  contenant 
une  variable  ('). 

PAR  M.  E.  BESMAREST, 

ancien   élève  de   l'Eiole  polylechniquc. 


r  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  a  et  b 
pour  que  toutes  les  droites  représentées  par  l'équation 

(•)  Von-  I.  I .  p.  281  ;  l.  11 ,  p   no  ,  roi .  2. 
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y=^  ax-'r  h 

se  coupent  au  même  point  ? 
Soit  b^^sj  [a) ,  l'équation  devient 

y  =:  ax  ■\- a  [a).  (A) 

Remplaçant  a  par  a  +  A ,  on  a 

j-  =  ax  +  Ax  +  <plû)  +  <p' (a)  A +.{."(«)  — +clc.       (B) 

Cherchant  l'intersection  des  deux  droites,  on  a 

kx  +  <f'{a]  +  f'{a}  — -  +etc.  =0. 

Divisant  par  A,  puis  posant /»  =  0,  on  a  x  =  — /(a).  Sub- 
stituant cette  valeur  dans  (A) ,  on  a  pour  les  coordonnées  du 
point  d'intersection  de  deux  droites  : 

xz=  —  ^'{a},         y  =  ^{a)  —  a<ù'{a). 

Or  ç'(a)  doit  être  constante  ;  donc  (f(a)=pa  +  fj.  Cette 
condition  est  nécessaire  et  suffisante  ;  car  elle  donne,  pour 
les  coordonnées  du  point  d'intersection , 

x  =  —  p,       y  =  +  q. 

Donc,  pour  que  les  droites  représentées  par  l'équalion 
y  =  ax+b  se  coupent  au  même  point ,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  quantités  a  et  6  soient  liées  par  une  fonction  du  premier 
degré.  L'équation  est  : 

y  =  ax+pa  +  q         ou        y  —  q==:a{x  +  p). 

2°  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  a  el  b 
pourque  les  intersections  successives  des  droites  représentées 
par  l'équation  y  =  ax  +  b  soient  sur  une  ellipse  donnée  ? 

Soit  cette  ellipse  donnée, 

Soit  /'  =  ç'(rt)    et  l'équation  des  droites    y:^ax  +  f{a). 
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Les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites  voi- 
sines sont 

x  =  —  <f'{a) ,         y  =  ,f{a)  —  aw'{a). 
On  doit  donc  avoir 

n'yia)]'  +  [f  (a)  —  «?'(a)]'  =  une  constante  »*'«'. 
Or ,  même  en  restant  dans  les  lois  ordinaires  des  dérivées, 
on  peut  reconnaître  que  la  valeur  <f{a) ,  qui  réalise  cette  con- 
dition est  'i (a)  =^ mV  n' +  a' .  Donc,  toutes  les  droites  re- 
présentées par  l'équation 

y  =  ax  +  mv  n'  +  a' 
se  coupent  sur  l'ellipse 

3°  Un  raisonnement  analogue  démontrerait  que  les  inter- 
sections successives  de  droites  représentées  par  l'équation 

y  =  ax  +  mv  —  «'  +  a' 
sont  sur  l'hyperbole 

—  n'x''+y'=  —  ni'n'. 

Si  l'hyperbole  était  rapportée  à  ses  asymptotes,  son  équa- 
tion serait  de  la  forme 

ay  =  — m'. 

Or  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites 
voisines  étant  toujours 

x  =  —  :^\a),         j  =  !t{a]  —  a<f'{a), 
on  devrait  avoir 

«[/(«)]'  —  <f  (a)œ'(fl)  =  une  constante  — /n\        (C) 

Donc  la  fonction  <f{a)  devrait  être  de  la  forme  v/«.  cette 
quanlité  étant  multipliée  par  une  conslanic       soit  donc 

y  (a)  =:  sj/«  :  l'équation  (C)  devient 

=  —  m        ou       s  —  H  m  . 

4  2 
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Donc  ,  enfin,  les  intersections  successives  de  droites  repré- 
sentées par  l'équatiun 

y  =  ax  +  2m^a 
sont  sur  l'hyperbole 

jy  =  — m'. 

4°  Si  la  courbe  donnée  est  une  parabole 

x'  =  my  , 
on  doit  avoir 

— ; —  =  une  constante  m 

ou  [t'W]"  +  manj'ia)  —  OTcf  {a)  —  Q  ;  (D) 

ce  qui  indique  que  la  fonction  de  a  est  de  la  forme  a',  cette 
quantité  étant  multipliée  par  une  constante  p  dont  on  déter- 
minera la  valeur  ;  soit,  en  effet,  ç(a)=/jrt%  l'équation  (D) 
devient 

m 

{ip  +  iii)a''  =  0  ;        de  la ,        /»  =:  —  — . 

4 

Ainsi ,  les  intersections  successives  des  droites  représentées 

ma''  ,  ,    , 

par  l'équation  y  =  ax —  sont  sur  la  parabole 

x'  =  my. 

Les  conditions  qui  précèdent  ont  été  obtenues  en  évitant 
toute  idée  de  tangentes.  En  général ,  elles  ne  sont  que  suffi- 
santes :  si  nous  admettons  que  la  droite  primitive  est ,  après 
une  oscillation ,  transformée  en  une  tangente  à  la  courbe , 
nous  pourrons  conserver  à  la  question  toute  sa  généralité. 
Nous  donnerons  ici  l'ellipse  comme  exemple. 

5°  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  fonctions  algébri- 
ques A  et  B ,  pour  que  les  intersections  successives  de  droites 
représentées  par  l'équation 

j-  =  Ax+B, 
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soient  sur  une  ellipse  donnée,  et  rapportée  à  son  centre  et  à 
ses  axes. 

La  courbe  étant  une  ellipse ,  il  existe  une  relation  connue 
entre  la  droite  qui  unit  l'origine  à  un  point  d'intersection  , 
et  la  droite  génératrice  correspondante  :  le  produit  des  tan- 
gentes des  angles  que  ces  droites  forment  avec  l'axe  des  x 
est  — ri\  c'est-à-dire  négatif  et  constant. 

L'équalion  de  la  droite  étant 

r  =  Ax  -f-  B ,  (E) 

si  nous  appelons  A',  A'',  etc.,  B',  B",  etc  ,  les  dérivées  suc- 
cessives que  donnent,  dans  A  et  dans  B,  l'accroissement  de 
la  variable  indépendante,  on  aura  l'équation  de  la  droite 
changée 

ta  A' 

(F)     r=Ax+X'hx+A."—-x'+etc.  +  B+B'/i+B''--  +  c[c. 
1.2  i.'2 

1.,'intersection  des  droites  (E)  et  (F)  donne 

B'  A'B  —  AB' 


V  = 


(G) 


A'  '        •  A' 

La  droite  qui  unit  l'origine  au  point  d'intersection  est 
A'B— AB' 

,  .    ,                             A'B  — AB'  , 
Le  produit  des  tangentes  A  et ~ —  étant  négatif  et 

constant ,  on  a 

/A'B  — AB'\ 
A  (___)==-«'. 

Delà,  on  déduit 

_       .„,      B'«'  B'  AB 

A'B  — AB'=— -      et    —  = 


A  A'        n'  +  A' 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (G) ,  on  a 
_  —  AB  _    «'B 
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uu 

_  -AB  y  _       n\i 

y 

L'cquatioa  de  l'ellipse  donnée  étant  x"  +  —  =  m  ,  il  est 

clair  que  les  sommes  des  carrés  des  valeurs  données  en  (K) 
doivent  résoudre  cette  dernière  équation.  On  doit  donc  avoir 
■AB^ 


LY  +  f  _i^Y 


ou 


ou 


n  +  A 

B" 


A" 


B  =  m\/n'  +  A'. 

Si  nous  faisons  l'hypothèse  la  plus  simple ,  si  nous  suppo- 
sons que  A  est  une  variable  indépendante  a ,  nous  retrouve- 
rons la  condition  donnée  précédemment ,  c'est-à-dire,  que  les 
intersections  successives  de  droites  représentées  par  l'équation 

y  =  ax  +  niV  ii"  +  à" 
sont  sur  l'ellipse 

Un  calcul  analogue  résout  la  question  générale  pour  l'hy- 
perbole et  pour  la  parabole. 

6°  Des  développées  et  du  cercle  osculateur.  Les  recherches 
de  la  développée  et  du  cercle  osculateur  d'une  courbe  sont 
des  conséquences  des  recherches  qui  précèdent.  Pour  la  pre- 
mière ,  il  suffira  d'obtenir  les  intersections  successives  des 
droites  normales  aux  génératrices  primitives,  chacune  de 
ces  normales  passant  par  le  point  d'intersection  des  deux  gé- 
nératrices voisines  correspondantes  ;  pour  la  seconde,  on  dé- 
terminera la  distance  d'un  point  de  la  courbe  primitive  au 
point  correspondant  de  la  développée.  Ces  calculs  ne  présen- 
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lent  auciino  ililTirulté;  nous  donnerons  seulement  comme 
exemple  la  développée  el  le  cercle  osculateur  de  la  para- 
bole 

.r'  =  my. 
La  droite  génératrice  est 

ma' 
Y  :=  ax , 

les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  génératrices 
voisines  sont 

,       ma  ,      ma' 

la  droite  normale  à  la  génératrice  primitive,  et  passant  au 
point  x  ,y\  a  pour  équation 


ma'  1  /         ma\ 


Si  dans  cette  dernière  équation  1°  on  remplace  a  par 
a-\-h;  2°  on  développe;  3°  on  cherche  l'intersection  des 
deux  normales ,  on  a  les  coordonnées  du  point  d'inter- 
section 

3/na'+2m 


.r  = 


2    '  •'  4         ' 

si  on  élimine  a  entre  ces  deux  dernières  équations,  on  a 

16       ^  V   ~"2J  ■ 
Cette  dernière  équation  est  celle  de  la  développée.  Si  on 
transporte  l'axe  des  x  parallèlement  à  lui-même,  en  posant 

y =y,  on  obtient  la  forme  connue  de  la  développée 

16r' 

x'=— — - 

27  m' 

Les  coordonnées  x  ,y';  x,y  d'un  point  de  la  parabole  et  do 

point  correspondant  de  la  développée  sont 
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ma  ma' 

''^  ~~~^  2~ 

ma'  'imd'  4-  2m 

^--r      •'= — r— • 

désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  osculaleur,  on  a 

/ma      wfl'Y         /ma'       (3/na^-(-2mY 

^=yT+~)  -^[.T — ~4 — )' 

m' 

OU  R«  =  _(i4-a')\ 

A 

Substiluanlpour  a  sa  valeur  déduite  de  l'une  des  expressions 
en  .r'  ou  en  y,  on  aura  le  rayon  du  cercle  osculateur  en 
fonction  de  l'abscisse  ou  de  l'ordonnée  du  point  de  la  courbe. 
Pour  obtenir  ce  rayon  en  fonction  de  y,  on  remplacera  a' 

par  l'expression  -^,  et  on  aura 

m 

im 


CONDITION  DE  REALITE 

rfes  racines  de  l'équation  complète  du  troisième  degré. 

PAR.  M.  TARNIER, 

professeur. 

'"  Problème.  Chercher  la  relation  des  coefficienfs  de  l'équa- 
tion jt'  +pj:'  +  qx  +  r=  0 ,  pour  que  ses  trois  racines  soient 
réelles. 

Solution.  En  faisant  usage  du  théorème  de  M.  Sturm,  on 
obtient  les  polynômes  suivants  ; 

(1)  X=j:^+px'  +qx  +  r 

(2)  X'=3x'  +  2px+q 

(3)  X"  =  {2p'  —  6q)x  +  {pq  —  9r) 

(4)  \"'  =—ip^r  +  p'q'  —  iq^  +  l8pqr  —  27r\ 

ANN.  VF.    M»THÉM    III.  1^ 


o) 
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Pour  que  loules  les  racines  soient  réelles,  il  faut  et  if 
suffit  qu'en  attribuant  à  x  des  valeur»  très-grandes  néga- 
tives, CCS  quatre  polynômes  ne  présentent  que  des  variations 
(corollaire  du  théorème  de  M.  Sturm).  Or  le  premier  sera 
négatif  cl  le  second  positif,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant 
que  le  troisième  soit  négatif  et  le  quatrième  positif,  c'est-à- 
dire  que  l'on  ait 

2/>'  — 67  >0 
ainsi  que  —  kp^r  +  p^q' —  4^'+  ^fipqr —  27r'  >  1 
ou  bien 

^-  _  3y  >  0  \ 

—  ip'r  +  p''q'  —  iq^  +  iSpqr  —  27r  >  0.  ) 

Telles  sont  les  conditions  cherchées. 

Discusfion.  Pour  savoir  si  le  calcul  que  l'on  vient  de  faire 
ne  peut  pas  se  simplilier ,  et  par  suite  si  les  conditions  ci- 
dessus  ne  peuvent  pas  élrc  exprimées  plus  simplement ,  fai- 
sons disparaître  le  second  terme  de  l'équation  proposée, 
x'+px^  +  qx  +  r  =r  0  ; 

posant  x-=y — -p  et  substituant,  on  arrivée  l'équation 


équation  de  la  forme 

(m) 

y'^  +  «)-  +  6  =  0  , 

en  posant 

^=^-\f^q 

b  : 

2    ,      1 

Appliquant  à  l'équation  [m)  les  mêmes  calculs  qu'à  la  pro- 
posée, et  observant  que  l'on  a  p  —  fi .  q^=a^  r=b,  on  ob- 
tient la  suite  des  polynômes 
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X^  +  ay  +  b 
3/'  + a 

—  2ay  —  'ib 

—  ia^  —  ilb', 

•fit  pour  que  les  valeurs  dey  soient  réelles,  il  faul  cl  il  suffît 
qu'en  attribuant  à  y  des  valeurs  très-Rrandes  négatives ,  les 
quatre  polynômes  ne  présentent  que  des  variations  de  signe. 

Or  le  premier  sera  négatif,  le  second  sera  positif;  le  troi- 
sième doit  donc  être  négatif ,  ce  qui  exige  la  condition  a  «<0, 
et  le  quatrième  doit  être  positif ,  ce  qui  exige  la  condition 

—  4a5  — 27&'>0 
ou 

"~27         T 

Or  cette  condition  exigeant  que  —  —  soit  positif,    ren- 

ferme  implicitement  la  condition  de  «  <  0  ;  si  donc  la  pre- 
mière condition  est  une  conséquence  de  la  seconde ,  la  seule 
et  unique  condition  de  réalité  des  trois  racines  sera  exprimée 
par 

—  4a'  — •276'>0, 
ou 

4a5  +  276'<0, 
ou 

—  a^       b' 
> 


27  4' 

OU,  remplaçant  aei  b  par  leurs  valeurs, 


27 


> 


1 
Cette  condition  et  la  condition  a  ■<  0  ou  - />'  >>  q ,  qui  y 
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fst  implicili'ment  ronfertnéc,  doivenl  être  identiques  avec 
celles  que  nous  avions  trouvées  primitivement ,  savoir  : 

I  _4^-V+/jV/ + 18/7-7/— 4?'  — 27r' >  0, 

et  pour  qu'il  n'y  ait  aucune  contradiction  entre  les  deux  cal- 
culs ,  il  faut  que  la  condition/?'  — 87 > 0  soit  une  consé- 
quence de  la  condition 

chose  qui  nous  est  enseignée  par  le  second  calcul  el  qui ,  de 
plus,  va  nous  mettre  sur  la  voie  pour  nous  faire  trouver  que 
la  première  condition  est  une  conséquence  de  la  seconde  ; 
à  cet  effet,  retranchons  vingt-sept  fois  le  second  polynôme 
de  quatre  fois  le  cube  du  premier,  nous  aurons 

V—  36//7+  108/jV  +  81/i'9'— 486/jyr+729r'. 

Le  second  calcul  nous  avertit  que  ce  polynôme  est  un  carré 
parfait,  et  en  effet  il  est  le  carré  du  polynôme  2/^' — 9pq+-2Tr; 
le  reste  étant  donc  une  quantité  positive,  il  en  résulte  que 
quatre  fois  le  cube  de/»'— 3^  est  plus  grand  que  vingt-sept  fois 
le  second  polynôme  ;  si  donc  le  second  polynôme  est  positif 
(c'est-à-dire  si  la  seconde  condition  est  remplie),  quatre  fois 
le  cube  de  p' — iq  sera  aussi  positif,  el  par  conséquent 
//  —  37>>0,  c'est-à-dire  enGn  que  la  première  condition 
est  une  conséquence  de  la  seconde  ;  d'où  l'on  peut  conclure 
qu'une  seule  condition  suffit  pour  établir  la  réalité  des  trois 
racines  de  l'équation  .r'*+px''+qx  +  r=zO,  condition  qui  est 
exprimée  par 

—  4/>V  +  /9"+18/?7r— 4y3  — 27r''>  0  (P) , 

qui  se  réduit  à  4a' -t- 27/*' <  0 ,  lorsque  l'équation  se  réduit 

à  y^  +  ay  +  b  =  0. 

Noie.  Nous  rappellerons  ici  une  observation  de  Legendre  , 
qu'on  peut  ainsi  généraliser  :  Etant  donnée  une  équation 
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algébrique  de  degré  m  ,  formons  les  produits  différenls  des 
racines  deux  à  deux  ;  donnons  .  dans  chaque  produit ,  au 
premier  fadeur  l'exposant  positif  entier  p\  et  au  second 
facteur  l'exposant  positif  entier  q'  \  désignons  par,r  la  somme 
de  ces  produits  ainsi  obtenus,  et  par  =  la  somme  de  ces  pro- 
duits, en  changeant//  en  q' ,  et  vice  versa-,  y  +  z  et  jz  sont 
des  fonctions syméiriques  des  racines;  on  peut  donc  les  ob- 
tenir en  fonctions  entières  des  coefTicients  de  l'équation  , 
et  par  conséquent  {j-  —  zY  ={y  +  z)' — iyz  peut  aussi  s'ex- 
primer en  fonctions  des  mêmes  coefficients  :  si  celte  fonction 
est  négative,  l'équation  a  des  racines  imaginaires,  et  si  cette 
fonction  n'est  pas  un  carré  parfait,  I  équation  ne  peut  avoir 
toutes  ses  racines  irrationnelles  ;  si  in=3 ,  p'  =  -2  ,  q'=\ , 
alors  (^ — z)'  est  la  fonction  (P)  de  M.  Tarnier.  Il  faut  re- 
marquer qu'une  telle  condition  est  sufDsante  pour  l'équation 
du  troisième  degré ,  mais  non  pas  pour  les  équations  de  de- 
gré supérieur.  (  f^oir  1. 1 ,  p.  151  et  513.  )  Tm. 


NOTE  SUR  LES  MAXIM  A  D'UN  PRODUIT. 

PAR  la.  AUGUSTE  DEI.ADÉRÉERE , 

professeur,  licencié  es  sciences  physiques  el  mathémaliques. 


Dcconiposer  un  nombre  a  en  parties  telles  que  le  produit 
do  puissances  positives  déterminées  de  ces  parties  soit  un 
maximum. 

Soient  x,x,z,u  ..  ces  parties,  on  a  x+y+z+u+...=cz. 
Or,  en  appelant  m,  n,p,  q,  les  exposants  des  puissances  , 
il  faut  que  x^y"  z^  u''...  soit  un  maximum.  Et  il  est  évi- 

ffl       n      p       Q 

dent  uu  on  y  satisfera  en  rendant  — .:■.„„     un  maxi 

m    n  p   q 


mum  j  car  le  dénominateur  est  constant. 
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x"'y"z'' u"...        je  x  X     J'y      s  s      un 

Mais  on  a     „   „    ,,    ,      = •■•  -  -...-  -...--  .  ■ 

m    n  jrt]^...        m  m  m      ii  n      pp      q  q 

Je        X       jo  y        Y 

et  il  est  aussi  évident  que 1 1 l-...-f-' — 1 (-... 

m        m        m  n        n 

+  f  +  î  +  ...+î^  +  !i  +  ...  =  '--  +  ^+/L^  +  ?i'  + 

p     P  11  '"■       "      p      1 

...  =  x-\-y-\-  z-^u-\-  ...=  a.  C'est  donc  comme  si  on  pro- 
posait de  dérompo.ser  a  en  m-\-ji-\-p-\-q-\-..A»c\c\wi 

XX       y   y       2     2       un  ... 

—  .—...-.-...-.-...     .-...,  dont  le   produit  soit 

m     ni        n     n        p     p        q     q 

maximum ,  et  l'on  sait  qu'il  faut ,  pour  cela ,  que  tous  les 

X      y       z       u 
facteurs  soient  égaux;  on  a  donc  —  =  -=-=  -    ..  pour 

m         II         p         q 

les  équations  qui,  conjointementavccx+j^  -}■-+"■••  =  '''  i 

serviront  à  trouver  les  valeurs  de  x,y,  z,  u  ...  qui  rendiiit 

le  produit  maximum  ;  il  y  a  autant  d'équations  que  d'Incon-* 

nuea ,  et  l'on  a 


X  ■ 


an 

y-- 


in-\-n-\-p-\-  ... 
z  =  etc . 
On  voit  en  même  temps  que,  par  le  même  procédé,  on 

rendrait  x""./"" -~'' ""'' •  •  •  =    „   „  „    „ —  minimum. 

x  y  z'^  u* ... 

U  en  serait  de  même  pour 

m      n      p      q^  m'    ,  n'    i  p'    /         ((     i 

x^'  ^»'  ."■  «/=  y  -•"\/->  "  V  '"v  «'  ' 

car  élevant  à  la  m' n'  p'  q  . .  .ii'ne  puissance ,  on  aura 
,.mn></ ynmp'î' -pm'n'î  ,4«mn'/)' ;  et  si  cc  produit  cst  maxi- 
mum, il  en  sera  de  même  de  l'autre.  Donc  il  suffît  de  poser 

X  y  z  u 


inn  p  q         nmp  q         pm  nq         qm  n  p 

■  .  ,  ,       -^      y      z     II 

par   m  n  fi  <!  ... =   —  z=  —  =:  —    ... 

•      '  ,  ..,   \.  •■  n  q 


, ,  ou  divisant 


/  m  \      Il      p 
\m' /       n'      p 


1 
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Eiiûn ,  on  rendra  par  le  même  procédé, 


X-  ^  y-   P  z  ''  u    *...  un  minimum. 


Cette  question  est  ainsi  démontrée  par  l'algèbre  élémen- 
taire. f^oiV  t.  II,  p.  417). 


THÉORÈMES  STATIQUES 
SUR  LES  POLYGONES  ET  LES  POLYÈDRES. 

PAn  M.   HUET, 

régent  au  collège  de  Pamiers. 

Si  plusieurs  forces  sont  représentées  par  les  côtés  d'un  poly- 
gone plan  ou  gauche,  en  grandeur  et  en  direction,  et,  de  plus,  si 
elles  agissent  dans  le  même  sens,  elles  se  réduisent  à  un  couple. 

Je  vais  d'abord  prouver  que  ce  théorème  est  vrai  pour  le 
triangle  ,  el  j'en  conclurai  ensuite  qu'il  a  lieu  pour  un  poly- 
gone d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 

Soit  le  triangle  HBCifig.  19)  ;  P,  Q,  li ,  les  forces  agissant 
dans  la  direction  de  ses  côtés ,  dans  le  môme  sens  ,  et  ayant 
pour  intensité  la  grandeur  des  côtés.  La  force  Q  appliquée 
au  point  C  peut  être  supposée  appliquée  en  B  ;  alors  elle  se 
compose  avec  la  force  P  appliquée  en  B ,  et  fournit  la  ré- 
sultante BS  ,  el  on  a  CS  =  BD  =  AB.  Les  i]eu.\  triangles 
ABC,  CBS  sont  égaux  comme  ayant  BC  commun,  l'angle 
ABC  égale  BCS ,  et  AB  ^  CS.  Donc  BS  =  AC,  el  les  angles 
BCA ,  CBS  sonl  égaux  ;  donc  la  force  BS  est  égale  à  la  force 
AR  et  lui  est  parallèle;  donc  les  trois  forces  P,  Q,  R  se  ré- 
duisent à  un  couple. 

Soit  maintenant  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de 
côtés  A  BC  D  EF  G  {fii^.  20)  ;  P,  Q  ,  R ,  S ,  T,  U,  V  les  forces 
qui  agissent  dans  la  direction  do  ses  côtes ,  «ians  lîi  mêo)*^ 
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sens,  et  ayant  pour  intensités  les  grandeurs  de  ces  tôles.  Me- 
nons les  diagonales  AC,  AD ,  AE ,  AF,  appliquons  aux  deux 
extrémités  de  chacune  de  ces  diagonales ,  et  dans  leur  direc- 
tion deux  forces  égales  et  opposées,  dont  l'intensité  soit  égale 
en  grandeur  à  ces  diagonales,  ce  qui  ne  change  pas  l'clat 
du  système.  On  voit  alors  que  chaque  triangle  se  trouve 
sollicité  comme  dans  le  cas  précédent,  que  partout  pour 
chaque  triangle  les  forces  se  réduisent  à  un  couple,  et  par 
conséquent  que  toutes  les  forces  appliquées  au  polygone  se 
réduisent  aussi  à  un  couple. 

Noie.  I.  Pour  opérer  la  composition  des  couples  parla 
méthode  des  axes ,  on  prend  un  point  quelconque  O  dans 
l'espace,  et  on  abaisse  des  perpendiculaires,  représentant  les 
axes,  sur  les  plans  des  couples ,  soit  P  le  pied  d'une  de  c<s 
perpendiculaires.  Supposons  un  homme  placé  sur  le  plan  du 
couple ,  ayant  les  pieds  en  P  et  la  léle  en  O;  pour  repré- 
senter le  sens  du  couple,  IM.  Poinsol  élahlit  cette  convention  : 
si  le  couple  tourne  de  gauche  à  droite,  on  porte  la  ligne  pro- 
portionnelle a  la  grandeur  du  couple,  sur  le  prolongement 
de  PO,  à  partir  de  O,  en  s'éloignant  du  plan  ;  et  si  le  couple 
tourne  de  droite  «i  gauche,  on  porte  la  ligne  représentant 
l'intensité  du  couple,  de  O  vers  P  ,  d'après  celle  convention , 
on  voit  que  lorsque  deux  couples  tournent  dans  le  môme 
sens ,  le  couple  résultant  tourne  aussi  dans  le  même  sens ,  et 
par  conséquent ,  si  tant  de  couples  qu'on  voudra  tournent 
dans  le  même  sens ,  l'équilibre  est  impossible  ;  c'est  ce  qui  a 
lieu  ,  dans  le  cas  actuel,  en  prenant  un  des  angles  du  poly- 
gone pour  point  de  départ  des  axes  ;  on  peut  même  prendre 
pour  origine  des  axes ,  un  point  quelconque ,  situé  dans  l'in- 
térieur du  polygone,  lorsqu'il  est  plan. 

II.  Chaque  couple  est  ici  proportionnel  au  double  de 
l'aire  d'un  triangle  correspondant  ;  représentant  donc 
l'intensité  du  couple  par  G ,  on  a ,    d'après    la    formule 
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relative  à  la  lésullante,  G'  =  42 A"  +  SSAA'  cos  A, A'; 
A,  A',  A'....,  sont  les  aires  des  triangles  ABC,  ACD, 
ADG  ,  etc.  ;  2A"  est  la  somme  des  carrés  des  aires  des  trian- 
gles ,  et  ïAA'cos  (A, A')  est  la  somme  qu'on  obtient ,  en  mul- 
tipliant ces  aires  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle 
respectif  et  ajoutant  les  produits. 

III.  Cette  formule  exprime  aussi  ce  théorème  de  géomé- 
trie :  Dans  toutes  les  pyramides  qui  ont  pour  base  le  même  po- 
lygone, la  somme  des  aires  des  carrés  des  faces  triangulaires 
plus  le  double  de  la  somme  des  produits  de  ces  aires  prises 
deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle  respectif  des  faces  , 
est  nne  quantité  constante;  et  lorsque  le  polygone  est  plan, 
cette  quantité  constante  est  égale  au  carré  de  l'aire  de  la  base. 

IV.  Pendant  le  mouvement  du  système,  le  centre  de 
moyenne  distance  des  sommets  du  polygone  reste  immobile 
(voy.  p.  241 ,  t.  II).  En  général ,  et  d'après  le  même  prin- 
cipe, si  des  mobiles,  parlant  simultanément  des  sommets 
d'un  polygone,  parcourent  les  côtés,  dans  le  même  sens,  avec 
une  vitesse  uniforme  et  proportionnelle  respectivement  à 
ces  côtés ,  le  centre  de  gravité  de  ces  mobiles  reste  fixe. 
Cette  proposition  était  déjà  connue  des  anciens,  mais  pour 
le  triangle  seulement.  Voici  comment  elle  est  énoncée  dans 
Pappus  (liv.  8,  prop.  2)  :  Soit  le  triangle  ABC  et  le  triangle 
inscrit  GHK  ;  G  est  entre  A  et  B  ,  H  entre  B  et  C  ;  K  entre 

.       ^      .  ,.         AG      BH       CK    ,      ^  .      , 

A  et  C  ;  SI  1  on  a  -r—  =—-  =  -—,  les  deux  triangles  ont 
BG        CH        AK 

même  centre  de  gravité. 

V.  Si  l'on  applique  selon  les  côtés  d'un  polyèdre  deux  forces 
égales  et  directement  opposées,  il  y  a  équilibre  ;  représen- 
tons ces  forces  respectivement  par  les  côtés  en  grandeur  et  en 
direction  ;  le  système  se  partage  en  deux  autres,  dont  chacun 
a  pour  résultante  un  couple  ;  les  deux  couples  résultants  sont 
égaux  ,  ont  le  même  axe  et  tournent  en  sens  inverse  ;  les 
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couples  composants  ne  sont  autres  que  les  doubles  des  aires 
des  faces  du  polyèdre  ;  si  l'on  supprime  une  face ,  alors  les 
faces  restantes  donneront  pour  résultante  un  couple  repré- 
senté par  le  double  de  l'aire  de  la  face  supprimée  ;  appli- 
quant la  formule  connue  pour  les  couples  résultants ,  on  a 
ce  théorème  général  ((]arnot,  Géom.  de  position  ,  p.  310)  :  Le 
carré  de  l'une  quelconque  des  laces  d'un  polyèdre  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  de  toutes  les  autres  faces,  moins  le  double  de 
la  sommedes  produits  de  toutes  les  autres  faces  multipliées  deux 
à  deux ,  et  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elles  comprennent. 

Le  théorème  (111)  est  un  ras  particulier. 

VI.  Il  existe  un  théorème  analogue  pour  les  polygones 
{Géométrie  de  position  ,  p.  308);  en  général,  tout  théorème 
de  statique  peut  se  transformer  en  (héorème  de  géométrie. 
En  décomposant  un  système  de  forces  dont  on  connaît  l'état 
résultant,  en  d'autres  groupes  de  forces,  on  parvient  à  beau- 
coup de  théorèmes  consignés  dans  l'ouvrage  cité.      Tm. 


SOLUTION  pu  PROBLEME  71.  (T.  II  .  p  .327.) 

PAEL  M.  FAUXUa  (H,), 

l'Iùve  en  spciciales. 


Soit  l'équation  x^-^3j>j:''-\-3(]x  +  r=i). 

Posons  A  =  y/p' —  g.  Si  les  trois  racines  sont  réelles  ,  elles 
sont  comprises ,  la  première  entre  — p  —  iA  et  — p —  A;  la 
deuxième  entre  — p  —  A  et  —p+A.;  la  troisième  entre 
— p-\- A-  et  — /'-|-2A. 

Posons  X  —y — p.  Si  l'on  substitue  celte  valeur  à  la  place 
de  X  dans  l'équation  ,  la  transformée 

(1)         y^—^Ay+-2pi—Zpq+r  =  0,  (•) 


(•)  Celle   cqualion   peul    se  mcllrc  sous    la  forme   (1/  -  A}' (1/  +  2A)  -  2A»  f 
ipi  -  3/>ij  +  r=0;  Ions  les  résulials  rtevicnncnl  intuitifs.  Tm. 
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manque  de  second  tenue.  Les  racines  de  cette  équation 
étant  égales  à  celles  do  la  proposée  augmentées  de  p  ,  la 
question  sera  ramenée  à  prouver  que  l'équation  eu  j-  a  une 
racine  comprise  entre  — 2A  et  — A  ,  la  deuxième  entre 

—  A  et  +  A,  et  la  troisième  entre  -)- A  et  4-2A  ,  en  sup- 
posant d'abord  que  toutes  les  racines  soient  réelles. 

Pour  démontrer  qu'il  y  a  une  racine  entre  — iA  et  —  A  , 
il  suffit  de  faire  voir  que  si  l'on  substitue  ces  quantités  à  la 
place  de  y  dans  l'équation  (1) ,  on  obtient  deux  résultats  de 
signes  contraires. 

Or,  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de 
l'équation  on  a 

^-'— A'=0,  d'où  j'  =  ±:A. 
Si  les  racines  sont  réelles ,  celles  de  la  dérivée  le  sont 
aussi  ;  donc  A'  est  une  quantité  positive.  Le  sectmd  terme  de 
l'équation  est  donc  négatif ,  quant  au  dernier  il  peut  être  po- 
sitif ou  négatif.  Supposons-le  d'abord  positif.  D'après  le  théo- 
rème d^  Rolle  ,  il  y  a  une  racine  entre  -)-  A   et  —  A  ;  or 

—  A  donne  pour  résultat  2A'-\-'2p^ — 3pq-{-r^  quantité 
positive;  donc  -j-A  donne  un  résultat  négatif. 

Effectuons  la  substitution  de  —  A  et  de  —  2.4 
pour^= — A ,  on  a  pour  résultat  2A^-\-2p^ — 3pq^)i. 
X——2A  ..  —2A'+2;>'— 3/^7  +  2. 

Le  premier  résultat  est  positif  ;  je  dis  que  le  deuxième  est 
négatif.  Si  dans  l'équation  on  fait  j—O,  on  obtient  un  ré- 
sultat positif,  ainsi  que  pour  y=^x.  Mais  comme  l'équa- 
tion a  deux  racines  positives  ,  puisque  son  premier  membre 
ollre  deux  variations ,  et  que  toutes  ses  racines  sont  réelles  ; 
on  est  certain  eu  vertu  du  théorème  de  Rolle  ,  que  si  l'on 
substitue  la  racine  positive  -J-  A  de  la  dérivée  dans  l'équa- 
liou ,  on  doit  obtenir  un  résultat  négatif.  Faisant  la  substi- 

MUion ,  on  trouve 

— 2A5  +  2/;'  —  3/'7  -(-  2  <  0. 
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Donc  entre  j' = — A  et>'  =  — 2A,  ilya  une  racine  de  l'équa- 
tion. Comme  -|-  A  et  —  A  ,  ont  aussi  donné  des  résultats  de 
signes  contraires  ,  il  y  a  une  racine  entre  +  A  et  —  A . 

Si  l'on  fait  jr  =  +  -A  ,  on  obtient  un  résultat  négatif  ;  par 
conséquent  entre  -(- A  et  -t-2A,  il  y  a  une  racine  de  la 
transformée. 

Si  l'équation  avait  son  dernier  terme  négatif,  on  chan- 
geraitj'  en  — y,  et  en  changeant  lessignes  de  tous  les  termes, 
on  obtiendrait  une  équation  dans  laquelle  le  second  terme 
est  négatif  et  le  dernier  positif;  on  pourra  donc  en  tirer  les 
mêmes  conséquences  que  précédemment. 

Si  l'équation  n'a  qu'une  racine  réelle  ,  la  dérivée  a  ses  ra- 
cines imaginaires.  Par  conséquent  la  racine  réelle  de  l'équa- 
tion ne  peut  être  comprise  entre  les  quantités  imaginaires 
-2A  et  «t-2A. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  42.  (Page  519,  (^1.) 

FAR  M    VISAI.  (J), 

élève  au  collège  de  Monipellier. 

Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  com- 
mune et  une  corde  commune  parallèle  à  celle  tangente. 

SoitAIÎ,  la  tangente  donnée (/îgr.  21),  etDD'la  corde  com- 
mune ;  je  prendrai  pour  axe  des  jc  une  perpendiculaire  menée 
par  le  point  C  ,  milieu  de  DD'  sur  la  tangente,  le  lieu  cherché 
devant  évidemment  être  symétrique  par  rapport  à  cette 
droite;  et  pour  axe  des  y  la  tangente  commune  AB.  Je  dé- 
signe par  a  et  b  les  coordonnées  du  point  D  ,  et  celles  du 
point  D'  seront  a, —  b.  Par  le  point  C  je  mène  une  droite 
quelconque  CE,  cette  droite  sera  un  diamètre  d'une  des  pa- 
raboles ,  dont  le  foyer  est  un  point  du  lieu  cherché  ;  la  tan- 
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gpiite  AB  louchera  la   parabole   doiil  CE  est  le  diamètre , 
au  point  E  ;  par  conséquent  si  par  le  point  E,  je  mène  GE , 
faisant  avec  la  tangente  un  angle  égal  à  CEO,  le  foyer  de 
la  parabole  que  nous  considérons  devra  se  trouver  sur  celte 
droite.  Je  désigne  par  {x\  y')  les  coordonnées  de  ce  foyer  F; 
si  je  prends  le  symétrique  R  de  ce  point  par  rapport  à  la  tan- 
gente ,  j'aurai  un  point  de  la  directrice  de  la  parabole  que 
nous  considérons  ;  si  par  ce  point  R  ,  j'abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  le  diamètre  CE ,  j'aurai  la  directrice  elle-même  ; 
exprimant  maintenant  que  le  point  D,  est  également  distant 
du  foyer  (jt',  y)  et  de  la  directrice,  j'exprime  que  DD'  est 
une  corde  de  la  parabole  ,  j'obtiens  ainsi  deux  équations  de 
condition  entre  {x\  y'] ,  les  quantités  connues,  et  la  variable 
qui  Oxe  la  position  du  diamètre  CE  ;  en  éliminant  cette  va- 
riable ,  j'aurai  l'équation  du  lieu  cherché  ;  il  n'y  a  plus  qu'à 
exécuter  ce  que  je  viens  d'indiquer. 
L'équation  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  point 

C,  est 

y=:m{x—a)  (1); 

celle  de  la  droite  GE  est  par  conséquent 

y  =  —  m  {x  +  a). 
La  première  équation  de  condition  sera  donc 

y'=  —  m{x'+a).  (2) 

Les  coordonnées  du  point  symétrique  du  foyer  par  rapporta 
la  tangente  sont  {y', —  x') ,  l'équation  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  le  diamètre  est  donc 

r— y= — (-^+-1-'), 

m 
ou  bien 

m(y—y')  +  {x  +  x)  =  0. 

La  deuxième  équation  de  condition  sera  donc 

(•r- ny+  (y'- by  =  ^— ;  1^,,  '  • 
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11  n'y  a  plus  qu'à  diniinpr  m  entre  teUc  oqualion  ,  et  l'é- 
(junlinn  (-2)  ;  pour  cela  de  la  l"  on  tire  la  valeur  de  .7»,  on  la 
porte  dans  celle  qui  est  ci-dessus ,  et  on  trouve  que  l'équa- 
tion du  lieu  cherché  est  en  supprimant  les  accents  : 

{y—bY{J^  +  'i)'+y(^  —  a)'=iax{T  +  a)''— 
—  2r(^-r)  {'V  +  a)\ 
A  la  seule  inspection  de  cette  équation ,  on  voit  que  si  on 
porte  l'origine  au    point  de  l'axe  des  x ,  symétrique  du 
pointe,  parrapport  à  la  tangente,  elle  se  simpliQera,  il  n'y  a 
donc  qu'à  remplacer  a.,  par  x  —  a  ,  cl  il  vient  : 

[y—  byx'  +y(x  —  2a)'  =  4«  Lr—d)  ,r'+2^(^—  b)  x\ 

ElTectuant  les  calculs  et  simplifiant ,  on  trouve  finalement 
que  l'équation  du  lieu  est  : 

liax^  +  iay'x—fKi'x'—iay—b'x'~0.  (3) 

C-ette  équation  nous  montre  tout  de  suite  que  Toriginc  est 
un  point  de  la  courbe  et  même  un  point  multiple  ,  parce 
qu'en  faisant  a=0  et^=0,  on  a  successivement  deux  va- 
leurs de  X  etde^  qui  se  réduisent  à  zéro;  l'équation  de  la 
tangente  en  ce  point  est  : 

^a'x'+  iay'+  b'x'  =  (i. 

Cette  équation  étant  formée  de  la  somme  de  trois  carrés ,  il 
s'ensuit  qu'elle  ne  représente  rien  du  tout  ;  nous  en  con- 
cluons que  l'origine  est  un  point  multiple  isolé. 

Les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
l'axe  des  r  sont  données  par  l'équation  : 

iax^—  ia'x'—  b'x'  =  0. 
Cette  équation  est  divisible  par  x%  ce  qui  nous  donne  les 
deux  points  situés  à  l'origine  des  coordonnées  ;  en  divisant 
par  ce  facteur,  il  nous  reste 

iax  —  ia'—b'=0. 
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d'où 

Ad 

Comme  vériflcation,  on  peul  chercher  directement  cette 
valeur  au  moyen  du  théorème  que  j'ai  démontré  (page  445 
du  t.  II)  ;  car  celte  valeur  est  a,  augmenté  du  quart  du  para- 
mètre de  la  parabole  dont  l'axe  principal  serait  l'axe  des  x. 
D'après  ce  théorème  on  a , 

d  ou  2n  —  —  , 

a 

si  au  quart  de  cette  quantité  nous  ajoutons  a  ,  nous  aurons 

— ,  comme  nous  1  avons  trouve  ci-dessus. 

4a 

Supposons  que  le  point  H  ,  qui  nous  détermine  celle 
abscisse ,  soit  compris  entre  les  deux  points  O  et  C  ;  construi- 
sons le  lieu  i  de  l'équation  (3) ,  je  tire 

ia{x  —  a) 

Cette  valeur  nous  conGrme  dans  ce  que  nous  avions  dit  en 
commençant,  c'est-à-dire,  que  le  lieu  est  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  x.  A  la  seule  inspection  de  celle  valeur, 
on  voit  que  nous  ne  pouvons  pas  donner  à  a-  des  valeurs  né- 
gatives ,  parce  que  les  valeurs  correspondantes  de  jr  seraient 
imaginaires.  Les  valeurs  plus  petites  que  a  produisent  le 
même  efTet ,  excepte  x  =  0,  qui  donne  y"  =0,  ce  qui  nous 
fait  voir  encore  plus  clairement  que  l'origine  est  un  point 
isolé.  La  courbe  cherchée  est  donc  entièrement  à  droite  de 
l'ancien  axe  desj»'. 

Le  numérateur  de  la  valeur  de  j'  nous  montre  que  nous 
ne  pouvons  pas  donner  in  x,  des  valeurs  plus  grandes  que 


4rt 


,  pour  laquelle  on  aj  =0,  la  ligne  HI  est  donc 
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u\w  limile  de  la  courbe.  A  mesure  que  la  valeur  de  jt  se 
rapproche  de  a,  la  valeur  de.)-  augmente,  et  lorsque  x:=a, 
celte  valeur  devient  inGnic  ;  la  tangente  commune  est  donc 
asymptote  de  la  courbe  ;  cherchant  en  effet  directement  les 
équations  des  asymptotes ,  on  trouve  cette  droite  comme 
seule  ei  unique  asymptote.  ]\ou$  connaissons  maintenant 
assez  de  choses  sur  cette  courbe  pour  pouvoir  la  tracer. 
Cette  courbe  a  deux  points  d'inflexion ,  placés  symétrique- 
ment par  rapport  à  l'axe  des  x.  Au  moyen  de  la  méthode 
donnée  par  ÎM.  IMidy  (page  23:2 ,  tome  II) ,  on  trouvera 
facilement  la  position  de  ces  deux  points. 

Si  on  voulait  avoir  le  lieu  des  sommets  des  mômes  para- 
boles ,  on  pourrait  se  servir  de  ce  que  nous  venons  de  faire. 
Soit  F  un  foyer,  on  obtiendra  facilement  la  directrice  RS, 
comme  nous  l'avons  indiqué  ci-dessus  ;  du  point  F,  abais- 
sant une  perpendiculaire  sur  la  directrice  et  prenant  le 
milieu  de  SF,  on  aura  le  sommet  de  la  parabole  que  nous 
considérons.  En  désignant  par  a-  et  ^^  les  coordonnées  du 
sommet ,  et  x',  y  les  coordonnées  du  foyer  et  exprimant 
toutes  les  conditions  ci-dessus  indiquées,  on  arrive  aux  équa- 
tions. 

y-y=m{-x-j''),  (4) 

\nt{y  —  r')  -f-  -^  +  J^'  !  ' 

c.r'-x')+(y-.r)'='    -"^  /^j;.  '   (') 

y=~m(x-+a),  (6) 

Si  on  élimine  m  entre  les  équations  (6)  et  (7),  nous  savons  à 
quoi  nous  arrivons  ;  il  n'y  aurait  plus  qu'à  déterminer  x',y, 
m ,  au  moyen  des  équations  (4) ,  (5) ,  (6) ,  mais  l'éliminalion 
serait  très-compliquée. 

Noie.  Ce  genre  de  problèmes  se  résout  d'une  manière  di- 
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recte  et  facile  par  nos  formules  générales.  Conservons  la 
même  notation  et  les  mêmes  axes  des  coordonnées  ;  on  a , 
pour  l'équation  de  la  conique , 

Ay+  Bxy  +  Cx'+  Dr  +  Ejc  +  F  =  0  , 
la  conique  est  une  parabole ,  donc  m  =  B'—  4AC  =0  ;  l'axe 
des^  est  une  tangente,  donc  /=  W — 4AF  =  0  ;  les  deux 
points  donnés  fournissent  l'équation 

Ab'+  b  (Ba  +  D)  +  Ca'+  Ea  +  F  =  0  , 
cette  équation  devant  être  satisfaite  par  +b  cl  — ^ ,  on  a 

D 

doocBa  +  D  =  0  et  Ab'+Ca^+Ea  +  F=zO;  faisant -=:, 

A 

on  tire  de  ces  diverses  équations 

C_£D_  E_^'       '*.F_  '^'-' 

A~4'     A~~  '     A~~~~<z~2^'    K~~T'^ 

^  _2E      BD_        26'      *'  _     C    J)  E      b' 

A'  ~  A  ~  Â^  ~  ""  T  '    A'^  ~  ^  A  ■  À  ~  "  ■  A  ^I"  ' 

l"      b'  L        i'         b^  z'- 

-  =  -{a^z^+  b'),     -=.=  -;    N  =  1  +  -. 
A      a  A'      4A^        a  4 

Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  «  et  de  p  (p.  432, 
t.  II),  et  considérant  que  cos7  =  0,  il  vient,  après  avoir 
divisé,  numérateur  et  dénominateur,  par  A*, 

_        fc'  a-—     ^s'+  4a'+  b' 

2S 
Eliminant  z\  entre  a  et  S,  on  on  tire  z  =  — ^—  -,  substi- 

tuant  cette  valeur  de  z  dans  a,  il  vient 

(a  +  fl;)'[4«:c  — 6']+4fla6'=0;  (1) 

remplaçant   «  par  a: — a,  et  S  par  >  ,  on  obtient  l'éqna- 
tion  (3)  de  M.  Vidal. 

En  général,  au  moyen  de  nos  formules,  on  peut,  sans 
faire  aucune  construction  nouvelle ,  écrire  de  suite  les  équa- 
tions et  ramener  à  une  question  d'élimination  tons  les  pro- 
Ann.  de  Mathém.  m  13 


ftubstiluant  pour  N,  /,  /,  —,  ^,,  —,  les  valeurs  (rouvées 
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blêmes  où,  connaissant  quatre  conditions  dans  une  conique, 
il  s'agit  de  déterminer  le  lieu  {;;éométriquc  des  foyers,  du 
centre,  des  sommets  ou  de  tout  autre  point  déterminé  dans 
le  plan  de  la  conique. 

L'équation  (9),   relative  aux  coordonnées  du  sommet, 
donne  (p.  26,  t,  II),  faisant  m  =  0, 

4N'(/— 2A;tx)=13'L, 

4N'{/'— 2C/ty)=B"L; 

A  'il 

T''  A"'  Â^ 
ci-dessus,  on  parvient  facilement  à  ces  deux  équations  : 

z^ay  —  2a'2'  +  2(4ax  —b')=0; 

(4+8Tj:=— . 
a 

Éliminant  z,  on  obtient  une  équation  entre  x  et  y,  coor- 
données du  sommet,  et  qui  peut  monter  au  plus  au  16' degré. 

Tm. 


QUESTION  SUR  LES  ÉQUATIONS  DÉRIVÉES  (') , 
PAU  M.  noEiii.iEux  (édovaud), 

élève  en  spéciales  (première  place). 


Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  équa- 
tions qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  d'un  poly- 
nôme de  la  forme 

.r'"  +  P,r'"-  +  P,j:"-' +  Pnx'"-" +  P,„, 

depuis  la  (m — /i^émc  jusqu'à  la  (m — l)"^,  aient  une  racine 
commune  ? 

f)  Proposée  au  collège  Louis-leGrand.  Classe  de  M.  Richard,  en  féTrier  1844. 
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Quelle  est  la  forme  générale  des  polynômes  fonctions  de  jt 
du  /7j'*™"  degré  qui  jouissent  de  celte  propriété:^ 

Résoudre  l'équation  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro 
l'un  de  ces  polynômes,  m  étant  égal  à  une  puissance  de  2  et 
n  étant  égal  à  m  —  i . 

I. 

Posons 

/•(X)=X'"+P.X"-  +  P,X"-' 4-Pn-r"-" +  Pm. 

La  dérivée  de  ce  polynôme ,  de  l'ordre  (m —  n) ,  étant  dé- 
signée par_/C™— ")(a-) , 

/•(»>-n)(jr)  =  OT(wi  — 1) (/j  +  i)a:"-|_(„î_i)(m_2)...  . 

nP.x"--f-(w— 2)(ot  — 3) („_i)P,jr"-' 

4-(w  — «)(/«  —  «— 1) 2,1.P„, 

le  terme  général  de  ce  développement  est 

(m—p){m-p  —  \) („_p+l)Ppx'-^ 

l'indice  y?  étant  plus  petit  que  n. 
Si  on  suppose  «=1 ,  on  aura  ainsi  la  dérivée  de  l'ordre 

m 1    : 

/(•»-0(ar)=:TO(/7i— t)...2.x-|-(m— l)(/ra  — 2)...1.P. 
Posons  donc  les  équations 
/("»-») (x)=0,/("-»+')(x)=0. . ./("'  -2'  (JTJ^O./C»  - ')  (x)=Q. 

Considérés  relativement  à./f™~")(x),  les  premiers  mem - 
bresdes  équations  qui  suiventy('"-'*'(J^)  =  0  sont  les  [n  —  1) 
premières  dérivées  deyC"-»^-'^)-  Si  donc  on  suppose  qu'il 
existe  une  racine  commune  aux  n  équations  précédentes ,  il 
résulte  de  la  théorie  des  racines  égales  qu'elle  sera  multiple 
dansyc™— '')(jr) ,  et  que  son  degré  de  multiplicité  sera  égal  a 
n  ;  d'ailleurs  cette  racine  sera  facile  à  obtenir,  caryt»»— »)jr=0 
étant  du  premier  degré,  on  en  tire  immédiatement 

m 
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p 

f{.m-n){^x)  étant  du  degré  n  et  contenant  le  binôme  a-f-— ' 

m 

à  la  puissance  n ,  sera  donc  égal  à  I  x  -f  —  )  >  à  un  facteur 

numérique  près,  facteur  numérique  qui  n'est  autre  que  le 
coefficient  de  x"  dans/("'-»)(j:).  Divisant  cette  fonction  par 

m[m  —  1  ) . . .  («  +  1  )  1  on  aura 

^  m  ^m(m— 1)    '  '   m{m—\)[m—2) 

P.\"  n     ,  p.       n-,     ,     «(«-1)/P, 


\    ^  mj  ^       m  '         1.2      \yra/ 


«(«—!)(«  — 2) /PA' 


1.2.3 


m-- 


+ 


Les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux 
nombres  devant  être  égaux ,  on  a  les  identités 


—  ",  =  «•  — . 
m  m 


n[n  —  \)  ^  _n{n-\)  fV,\' 


m  [m  —  1  ) 


n-\)  /P.\' 
1.2      \m) 


n(n  — l)(n-2)   p  ^  «(«  —  1)  (n  —  2) /P.Y. 


©■■ 


etc. 


m{m  —  i){m  —  2)     '  1.2.3 

la   première  montre  que  P,  reste  indéterminé;  mais  des 

suivantes  on  lire  P, ,  P, , Pn  en  fonctions  de  P,  : 

^      m(m-l)/P.Y  m(/»-l)(m-2)/P.Y 

^'-~T:2        W'  1-2-3  \m)' 

Telles  sont  les  (n —  1)  conditions  demandées. 

II. 
Le  polynôme  proposé  est  de  la  forme 

'm  '1.2       \mj 
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(»;)'- 


^  1.2.3 

r"(fn-i) (m-n  +  1)  /P,\V-»    , 

1.2 /2  V»»/ 

+  P«+.x'^"-'  + +Pm-.X+P;„, 

c'est-à-dire  que  les  {n-}-  i)  premiers  termes  sont  égaux  aux 
(«+t)  premiers  termes  du  développement  de  la  puissance 

III. 


égalé  à  zéro  devient 

^    m     ^    1.2    v«y      ^ 


Si  on  suppose  n=  m  —  1  ,  d'où  m  —  nr=.i ,  le  polynôme 
;vient 

P.  ,^-.   .   m(m-l)  /P.y 
"■"        1.2 

+'"(S)""-  +  P'"  =  0' 

ou  encore 

équation  telle  que  si  on  fait  disparaître  le  second  terme .  elle 
se  réduit  à  une  équation  binôme. 

La  formule  qui  en  donne  les  racines  est 


le  radical  devant  recevoir  toutes  les  déterminations  dont  il 
est  susceptible. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  est  une  puissance  de  2  ,  lé- 
quation  se  résout  par  une  suite  d'extractions  de  racines 
carrées. 
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SUR  LES  ENVELOPPES  D'UNE  DROITE , 

inscrite  dans  un  angle  recliligne  et    conséquences  pour  les 
courbes  en  général. 


I.  Prenant  les  côtés  rt'un  angle  recliligne  pour  axes  coor- 
donnés ,  écrivons  les  quatre  éqoations  ; 

ay+b.r  ^tih^{i)-     <p(a,  i)  =  0  (2)  ;     y  +  .rb' =  b  +  ab' (3)  ; 
Haf+b'Hhf  =  0   (4). 

La  première  équation  est  celle  d'une  droite  mobile  ;  la  se- 
conde équation  est  une  relation  donnée  entre  les  segments 
formes  sur  les  axes  par  la  droite  mobile;  la  troisième  équa- 
tion est  la  dérivée  dc(1),  en  regardant  x,y  comme  con- 
stantes, a  comme  variable  indépendante  ,  et  //  est  la  fonction 
prime  de  b ,  considérée  comme  fonction  de  a ,  l'équation  (4) 
est  dérivée  de  l'équation  (2)  ;  Dot  désigne  la  dérivée  de  <f{a,  b) 
prise  par  rapport  à  a;  Dty  la  dérivée  de  <f[a^b),  prise  par 
rapport  à  b.  —  Cela  posé ,  éliminant  a,  b,  b'  entre  ces  quatre 
équations,  on  obtient  une  relation  entre  x  et  y,  qui  est 
l'équation  de  l'enveloppe  de  la  droite  mobile.  [Voir.,  pour  la 
théorie,  la  Note  de  M.  Collard,  l.  1,  pag.  281.) 

II.  Si  <f  est  une  fonction  algébrique  entière  du  degré  m  , 
elle  peut  se  mettre  sous  la  forme  Pm  +  Pm-  i  +  Pm  — 2  4-  •.■• 
+  P,  +  P„  =  0 ,  où  Pm  désigne  une  fonction  homogène  du 
degré  m ,  Pm- 1  une  fonction  homogène  du  degré  m  —  1,  et 
ainsi  de  suite  ;  éliminant  b'  entre  les  équations  (3)  et  (4),  il 
vient  j>'D(,!()+ «Da?=  xDa<p -f  bDi^o  (5);  l'équation  (5)  est 
du  degré  m,  l'équation  (2]  du  degré  ot,  et  l'équation  (1)  du 
second  degré ,  relativement  à  «  et  à  b  ;   et  -r ,  jk  sont  du 


d'où  l'on  tire  x  =  —  -  ;  y=  — i  ;  coordonnées  du  point  de 
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premier  degré  dans  ces  équations  -,  donc  l'équation  finale  en 
■r,y  ne  peut  dépasser  le  degré  2m\ 

III.  Soit  <!/[a,b)  =^  ap+  bq  —r=  0  (-2)  ;  p,  q,  r  sont  des 
constantes  données  ;  on  a  Da<j>  =  /»;  Bbf  =  q  ;  ainsi  l'équa- 
tion (5)  devient  qy  +  ap  =  px  +bq  •,  éliminant  a,  b  entre 
cette  équation  et  les  deux  équations  (1)  et  (2) ,  il  vient 

[qy  +pxy  —  Qqry  —  Iprx  +  r'  =  0  , 

équation  d'une  parabole  qui  louche  l'axe  des  x,  au  point  où 

r  r 

X   r=  —  ;  et  l'axe  des  y,  au  point  où  ^  =  —  (*). 

IV.  Éliminant  b  entre  les  équation  (1)  et  (2)  et  entre  (2) 
et  (5) ,  on  obtient 

aqy  +  x[r—ap)  =a[r—ap];  qy  —px  =  r  —  2a/?  ; 

r  r 

contact  sur  la  droite  mobile.  Soit  M  ce  point  de  contact  ;  A  et  B 
les  points  où  la  droite  mobile  coupe  les  axes  des  x  et  des  j>  ;, 

■À  7  3 

et  O  l'origine  ;  on  aura  OP  =  ^  :  PM  =  —  :  P  est   le 

r    '  r 

pied  de  l'ordonnée  du  point  M  ; 

„    .       .  _  a'p        abq        AP      AM       bq 

d  ou    AP  =  a =  — -  ;    -—  = =  -^  ; 

r  r  OP       MB       ap 

de  là  résulte  cette  construction  :  Sur  AB,  construisez  le 
triangle  ABC,  tel  qu'on  ait  AC=  bq  ;  BC  =:  a^,  le  point 
où  la  bissectrice  de  l'angle  C  rencontre  lecôlé  AB  est  le  point 
de  contact  M  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe. 

Si  /»  =  ^  =  1 ,  la  figure  OACB  est  un  parallélogramme  ;  le 
problème  revient  à  partager  AB  en  deux  segments  inver- 
sement proportionnels  à  OA  et  OB. 

Observation.  L'équation  (5)  renferme  le  problème  traité  au 

(■}  Apollonius ,  liv,  III ,  prop.  XI. i. 
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tome  I,  pag.  449  ;  car  o!kb'  étant  le  segment  sur  l'axe  par 

a'— <ï  q 

une  seconde  droite  mobile,  l'on  aura  — -= —  -,  rap- 

b  —  b  p' 

port  constant. 

V.  Problème.  Sur  une  courbe  continue,  on  prend  des  arcs 
de  longueur  équivalente;  trouver  sur  chaque  corde  de  l'un 
quelconque  de  ces  arcs ,  le  point  où  cette  corde  touche  son 
enveloppe. 

Solution.  Le  point  cherché  est  celui  qui  divise  cette  corde 
en  deux  segmculs  réciproquement  proportionnels  aux  lon- 
gueurs des  tangentes  qui  passent  par  les  deux  extrémités  de 
la  corde.  Ces  longueurs  sont  comptées  depuis  les  points  de 
contact  jusqu  au  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  ;  car, 
dans  deux  positions  voisines ,  la  droite  mobile  peut  être  con- 
sidérée comme  terminée ,  soit  à  la  courbe ,  soit  aux  tan- 
gentes ;  et  alors  on  rentre  dans  le  problème  précédent. 

VI.  Problème.  Etant  données,  dans  le  même  plan,  deux 
•  courbes  continues  IVl  et  N  ;  mener  une  tangente  à  la  courbe  Ni 

de  manière  qu'elle  intercepte  un  arc  minimum  ou  maximum 
sur  la  courbe  M. 

Solution.  On  mène,  s'il  est  possible,  à  la  courbe  N  une 
tangente  qui  devienne  corde  dans  la  courbe  M,  et  telle  que  le 
point  de  contact  divise  la  corde  en  deux  segments  inversement 
proportionnels  aux  longueurs  des  tangentes  menées  par  les 
extrémités  de  la  corde  à  la  courbe  M  ;  ces  longueurs  sont 
comptées  à  partir  des  extrémités  de  la  corde  jusqu'au  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes.  En  effet,  dans  une  position 
infiniment  voisine,  la  corde  intercepte  encore  un  arc  de 
même  longueur  (voir  Prob.  précédent)  ;  donc  la  différentielle 
de  l'arc  est  nulle,  donc  ,  etc. 

Si  la  courbe  M  est  fermée,  il  y  a  deux  arcs  sous-lcndus  par 
la  corde  ;  et  nécessairement  l'un  est  un  minimum,  et  l'autre, 
un  maximum  ;  si  la  courbe  est  ouverte ,    alors  la  partie 
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uuverle  est  toujours  un  maximum,  et  par  conséquent  la 
partie  fermée,  un  minimum  ('). 

Corollaire  I.  Un  angle  étant  circonscrit  à  une  courbe,  si 
on  partage  la  corde  de  contact  en  deux  segments  additifs , 
inversement  proportionnels  aux  côtés  de  l'angle  ;  de  toutes 
les  cordes  qui  passent  par  le  point  de  division ,  c'est  la  corde 
(le  contact  qui  interceple  un  arc  minimum. 

Coroll.  II.  M.  Bonnet  a  démontré  (pag.  68)  que,  si  la 
courbe  31  est  une  parabole  ,  et  la  courbe  N  sa  développée  ; 
le  point  de  conlact  sur  N,  le  même  que  le  centre  de  cour- 
bure, divise  la  normale  en  deux  segments,  dont  l'un ,  le 
rayon  de  courbure ,  est  représenté  par  2 ,  et  lautre  seg- 
ment par  1  ;  donc  les  tangentes  menées  par  les  extrémités 
de  la  corde,  sont  dans  le  même  rapport. 

Coroll.  III.  Dans  les  coniques,  la  corde  qui  passe  par  un 
point  donné  et  intercepte  un  arc  minimum  ,  n'est  jamais  la 
corde  conjuguée  au  diamètre  qui  passe  par  ce  point;  à  moins 
que  le  point  ne  se  trouve  sur  un  axe  principal. 

VII.  Soit        <f  [a,  b)  =  nab  +  pb  +  qa — r  =  0  (2)  ; 
ay+bx  =  ab  (1)  ;  Dbf  =^  "a  +  p 
Daç  T^nb  +  q  ; 
l'équation  (5)  devient  a[ny  -\-  q)  —  b[nx  +p)  z^qx  —  py  , 
éliminant  ab  ,  entre  (1)  et  (2) ,  on  obtient 

a{ny  +  q)  +  b[nx  +  p)  —  r  ; 
de  ces  deux  équations  l'on  tire 

r+qx—pr  _  r+py  —  qx 


<2{ny  +  q)  2{nx  +  p) 

Substituant  ces  valeurs ,  dans  l'équation  (1  ) ,  on  obtient ,  toute 
réduction  faite, 

{qx  — pyf  —  inrxy  —  2pry  —  2rqx  -i-  r'  =  0. 
Cette  équation  est  celle  d'une  hyperbole,  touchant  l'axe  des 

r  r 

r  au  point  r  =  —  ;  et  l'axe  des  x  au  point  x  ^  — . 
P  «7 

O  Si  les  deux  courbes  ont  une  langcnte  commune  ,  elle  résoui  le  problème. 
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VIII.  On  a   y{an  +  p]  —  x{bn+  q)  ^  bp  —  aq 


,,  .  ,,       ...  ..  a{r—bp)  b[r  —  aq) 

cl  ou  1  on  déduit  x  ==      -^-  ;  y  =  H-  ;  coordon- 

r  +  abn  r  +  abn 


any  +  bnx  =  r  —  aq  —  bp\ 

a{r — bp)  b[r  — 

r  +  abn    '  r  +  a, 

nées  du  point  de  conlacl  sur  la  droite  mobile. 

r 
IX.Si/j  ^9^0,  l'équation  de  la  courbe  devient  j:j- =  —  ; 

a     b 
et  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont  -,  -',  donc  il 

f'st  alors  au  milieu  de  la  droite  interceptée;  propriété  très- 
connue  de  l'hyperbole  entre  ses  asymptotes ,  et  ab  est  pro- 
portionnel à  l'aire  du  triangle  formé  par  la  droite  mobile  et 
les  droites  fixes  (*). 

X.  Problème.  Sur  une  courbe  continue  on  prend  des  seg- 
ments d'aires  équivalentes  ;  trouver  sur  chaque  corde  le 
point  de  contact ,  avec  l'enveloppe  de  celte  corde. 

Solution.  Le  point  de  contact  est  au  milieu  de  la  corde. 
Même  raisonnement  que  pour  le  problème  V. 

XI.  Problème.  Etant  données  deux  courbes,  designées  par 
M  et  N ,  mener  une  tangente  à  la  courbe  N ,  telle  qu'elle 
interccple,  dans  la  courbe  M ,  un  segment  d'une  aire  mi- 
nima  ou  maxima. 

Solution.  On  mène  la  tangente  de  manière  que  le  point 
de  contact  soit  au  milieu  de  la  corde  qu'elle  forme  dans  la 
courbe  M. 

Corollaire.  1.  Ainsi  de  toutes  les  cordes  qui  passent  par 
un  point  fixe,  celle  qui  a  son  milieu  en  ce  point ,  retranche 
le  segment  de  moindre  aire. 

Corollaire  II.  Les  théorèmes  énoncés  pag.  65  et  66,  appar- 
tiennent à  toutes  les  lignes  planes  continues,  il  suffit  de 
prendre  pour  N  la  développée  de  M, 

XII.  V  («>^)  =a''  +  b'  +  mab—r  —  0.  {Foir  p.  265 , 
du  tome  I.) 

(•)  Apollonius,  hb.  III,  piop.  XI. III. 
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XIII.  Problème.  Une  corde  de  longueur  constante  étant 
inscrite  dans  une  courbe,  trouver  le  point  où  la  corde  touche 
l'enveloppe. 

Solution.  Ayant  mené  par  l'extrémité  de  la  corde  deux 
normales  à  la  courbe  ,  la  projection  du  point  d'intersection 
des  deux  normales  sur  la  corde,  est  le  point  de  contact  cher- 
ché. [Foir  t.  II ,  p.  289.) 

Observation.  Dans  une  ellipse ,  l'enveloppe  est  une  ligne 
du  quatrième  degré,  {annales  de  Gergonne.) 

XIV.  Problème.  Étant  données  deux  courbes  M  et  N  dans 
un  même  plan  ;  mener  une  tangente  à  la  courbe  N,  de  manière 
que  la  corde  interceptée  dans  la  courbe  M  soit  un  maximum 
ou  un  minimum. 

Solution.  Il  faut  que  la  normale  à  la  courbe  N,  menée 
par  le  point  de  contact  et  les  deux  normales  à  la  courbe  M 
passant  par  les  extrémités  de  la  corde  ,  se  rencontrent  en 
un  même  point. 

Corail.  1.  De  toutes  les  cordes  qui  passent  par  un  point 
donné,  la  corde  maxima  ou  minima  est  celle  où  la  perpen- 
diculaire à  la  corde  passant  par  ce  point ,  et  les  deux  nor- 
males menées  par  les  extrémités  de  la  corde ,  convergent 
vers  le  même  point. 

Coroll.  II.  Si  la  corde  est  elle-même  normale  en  une  de 
ses  extrémités ,  il  faut  aussi  qu'elle  soit  normale  par  l'autre 
extrémité  ;  alors  elle  est  une  corde  maxima  ou  minima. 

Si  le  point  donné  est  sur  la  courbe  ,  il  faudra  de  ce  point 
mener  une  normale  ,  à  une  autre  partie  de  la  courbe. 

Observation.  Il  est  inutile  d'avertir  que  chaque  question 
peut  admettre  plusieurs  solutions  ^  et  qu'il  y  a  lieu  à  des 
maxima  maximorum ,  etc. 

Toutes  ces  questions  ont  été  résolues  à  l'aide  du  calcul 
différentiel ,  par  M.  Magnus.  (/^.  Gergonne,  t.  XVI,  p.  80.) 

Ces  diverses  solutions  ne  se  rapportent  qu'aux  points  où 


—  188  - 

la  courbe  a  son  cours  ordinaire,  et  sont  susceptibles  de  mo- 
difications dans  les  points  dits  singuliers. 
XV.  Toutes  les  fois  qu'on  a 

<f{a,b)  =  2kab'  +  'ikba'  —  Ib'  +  Inab  —  l'a'  —  m  —  0  , 

l'enveloppe  de   la  droite  ax+  by  =^  ab  est  une  conique 
(voir  tom.  II ,  p.  110,  corol.  '2)  ;  il  suffit  de  remplacera  et  c 

/  f      k     k      l      n     ï 

par  —  ^-et— —  ;  —,—,—.—,—,  sont  cinq  rapports 
b  a      m     m      m     m     m 

donnés;  les  identités  (tom.  I,  p.  490)  font  connaître  les  cinq 

B     C     D    E     F        .,      ,      ,  .  u    j.       , 

rapports  —,  —,  —,  —,  7-'^''  espèce  de  la  courbe  dépend 

du  signe  de  l'expression  suivante  : 

inkk' +  r' +  Ik' +  l  k'        n'  —  W 

5 + —■ 

Tm. 


THÉORÈMES 

DE   DESCARTES.   DE    ROLLE,   DE  BUDAN   ET   FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduits  d'un  seul  principe. 


I\I.  l'abbé  Moigno,  savant  disciple,  lumineux  interprète 
de  M.  Cauchy ,  dans  un  mémoire  inséré  au  Journal  de  Liou- 
ville(*),  établit,  d'après  l'illustre  géomètre  (*'^) ,  un  théo- 
rème fondamental  d'où  découlent  tous  ceux  que  nous  venons 
de  dénommer.  Nous  allons  essayer  d'approprier  cet  excellent 
travail  à  notre  recueil. 

1.  Définition  I.  La  racine  d'un  polynôme  entier  est  une 


n  Tome  V,  page  75,  1840. 

(")  Journal  de  l'Ecolp  polytechnique,  cahier  XXV,  pai;e  176,  1837 
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expression  ou  un  nombre  qui,  substitués  dans  le  polynôme, 
à  la  place  de  la  variable ,  le  rendent  égal  à  zéro. 

Définition  IL  Deux  termes  ou  deux  résultats  consécu- 
tifs de  même  signe  forment  une  permanence  ;  +  + , ; 

deux  termes  ou  deux  résultats  de  signes  différents  forment 
une  variation  ascendante ,  lorsqu'on  passe  du  négatif  au  po- 
sitif, — h  ;  et  une  variation  descendante,  en  allant  du  positif 

au  négatif,  -\ .  Celte  distinction  entre  les  deux  espèces  de 

variations  est  de  la  plus  haute  importance  et  sert  de  base  à 
tous  les  raisonnements  qui  vont  suivre. 

2.  Lemme  I.  Dans  une  série  quelconque  de  résultats,  si  on 
représente  par  A  le  nombre  de  variations  ascendantes,  par 
D  le  nombre  de  variations  descendantes ,  on  a 
1"  lorsque  les  termes  exlr.  forment  nneperman.  A — D=0. 
2°  id.  variai,  ascend.  A — D=-|-l 

3°  id.  var.    descend.  A — D= — 1. 

Démonstration.  N'ayant  égard  qu'aux  signes  des  résultats 
extrêmes,  on  ne  peut  avoir  que  l'un  de  ces  quatre  cas  : 

•       + + 

- + 

+ - 

En  quelque  nombre  et  ordre  qu'on  insère  des  signes  entre  les 
extrêmes ,  on  parvient  évidemment  à  la  conclusion  énoncée 
dans  le  lemme. 

Observation.  Nous  représenterons  dans  ce  qui  suit  la  dif- 
férence A  —  D  par  la  lettre  i  ;  de  sorte  que  e  ne  peut  avoir 
qu'une  de  ces  trois  valeurs ,  0  ,  et  ±  1 . 

Lemme  II.  Lorsque  la  substitution  des  valeurs  réelles  a  et 
b  dans  un  polynôme  donnent  des  résultats ,  formant  une  va- 
riation ,  il  y  a  au  moins  une  racine  du  polynôme  comprise 
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entre  a  et  b.  La  démonslrtition  est  dans  tous  les  traités  élé- 
lucnlaires. 

LEMMiilII.  Si  dans  l'intervalle  de  a  à  6,  le  polynôme 
(f>,  (x)  change  m  fois  de  signe ,  et  le  polynôme  <^{x] ,  n  fois  ; 

dans  ce  même  intervalle,  la  fonction  fractionnaire  -'— - 

<p(x) 

passera  au  moins  m  fois  par  zéro  et  n  fois  par  l'infini  (*). 

Ce  Icmme  est  une  conséquence  immédiate  du  leramc  pré  - 
cèdent. 

Observation.  La  fonction  peut  passer  par  zéro  et  par  l'in- 
fini ,  sans  changer  de  signe ,  lorsqu'il  existe  des  racines  mul- 
tiples en  nombre  pair. 

3.  Problème  1     Étant  donnée  la  fonction  fractionnaire 

~ — r^.trouver  la  valeur  de  £(lemmell)dansrintervalledeaà/'. 

Solution.  On  suppose  6  >  a  ;  et  l'on  fait  croître  x  par 
degrés  arbitraires  depuis  a  jusqu'à  b.  C'est  une  observation 
que  nous  ne  répéterons  plus  et  qu'il  faut  toujours  sous-en- 
tendre  lorsqu'on  dit  qu'une  fonction  varie  entre  deux  limites 
données. 

Comparons  les  signes  de et  de      ,',    . 

^  *'  fia)  fib) 

Si  cette  comparaison  donne  une  permanence,  alors  e=:0, 
Id.  variât,  ascend.        e—-{-i, 

Id.  variât,  descend.      t= — I. 

Cette  solution  est  fondée  sur  le  lemme  \.  Chez  M.  Cauchy, 

c  est  Yindice  de  la  fonction  fractionnaire. 

4.  Lemmk  IV.    Soient  deux  fonctions  réciproques  —. — , 

<p(x) 

~ i  E  a  la  même  valeur  pour  les  deux  fonctions  :  consé- 

qaence  évidente  de  la  solution  précédente. 

C)  On  suppose  que  les  deux  termes  ne  deviennent  pas  nuls  simullanément. 
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5.  Représentons  par  A„  le  nombre  de  variations  ascen- 
dantes que  donne  la  fonction  — —  ,  dans  l'inlervalle  de  a  à 

b,  en  passant  par  l'infini ,  et  par  A„  le  nombre  de  ces  varia- 
tions, en  passant  par  zéro,  de  sorte  qu'on  a  A  =  A(«)H-A(o) 
et  de  mémeD  =  D(„)-^D(o)i  donc  A  —  D=(A„  — D„)  + 
+  (Ao —  DJ  =  £  ;    faisant  A(„)  —  D(oo)  =  E(„)  (')  ;   A  (o)  — 

—  D(o)  =  E(o) ,  il  vient  E„+  E(o)  =  e. 

On  aura  de  même   pour  la  fonction  réciproque  , 

E'(«)  +  E'(o)  =£  ;  il  est  évident  qu'on  a  E'(«)=E(o)  et 
E'(o)  =E(»).  . 

Donc  E(»)  +  £'(«)  =  s  ;  E(o)  +  E'(o)  =  e ,  équations  fonda- 
mentales. Nous  verrons  que  l'on  n'a  besoin  que  de  la  pre- 
mière, et  nous  supprimerons  l'indice  oc,  mais  qu'il  faudra  tou- 
jours sous-entendre  ;  ainsi  la  première  équation  peut  s'écrire 

E4-E'  =  E.  (1) 

La  quantité  E  est  désignée  sous  le  nom  d'excès  ;  et  nous 
appellerons  e  l'excès  total.  L'équation  (1)  peut  s'énoncer 
ainsi  :  L'excès  total  d'une  fonction  fractionnaire  est  égal  à 
l'excès  de  cette  fonction ,  plus  Vexcès  de  la  fonction  réci- 
proque et  sous-entendu  relativement  aux  limites  a  et  b. 

6.  De  l'équation  (1)  on  tire  E  =  —  E'-f-s  ;  E  se  rapporte  à 

?^—  et  E'  à  —  i  mais  si  l'on  désigne  par  E"  l'excès  relatif  à 

—  — ,  on  a  évidemment  E"=  — E'  et  E  =  E"-H£;  ou 

If,  X 

bien  E  =  E'-t-e;  (2) 

E'  correspond  maintenant  à  —  — . 

<f    X 

7.  Lemme  V.  Si,  dans  la  fonction  fractionnaire  -^— ,  le  de- 
gré  du  dénominateur  (f(x)  étant  inférieur  au  degré  du  numé- 

■  Ea,  esl  l'indice  intégral  de  M.  Cauchy. 


( 
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rateur,  on  l'fft'clue,  autant  que  possible,  la  division  ;  Vexcès 
relatif  au  reste  divisé  par  le  dénominateur  est  égal  à  l'excès 
de  la  fonction  fractionnaire. 

Démonstration.  Soit  Q  le  quotient  et  R  le  reste  ;   on  a 

T> 

l'identité  ^î —  =  Qh •   Les  deux  fractions  deviennent 

¥(x)  ?  (x) 

toujours  infinies  ensemble  ;  et  pour  des  valeurs  voisines  de 
celles  qui  les  rendent  infinies ,  ces  deux  fractions  étant  très- 
considérables  sont  supérieures  à  la  valeur  finie  du  quotient 
entier  Q,  et  par  conséquent  sont  de  même  signe  et  produisent 
par  conséquent  des  variations  de  môme  espèce. 
8.  Problème  II.  Trouver  la  valeur  de  E  pour  la  fonction 

v  ^■^} 
fractionnaire ,  correspondante  aux  limites  aelb. 

Solution .  Supposons  le  numérateur  d'un  degré  inférieur , 
cl  faisons  sur  ces  deux  fonctions  les  opérations  du  plus  grand 
commun  diviseur.  Appelons  Q,  Q, ,  Q,,  ...  Qm  ...  Qn-i  les 
quotients  ;  ?.(x) ,  <f,{x)  ....  <fm{x)  ....fnW  les  restes  successifs 
pris  en  signe  contraire  ;  çn  (x)  est  le  dernier  diviseur  qui 
donne  le  quotient  Qj»— u  sans  reste.  On  a  donc  les  identités 

y(.r)__„    y,(-r)/?.W_Q     TîW.     T»«_(-^)_q       <?m+2(x)^ 

<fn-2(j:)  fn{x)        <fn-i{x]_ 

fn-iX  <i>n-i(x)        !f„(j?) 

Disposant  ces  fractions  avec  les  excès  y  relatifs , 

<P.(-r)  9,(0:)  jf^  yn(-r) 

<P^  f,x  ?«W  <f(n-i).r 

^"-~  — ,  En ,  «n  ;  nous  avons  donc  (6) 

fn(j:) 

E  =  E.-f-., 

E.=  E,  +  s,, 

En— 2  =  En_i  -)-  En— 2  , 
En-i  =  —  En  -j-  Cfi—t. 
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Or,  on  sait,  par  la  théorie  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, que  la  dernière  fraction  est  ou  un  nombre  ou  un  poly- 
nôme entier  ;  dans  aucun  de  ces  cas ,  cette  fraction  ne  peut 
passer  par  l'infini.  Donc  E„=:0  ;  ajoutant  donc  toutes  ces 
équations ,  il  vient 

mais  par  le  problème  (1)  on  sait  trouver  les  valeurs  de 
s  ,£,,£, ....  :  on  connaît  donc  la  valeur  de  E. 

Pour  faciliter  ce  calcul ,  examinons  comment  on  parvient 
à  la  valeur  de£(p).  Il  faut,  à  cet  cflet,  comparer  les  signes 

A      r       é-         ?P+l('^)      ?Pfl(^)      ...  ... 

des  fractions -^^-!^ ,  -=- — ,—  ;  écrivons  donc  sur  deux  lignes 

?p(«)        ?p(^) 

les  suites 

'?ia),  cp,(«),  <p,(a),  ....  fp{a),  ....  (p„_,(a),  <fn{a);  (1) 
fib),  %{b),  ?,(6),  ....  <fp(ô),  ...  'f»-,(i),  ^n{b).  (2) 
Quand  à  une  permanence,  ou  à  une  variation  dans  la  suite 
(1)  correspond  respectivement  une  permanence  ou  une  va- 
riation dans  la  suite  (•2) ,  le  e  correspondant  est  nul  ;  mais 
quand  à  une  permanence  de  la  suite  (1)  répond  une  varia- 
tion dans  la  suite  (2) ,  le  e  correspondant  est  +  1  ;  et  dans  le 
cas  inverse,  la  valeur  de  e  est  — 1 .  Soit  Vie  nombre  des  varia- 
tions et  P  le  nombre  des  permanences  de  la  suite  (1)  ;  supposons 
qu'à  t>  variations  de  cette  suite  répondent  autant  de  variations 
de  la  suite  (2) ,  et  aux  c'  restant  répondent  des  permanences  ; 
de  sorte  que  V=f-4-i''.  Partageons  de  même  P  en  deux  parts  : 
p  permanences  auxquelles  répondent  autant  de  permanences 
dans  la  suite  (2),  et/>'  permanences  auxquelles  correspondent 
des  variations  ;  ainsi  E  =  t>'  —  p'.  Soit  V  le  nombre  total  des 
variations  de  la  suite  inférieure,  on  a  donc  y^i'-\-p'; 
donc  V  —  V  =  p'  — p'  =  E.  Ainsi  E  est  égal  au  nombre  to- 
tal des  variations  de  la  suite  (1),  moins  le  nombre  total  des 
variations  de  la  suite  (2). 

ANN.   de   MilTHÉU.   III.  1'*' 
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Observation.  V  Dans  l'opération  du  plus  grand  commun 
diviseur,  on  peut  éviter  les  quotients  numériques  fraction- 
naires en  multipliant  les  dividendes  par  des  nombres  conve- 
nables. 

2"  Dès  qu'on  sera  arrive  à  un  reste  <!ip[x) ,  qui  ne  peut  de- 
venir nul  pour  aucune  valeur  comprise  entre  a  et  t,  on  peut 

arrêter  l'opération.  En  effet,  alors,  la  fraction  ^^ —   ne 

peut  devenir  infinie;  donc  Ep  =  0....  et  E=:£-H£,  +  ....cp_i. 
3°  Si  une  des  fonctions  <pp(a),  par  exemple,  est  nulle,  comme 
on  a  <5p_i(a)  =  Q(m_i)<f>p(rt)  —  9(p+i)(a) ,  les  deux  fractions 
voisines  tfp_i (a)  et  îfp4i((i)  sont  donc  de  signes  contraires, 
et  donnent  une  variation ,  à  moins  que  l'une  d'elles  ne  soit 
aussi  nulle  ;  excluons  d'abord  ce  cas-là.  Donc,  un  instant 
avant  que  ,f(/>)  s'évanouisse,  <pp-i((z)  et  f(|,+i)(a)  conser- 
vant leurs  signes,  formaient  aussi  une  variation,  et  quel  que 
fût  alors  le  signe  op[a) ,  il  n'y  avai(  toujours  qu'une  varia- 
tion :  car,  quelque  signe  qu'on  introduise  entre  une  varia- 
lion,  il  n'y  a  jamais  qu'une  variation,  donc  l'cvanouissiemenl 
d'une  fonction  n'influe  pas  sur  le  nombre  de.s  variations.  Ve- 
nons au  cas  où  deux  fonctions  consécutives  s'évanouissent  ; 
alors  d'après  les  relations  d'identité  entre  les  fonctions , 
toutes  s'évanouissent,  et  aussi  la  première  <f  (a).  Si  l'on  ad- 
met donc  que  <p(a)  n'est  pas  nul,  jamais  deux  fractions  con- 
sécutives ne  s'évanouiront  à  la  fois. 

[La  suite  prochainement.  ) 

QUESTION. 
83.  Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe  et  touchant 
constamment  une  conique  fixe  de  même  foyer,  le  sommet 
de  la  parabole  variable  décrit  une  conchoïde  ayant  pour  di- 
rectrice une  circonférence  sur  laquelle  se  trouve  le  pôle. 
(Limaçon  de  Pascal.)  (Chasles.) 
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PHYSIQUE.  —  QUESTIONS  D  EXAMEN. 

(École  normale). 

Lois  du  refroidissement.  —  Loi  de  Newton.  —  Loi  de  Dulong 
et  Petit  [dans  le  vide). 

PAB.  m.  SAHUQUÉ  (AD.), 
professeur  de  physique. 


1 .  Tous  les  corps  rayonnent  de  la  chaleur.  Si  un  corps  se 
trouve  placé  dans  une  enceinte ,  il  enverra  de  la  chaleur  au\ 
corps  environnants ,  on  même  temps  qu'il  en  recevra  d'eux; 
cl  suivant  que  sa  température  sera  égale  ,  supérieure  ou  in- 
férieure à  celle  de  l'enceinte  ,  elle  restera  constante  ,  s'a- 
baissera ou  s'élèvera  d'un  certain  nombre  de  degrés. 

2.  Si  l'on  suppose  la  température  du  corps  supérieure  à 
celle  de  l'enceinte  ,  son  refroidissement  pourra  être  suffi- 
samment représenté  par  fa  foi  de  Newton,  si  f  excès  ne  dé- 
passe pas  20  degrés.  Dans  fc  cas  contraire,  on  est  obfigé 
d'empfoyer  la  foi  découverte  par  Dufong  1 1  Petit. 

Lorsqu'on  se  sert  de  fa  foi  de  New  Ion  ,  en  appelant  A 
l'excès  de  tempéra  turc  au  commencement  de  f'obscrvation,  B 
ce  même  excès  au  bout  d'un  temps  ^  :  on  a  B  =  Aw'  ;  m  re- 
présente un  certain  coefficient  qu'il  faut  déterminer,  par 
expérience ,  pour  chaque  corps  qui  se  refroidit. 

La  détermination  de  ce  coefficient ,  et  fe  cafcul  du  refroi- 
dissement,  dès  qu'if  est  déterminé,  ne  présentent  aucune 
difficufté. 

Lorsque  fa  température  du  corps  au-dessus  de  f'enceinle 
est  telle  qu'if  faifle  avoir  recours  à  fa  toi  de  Dulong  et  Petit , 
on  se  trouve  également  avoir  à  déterminer  un  Coefficient  /// 
qui  ne  présente  pas  pfus  de  difficulté  sous  le  rapport  de  l'ex- 
périence ,  mais  dont  le  calcul  est  un  peu  plus  compliqué. 
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Je  QIC  propose  de  donner,  i\  la  fin  de  celte  note,  la  formule 
qui  peut  servir  à  le  trouver  ;  formule  qui  exprime  aussi 
l'ahaissemcnl  de  tcmpcralure  d'un  corps  au  bout  d'un  temps 
quelconque  ,  en  suivant  la  loi  du  refroidissement  dans  le  vide 
de  nulong  et  Petit. 

3.  Imaftinons  maintenant  que  le  corps  étant  à  une  certaine 
température ,  on  vienne  à  l'échauffer.  Il  est  évident  qu'il 
perdra  alors  plus  de  chaleur  qu'il  n'en  recevra  des  parois 
qui  l'environnent ,  et  que  par  conséquent  sa  température 
s'élèvera  moins  que  s'il  avait  été  mis  à  l'abri  tant  de  son 
rayonnement  propre  que  de  celui  de  l'enceinte.  Nous  nous 
proposons  de  rechercher  quelle  température  il  aurait  atteint , 
s'il  avait  été  placé  dans  la  dernière  condition  que  nous  venons 
d'indiquer. 

Le  problème  à  résoudre  peut  donc  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Un  corps  placé  dans  une  enceinte ,  dont  la  température 
reste  constante  ,  s'échauffe.  On  demande  à  quelle  tempéra- 
ture ce  corps  serait  parvenu ,  s'il  n'avait  pas  perdu  de  cha- 
leur par  voie  de  rayonnement.  On  suppose  :  1°  La  loi  de 
Newton  apphcable  ;  2°  le  refroidissement  se  faisant  dans  le 
vide  suivant  la  loi  de  Dulong  et  Petit. 

4.  ytpplication  de  la  loi  de  Newton  (*).  —  Si  on  appelle  T 
l'excès  de  la  première  température  observée  sur  celle  de 
lenccinte;  T' l'excès  de  la  deuxième  température;  K  le  nom- 
bre d'unités  de  temps ,  de  minutes  par  exemple  ,  que  le 
corps  en)ploie  pour  monter  de  T  à  T'  ;  il  est  clair  que 
T' — T  exprimera  le  nombre  de  déférés  dont  il  se  sera  élevé 
pendant  le  temps  K. 

Or,  on  peut  supposer  sans  erreur  sensible  ,  si  K  est  assez 
petit ,  que  fa  température  croit  de  quantités  consfantes  ;  et 

(•)  Neuloni  Opuscula,  II,  423. 
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T— T 

alors  — zz —   représcnle  l'accroissement  |)Our  chaque  mi- 
K 

uute. 

On  peut  également  supposer  qu'elle  passe  brusquement 

d'un  excès  à  un  autre  au  commencement  de  chaque  minute  , 

et  par  suite  qu'elle  demeure  invariable  dans  toute  la  durée 

de  cette  même  minute. 

1 
Cela  posé  :  en  représentant  par  -  la  fraction  de  l'excès  de 

température  dont  le  corps  s'abaisse  dans  chaque  minute  ; 

=  1  —  m    [en  effet,  pour  t'  on  a  B  =  Am  (2),  mais  le 

1 

refroidissement  dans  une  minute,  représenté  par  -.A  est 

A —  B  =  (l —  m)  A]  ;  les  pertes  successives  seront  : 

,..  i(T+"^-"f'-'^'). 

La  perte  totale  Q  sera  la  somme  de  toutes  ces  quantités , 
formant  une  progression   arithmétique   dont    le   premier 

T'— T 

terme  est  T,  la  raison  — = —  ,  et  le  nombre  de  termes  K. 
K 

Cette  somme  sera  donc  :  Q  =  -(  2T+ 'y-. )  -  ; 

^.      ^      1    2KT4-(K— 1)(T  — T) 

ou  bien  Q  =  -  . ; 

n  2 

.        /^  •      .n      1     (K  +  1)T  +  (K-1)T' 

et  en  réduisant  Q  =^  -  . . 

^11  2 

Celle  dernière  formule  est  très-simple  à  calculer. 
Pour  une  seconde  observation  on  aurait 

0'  =  '"     (K  +  1)T+(K-1)r' 
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Kl  en  faisant,  suivant  le  nombre  d'observations,  Q+Q'+Q"+... 
Qn  =  C,  la  température  finale  a:  cherchée  serait  x=  A-f-C, 
si  A  désigne  la  température  finale  observée. 

5°  Application  de  la  loi  de  Uulung  et  Petit.  —  Refroidis- 
sement dans  le  vide.   —  Ces  deux  habiles  physiciens  ont 
exprimé  leur  loi  parla  vitesse  du  refroidissement,  c'est- 
à-dire  par  le  nombre  ou  la  frarlion  de  degrés  dont  la  tempé- 
rature s'abaisse  pendant  le  temps  choisi  pour  unité.  Pour 
nous  l'unilé  de  temps  sera  représenlée  par  la  minute. 
En  appelant  m  ,  le  coefficient  à  déterminer  par  expérience; 
a  ,  la  raison  delà  progression  géométrique  que 
suit  la  vitesse  du  refroidissement  (|unnd  la  température  de 
l'enceinte  croit  en  progression  arithmétique  ;  la  valeur  de  a 
a  été  trouvée  égale  à  1,0077  pour  tous  les  corps; 
0,  la  température  de  l'enceinte  ; 
t,  l'excès  de  température  du  corps  sur  l'enceinte; 
l'expression  i^  de  la  vitesse  du  refroidissement  est 
i'  =  ma^a—i)C). 
Je  représente,  comme  précédemment ,  par  T  et  T'  deux 
excès  consécutifs  observés  :  par  K  le  nombre  de  minutes 
nécessaires  au  corps  pour  monter  de  T  en  T'.  Pour  abréger 

T— T 

je  fais  — - —  =  h. 
K 

Je  suppose  encore  ,  comme  tout  à  l'heure  ,  que  la  tempé- 
rature croît  brusquement  de  quantités  constantes. 

On  a  alors  les  deux  séries  suivantes  : 
Minutes  successives.  Pertes  pendant  chaque  minute. 

1      ma«(aT  — 1). 

2     /na»(aT+A_i). 

3      «mfl  (aT+î*  —  1). 

k //iae(rtT+(K-i)A_  1). 

,')  Ànnalet  de  Chimie,  VU,  p.  252.  1818. 
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La  perte  totale  Q  sera  la  somme  de  ces  quantités ,  c'est- 
à-dire     Q  =  «mû  j  rtT(  1  -|.  a* -f  aîA ^ . . . ,  aiK-i;A)  —  K  j . 

Mais  1,  a",  rt^A  ...  ^, Kl)/,  fonueiit  une  progression  géo- 
métrique croissante,  dont  le  premier  terme  est  1  et  la  rai- 
son a^. 


K 


y  fti  i;uusc4u 

ICIll 

V  — 

\      a*—  1 

Remplaçant  A 

par 

sa  va 

leur, 

il  vient  : 

Q  = 

ma^ 

/«ï(ai"-'r  — 

1) 

1         T'-T 

et  réduisant , 

Q  = 

ma^ 

/aT'_aT 
j         T'-T 

-K 

Cette  dernière  formule  se  calcule  encore  assez  simplement. 
Pour  une  seconde  observation  on  aurait  : 

Va   li  —  1 

Par  conséquent  en  raisonnant  comme  plus  haut  on  trouve- 
rait pour  température  finale  x=  A-f-C. 

6.  Il  me  reste  maintenant  à  indiquer  comment  on  peut  dé- 
terminer le  coefficient  m  pour  un  corps  donné. 

Appelons  A,  l'excès  de  température  du  corps  sur  l'enceinte 
au  commencement  de  l'expérience  ;  B,  ce  même  excès  au  bout 
d'un  temps  K  ;  P,  le  refroidissement  pendant  le  temps  K. 
Nous  aurons  évidemment  A  —  B  =  P. 

Tout  se  réduit  donc  à  observer  deux  températures,  et  à 
calculer  la  valeur  de  P  en  fonction  de  la  vitesse  du  refroi 
dissement.  Les  températures  A  et  B  doivent  être  assez  rap- 
prochées ;  et  il  sera  bon  de  faire  plusieurs  observations. 

Or,  en  raisonnant  toujours  de  la  mcnK-  manière  ,  on  voit. 
que  l'on  aura  jiour  perles  successives  : 
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(ma^a^—i),     /««"(a*-*  —  1 ,     ma^{a^-^'>— 1)   ...-, 

....  /«aS(aA-(K-i)A_i) 

c'est-à-dire  des  pertes  de  même  forme  que  les  précédentes 
Leur  somme  P  sera  donc  aussi  de  même  forme  :  la  seule  dif- 
férence consiste  en  ce  que  la  progression  géométrique  est 
décroissante,  A  étant  négatif. 

Par  conséquent ,  l'abaissement  de  température  d'un  corps 
qui  se  refroidit  pendant  un  temps  K  dans  une  enceinte  vide 
entretenue  à  une  température  constante  ,  est  représenté  par 
la  formule  : 

ou  bien ,  en  substituant  et  réduisant  ; 


Or,  A  — B=P;  il  suit  de  là 


( ^~        )■ 


jflA_  aB_R(i_a:c  )j^ 


d'où  l'on  tire 


mai 

B-A 
1  — aK 

_  (A  — B)(,l— <xK"j 

«elflA  — «B— k(.1— a"K"j  I 

7.  Un  mot  seulement  pour  le  cas  où  le  refroidissement  s'o- 
pérerait dans  un  gaz ,  dans  l'air  par  exemple. 

On  sait  que  la  Titesse  du  refroidissement  est  alors  la 
somme  de  la  vitesse  du  refroidissement  dans  le  vide ,  et  de 
celle  due  au  contact  seul  du  gaz. 

La  vitesse  du  refroidissement  due  au  gaz  seul  étant  repré- 
sentée par  la  formule  u  =  np't\  dans  laquelle  n  est  un  coef- 
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ficient  variable,  p  exprime  la  force  élastique  de  l'air,  t  l'excès 
lie  température  du  corps,  c=0,45  pour  l'air,  6  =  1,233 
pour  tous  les  corps  et  pour  tons  les  gaz ,  la  vitesse  totale  du 
refroidissement  dans  un  gaz  sera  : 

v  =  ma^{a'—i)-\-np'l''. 
Par  une  série  de  raisonnements  analogues  aux  précédents , 
(Kl  arrive  pour  exprimer  la  perte  de  chaleur,  pendant  un 
iemps  K ,  à  la  formule  : 

.^___Z_K  \  +  np'\  r+  (T+A)'+  (T+  llif  +  . . . . 

....{y+(K-\)i?j\. 

Or  cette  formule  ne  peut  plus  être  considérée  comme 
simple,  parce  qu'il  faut  calculer  séparément  chacun  des 
termes  de  la  seconle  partie  et  en  faire  la  somme ,  ce  qui 
devient,  si  non  diflBcile,  du  moins  très-long.  Par  cette 
raison  ,  voulant  rester  dans  les  limites  que  je  me  suis  im- 
posées, je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

En  cherchant  à  appliquer  les  lois  du  refroidissement ,  je 
n'ai  trouvé  dans  aucun  ouvrage,  des  méthodes  simples  et 
faciles.  J'ai  cru  devoir  publier  celles-ci ,  parce  qu'elles 
m'ont  paru  susceptibles  de  rendre  quelque  service  aux 
jeunes  physiciens  qui  voudraient  tenter  de  nouvelles  re- 
cherches. 

QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 
proposée  au  concours  de  l'École  normale,  (p.  393, 1. 1.  ) 

PAR.    M.  MARCOn  (J.) , 
Elève  au  collège  de  Besançon. 

Je  prends  pour  axe  des  x  le  grand  axe  de  l'ellipse ,  et  pour 
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aïc  des  X  la  tangenle  au  sommet  (lig.  18);  l'cquatiun  de 
l'ellipse  est  de  la  forme 

y  '=—,  (2ax  — X  )  ; 
a 

combinant  l'équation  de  la  droite  AD,  y=rte,  avec  l'e- 

((unlion  de  l'ellipse ,  j'ai  pour  l'abscisse  du  point  C 

2a6' 

AD       m         ,.       AV       m 
or,  on  a  — ;  =  -  ,  ou  bien  -— -  =—  ,  désignant  par  (a-,  y)  les 
AL       >i  A.\}       n 

coordonnées  du  point  D,  celle  relation  devient 

x{a'S'+b')      m  ,  'iab'm 

"lab*  n  n(a  à  +0  ) 

2ab'mS 
et  r= 


n(a'S'  +  b')' 

connaissant  les  coordonnées  des  points  C,  D,  léquation  de 

FDest 

2ab'iiio  .        .  _. 

y  =  — ; p-   jr-«     (1),    AF  =  »., 

et  celle  de  CB  est 

J-=^(-*--2a)  (2). 

a  0 

Eliminant  Centre  les  équations  (I)  et  (2) ,  on  aura  l'équation 
du  lieu  cherché. 

^Vjp 2a) 

De  (2) ,  je  tire  iî= ,  portant  cette  valeur  de  S 

a  y 

dans  l'équation  (1) ,  il  vient 

2ai*m(2a  —  as)  {x  —  a] 


/ b"  ('ia— x)'\      ,, 
■lab^m-^n(^        ^y         )  +  ^' 
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réduisant  et  ordonnant ,  il  vient 

a%2am  —  an)x''  +  b'{2am  —  oin)x'  + 
+  "îol/l^tn  —  2am  —  ma)x  +  Aa^b''tj.[m  —  n)  =  ù  , 

équation  du  second  degré  qui  représente  une  ellipse  ,  si  la 
courbe  primitive  est  une  ellipse,  et  une  hyperbole  dans  le 
cas  de  l'hyperbole  ;  elle  a  son  centre  sur  l'axe  des  x  et  elle 
passe  au  point  B. 
Si  m  =  n ,  on  retombe  sur  l'équation  de  l'ellipse  primitive 

y'  =  —  {2ax~x'). 
a 

Pour  passer  au  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parabole , 
comme  ad  b  deviennent  inflnis  en  même  temps,  on  ne  voit 
pas  immédiatement  ce  que  devient  l'équation  du  lieu,  alors 
on  remplace  b  en  fonction  de  a  et  de  a  ;  en  s'appuyant  sur 
la  distance  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer ,  on  trouve 
b'  =  2aa  —  a';  léqualion  du  lieu  devient 

a'['2am  —  oi.n)y'  +  y-laa  —  u)  (iam  —  an]x^  + 
+2a(2rta  —  a')  Ça{2n—m) — ^am^x+iaa&aa — 3t';(/« — n]  =0  ; 

faisant  a  infini  dans  cette  équaliun,  elle  devient 

my'  —  ixmx  +  ia\m  —  «)  =  0 , 


OUr   =4a(^X -— j, 


équation  d'une  parabole.  Si  rn:=n,  on  trouve  l'équatioa  de 
la  parabole  primilivej''  =  4aj:. 

Ainsi  on  voit  que  pour  le  cas  de  la  parabole ,  au  lieu  de 
tirer  la  droite  BC ,  il  faut ,  par  le  point  C ,  mener  une  paral- 
lèle à  l'axe  focal. 

RECTIFICATION. 

Le  théorème  80  (p.  40)  est  de  M.  Quetelet.  {Nouveaux 
mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  III.) 
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THÉORIE  ELEMENTAIRE  DES  INOMBRES, 

D'après  Euler,  Legendre,  MM.  Gauss  et  Cauchy. 

1 .  Pour  donner  plas  d'ensemble  à  cette  exposition ,  nous 
croyons  utile  de  remonter  aux  notions  et  aux  propositions 
primitives.  Dans  tout  ce  qui  suit ,  on  emploie  les  lettres  pour 
représenter  des  nombres  entiers  positifs;  observation  essen- 
tielle qu'il  no  faut  jamais  perdre  do  vue. 

2.  L'unité,  c'est  l'idée  abstraite  d'un  objet  quelconque 
(onsidéré  comme  existant  seul. 

3.  Compter,  c'est  ajouter  l'unité  successivement  à  elle- 
même  et  donner  un  nom  à  cette  agrégation;  le  nombre  est 
cette  agrégation  d'unités.  L'équation  suivante  contient  la 
définition  du  nombre  : 

aA=i.a  (1) 

11  n'existe  pas  de  dernier  nombre. 

4.  La  numération  parlée  est  un  système  limité  de  signes 
vocaux  (  mots  )  au  moyen  desquels  on  peut  nommer  tous 
les  nombres  dont  peuvent  avoir  besoin  les  sciences,  les  arts 
et  diverses  professions  sociales. 

5.  La  numération  écrite  est  un  système  limité  de  signes 
graphiques  (chiffres)  au  moyen  desquels  on  peut  représenter 
tous  les  nombres. 

6.  La  série  des  nombres  naturels  est  la  suite  des  nombres 

0,  1,2,  3 00.  Il  faut  se  représenter  cette  suite  comme 

écrite  sur  une  demi-circonférence  de  rayon  infini ,  de  sorte 
que  +  50  est  diamétralement  opposé  à  zéro  ;  et  sur  l'autre 
demi-circonférence ,  aussi  à  partir  de  zéro,  on  écrit  la  suite 
naturelle  des  nombres  négatifs  0,  —1,  —2 — ce,  de  sorte 
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que  +0  el  —0,  +  oo  et  —  oo  se  confondent.  C'est  une  observa- 
tion essentielle  dont  l'oubli  entraine  à  d'étranges  hérésies  C)- 

7.  La  série  des  nombres  naturels  donne  lieu  à  deux  opé- 
rations principales  :  1°  compter  en  avant,  en  allant  vers  -foo, 
c'est  V addition;  2°  compter  en  arrière,  en  allant  vers  — oo, 
c'est  la  soustraction.  Quel  est  le  septième  nombre  après  13? 
Réponse  :  20.  Quel  est  le  treizième  nombre  après  7  ?  Ré- 
ponse :  20  ;  et  le  résultat  s'écrit  :  13  +  7  =  7+1 3 ,  et  en  géné- 
ral a+l>  =  b  +  a  (2).  Quel  est  le  septième  nombre  après  13 
en  allant  vers  — oo?  Réponse:  +6,  ou  13 — 7=:+6.  Quel  est 
le  vingtième  nombre  après  1 3  en  marchant  vers  —  oo  ?  Ré- 
ponse: —  7,  ou  13  —  20  = — 7.  L'addition  et  la  soustraction 
sont  deux  opérations  inverses  et  peuvent  servir  à  se  con- 
trôler mnluellement. 

8.  Problème  1.  Étant  donné  le  polynôme  a,+  a,+a,+...a„ , 
les  nombres  étant  positifs  ou  négatifs,  combien  y  a-t-il  de 
manières  d'obtenir  le  résultat?  Nous  donnerons  plus  bas 
une  solution  simple  de  ce  problème  dilBcile  (p.  208). 

9.  Lorsque  dans  V addition  de  plusieurs  nombres  tous  les 
nombres  sont  égaux ,  l'opération  prend  le  nom  de  multipli- 
cation et  le  résultat  se  nomme  produit. 

Théorème  1.  ab  =  ba  (3).  Démonstration.  On  a  a.\  =l.a, 
donc  aA  +«.1  =  l.a+l.fl,  oaa[l+l)  =  (l  +  l)a,  et  en  conti- 
nuant,  on  parvient  à  ab^ba.  On  peut  aussi  imaginer  a  rangées 
de  i  carrés  chacune;  le  nombre  total  de  carrés  sera  représenté 
par  ab  et  par  ba.  Le  même  genre  de  raisonnement  sert  à  dé- 
montrer que  les  six  permutations  de  abc  donnent  le  même 
produit  :  on  imagine  un  assemblage  de  cubes  égaux  rangés 

{■)  Il  est  utile  aussi  de  remarquer  que  oV^—i  elo  se  confondent  ainsi  que 
aV^—i  et  ».  Pour  les  distinguer,  dans  l'algèbre  appliquée,  il  faut  examiner 
l'état  de  ces  quantités  un  instant  avant  el  après  qu'elles  s'annulent  ou  de- 
viennent inGnies.  Cet  examen  est  devenu  l'objet  d'un  genre  d'opérations  que 
M  Cauchy  désigne  sous  le  nom  de  calcul  des  résidus  et  pour  lequel  il  a  imaginé 
un  algorithme  spécial.  Il  faut  aussi  toujours  se  rappeler  i;ue  0  et  ■«>  sont  des 
expressions  riU'iproques. 


-  206  — 

l'ii  forme  de  parallélipipède  ('),  ou  en  romptenn  nombre  a 
dans  le  sens  de  la  longueur,  un  nombre  b  dans  le  sens  de  la 
largeur,  el  un  nombre  c  dans  le  sens  de  la  hauteur  ;  il  y  aura 
six  manières,  correspondant  aux  six  permutations,  de  trou- 
ver le  nombre  lotgl  des  cubes ,  qui  est  toujours  le  même. 
(  Legendrc ,  Théorie  des  nombres ,  Introduction  ,52.) 

10.  Théorème  2.  Dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  les 
multiplications  de  n  facteurs ,  on  parvient  toujours  au  même 
produit. 

Démonstration.  Supposons  que  le  théorème  soit  vrai  pour 
un  nombre  de  facteurs  moindre  que  n  -,  de  quelque  manièr(î 
qu'on  s'y  prenne,  l'opération  se  termine  toujours  par  la 
multiplication  de  deux  facteurs,  qui  sont  généralement  eux- 
mêmes  produits  de  facteurs  simples.  Soient,  pour  un  de  ces 
modes  d'opérer,  P,  el  P»  deux  de  ces  derniers  facteurs  com- 
posés ,  les  indices  r  et  i  indiquent  le  nombre  de  fadeurs 
simples  qui  entrent  respectivement  dans  ces  facteurs  multi- 
ples; on  a  évidemment  r  +  s=:n.  Soient  Pr'  et  Pj-  les  deux 
derniers  facteurs  correspondant  à  un  autre  mode  d'opérer, 
on  a  encore  r'+s'^=n  ;  Pr  a  nécessairement  un  certain  nom- 
bre de  facteurs  simples  en  commun  avec  Pr'  oti  avec  P,»  ;  ad- 
mettons le  premier  cas  et  désignons  par  P(  le  produit  des  t 
facteurs  communs  :  r  étant  plus  petit  que  n,  on  peut  mulli- 
plier  d'abord  entre  eux  ces  facteurs  communs,  on  a  donc 

Pr=P<   .Pr-,;Pr  =  P(      Pr-»; 
donc  Pr  •  P,  =  P(   .  Pr-(   .  P. 

Pr.Py=P,   .Pr^.,.P^; 

or  Pr— (  .  P«  ^  P«-'-f  ■  P«' ,  car  ces  deux  produits  renferment 
les  mêmes  facteurs  simples  et  en  nombre  moindre  que  n  ;  de 
quelque  manière  qu'on  effectue  le  produit,  il  doit  donc,  d'après 
la  supposition,  rester  le  même;  donc  aussi  Pr  .P»  =Pr'  •  P» . 

,  ■)  l\  serail  plus  conforme  ii  l'èlymologie  d'écriie  parallélépipède. 
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Or  le  théorème  est  vrai  pour  trois  fadeurs ,  il  subsiste  donc 
aussi  pour  quatre  facteurs,  etc. 

1 1 .  Problème  2.  De  combien  de  manières  peut-on  effectuer 
le  produit  de  n  facteurs  inégaux? 

Solution.  Désignons  par  le  symbole  Pn  ce  nombre  de  ma- 
nières-, et  par  P„+i  ce  nombre  lorsqu'il  survient  un  nouveau 
facteur  K,  cl  qnel'on  a  n  +  l  facteurs;  cherchons  la  rela- 
tion entre  Pn+t  et  P».  De  quelque  manière  qu'on  s'y  prenne 
pour  effectuer  Pn,  il  faudra  toujours  exécuter  «  —  1  multi- 
plications. Ceci  est  évident  lorsqu'on  multiplie  le  premier  fac- 
teur par  le  second  ;  ce  premier  produit  par  le  troisième  fac- 
teur ;  ce  second  produit  par  le  quatrième  facteur,  et  ainsi 
de  suite  :  il  en  est  encore  de  même  lorsqu'on  exécute  par 
groupes.  Exemples  :soit  «  =  12,  il  faut  onze  multiplications  , 
par  le  mode  successif;  et  si  on  décompose  en  trois  groupes  de 
trois  ,  quatre  et  cinq  facteurs  ,  le  premier  groupe  nécessite 
deux  multiplications ,  le  second  en  exige  trois  elle  troisième 
quatre  ;  à  quoi  il  faut  ajouter  deux  multiplications  pour  les 
trois  groupes  ;  ainsi,  en  tout,  encore  onze;  et  le  même  rai- 
sonnement s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

Cela  posé,  soient  d'abord  deux  facteurs  a,  b,  on  a  évidem- 
ment P,  =:  2,  savoir  -.  ab,ba:  prenons  un  troisième  facteur  c  ; 
on  peut  le  combiner  comme  multiplicateur,  ou  multiplicande 
avec  ab,  entièrement  effectué ,  ce  qui  donne  deux  manières , 
cab  ,  abc;  ou  bien  encore  faire  intervenir  c  pendant  la  mul- 
tiplication ;  ainsi ,  acXb,  cax  b  ,  a  X  bc  ,  a  X  cb  ,  ce  qui 
donn»^  quatre  manières  ,  en  tout  six  manières  ;  raisonnant 
de  même  sur  ba  ,  on  voit  que  l'on  a  Pj^  12=2.  6  ;  prenons 
un  quatrièmefacteur  d,  et  combinons-le  avec  le  produit  abc  ; 
d  abord  entièrement  effectué  ,  on  obtient  deux  manières 
tlubc  ,  abcd  ;  ensuite  pendant  l'opération  ,  abc  exige  deux 
multiplications  ;  en  introduisant  d  pendant  la  première , 
celle  de  a  par  if,  on  obtient  quatre  manières    ad.  hc,  da.  bc, 
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a.  dbc,  a.  bdc,  el  autant  pendant  la  seconde  niultipliratiun , 
«'Ile  de  <il)  par  c  ;  en  tout  dix  manières.  On  en  dit  autant  d'un 
produit  quelconque  ,  d'où  P4t=  120  =2.  6. 10;  on  trouverait 
de  même  P5=2. 6. 10. 14  ;  et  ainsi  de  suite. 

En  général ,  soit  M  une  des  manières  employées  pour 
obtenir  le  produit  de  n  facteurs.  Le  nouveau  facteur  K 
peut  se  combiner,  multiplicande  ou  multiplicateur  avec  M  , 
ce  qui  donne  deux  manières  ;  si  on  l'introduit  pendant  l'exé- 
cution ,  il  y  a  n —  1  multiplications  dont  chacune  donne 
quatre  manières ,  et  en  tout  4  (w —  1)  -)-2  =  4/j  — 2;  ce  qu'on 
dit  pour  AI  peut  s'appliquer  à  toute  autre  manière  d'obtenir 
le  produit  de  n  facteurs;  donc 

P„+,={4n  — 2)P„    ou  bien    P„  =  (4«  —  6)  Pn-i  • 
Faisant  successivement   «=2,3,4,  ....  «,  et  considérant 
que  P,  =  1 ,  on  a 

P^  =  2;     P,=  2.6;     P,=:2.6.10;     Pj=2  6.10.1i; 

P,  =  2.6.10.14.18; 

2r2/i 31 

et  P„+,  =  2.6.10.  ..  (4h— 6)=:2M.3.5....2«— 3=> ~i; 

[n— 2] 

les  crochets  désignent  un  produit  continuel. 

Observation.  Cette  ingénieuse  solution  est  duc  à  M.  Ro- 
drigues  (Olinde).  La  formule  avait  été  trouvée  auparavant 
par  M.  Catalan  (E.) ,  à  l'aide  de  considérations  combina- 
toires.  (Journal  de  Liouville  ,  t.  III ,  p.  515  et  549.  1838.) 

12.  Problème  3.  De  combien  de  manières  peut-on  effectuer 
un  produit  de  n  facteurs  ,  lorsqu'il  y  a  des  facteurs  égaux  ? 

Solution.  Soit  a^bi-c/ ....,  et  a  -f  fi  -|-  •/,....=«  on  aura 

_  2.6.10 4rt— 6 

"~  (1.2.3...a)  (1.2.3.. .jî)  (1.2.3.../)...  ■ 

Cette  formule,  déduite  de  la  théorie  combinatoire  est 
aussi  de  M.  Catalan,  (/ourna?  de  Liouville,  t.  VI,  p.  74.1841.) 

Observation.  Ces  solutions  conviennent  aussi  au  pro- 
blème 1  (8).  {  La  suite  prochainement.) 
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THÉORÈMES 

DE   DESCARTES.   DE    ROLLE,   DE  BUDAN    ET   FOURIER , 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduits  d'un  seul  principe. 
(Suite,  V.  p.  188.) 


9.  Problème  3.  Élanl  donnée  la  fonction  entière  <f{.v) , 
trouver  une  autre  fonction  entière  ^jt)  ,  telle  que,  pour  la 

fonction  fractionnaire  - —  ,  D„  (5)  soit  nulle  entre  les  linii 

tes  quelconques  a  clb. 

Solution.  Soit  /  une  racine  réelle  de  ^(j:)  ,  et  supposons, 
pour  plus  de  généralité ,  que  cette  racine  soit  multiple  du 
degré  m  ,  de  sorte  que  l'on  a  f(jc)  =  {x  —  /)*"? ,  où  P  est  une 
fonction  entière  de  (x) ,-  faisant  x=/-|-  ^  ,  la  fonction  frac- 
tionnaire devient  -— ....  [m]  est  le  produit  conti- 

"     »... 

nuel  et  ^"{1)  est  la  dérivée  de  l'ordre  m  ;  car,  d'après  la  pro- 
priété connue  des  racines  multiples ,  les  fonctions  dérivées 
qui  précèdent  cp"  sont  nulles.  Cette  fraction  peut  s'écrire 
comme    produit    de    deux    facteurs ,    de    cette    manière 

T-i^ — ;  pour  que  cette  fraction  ait  toujours  le 

^^î-^  +  etc. 
[m] 

même  signe  que  h ,  il  faut  que  te  second  facteur  soit  tou- 
jours positif ,  c'est-à-dire  que  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur soient  toujours  de  même  signe  ;  or,  h  étant  inGniment 
petit,  le  signe  est  déterminé  dans  chaque  suite  par  le  pre- 
mier terme.  On  satisfait  donc  de  la  manière  la  plus  simple 

Ann.  de  Mathém.  III  '>> 
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;i  la  condilion  de  rendre  le  second  facteur  constamment  po- 
sitif en  écrivant  que  le  premier  terme  du  numérateur  est 
égal  au  premier  terme  du  dénominateur ,  ce  qui  revient  à 
écrire  -l^x  =  «p'(.r)  j  car  alors  le  premier  terme  du  numéra- 

teur  est -,  <)'"'(  0 ,    et  la   fraction  prend  la   forme 

\m—\\ 

1  OT  +  AM         ,,      ,,  ,      , 
\—r^ ,  ou  M  et  JN  représentent  des  fonctions  entières 

de  A  et  de  /.  Ainsi ,  pour  h  inGniment  petit  et  négatif,  c'est- 

<f'(l—h) 
à-dire  pour  jr  =  /  —  A,  le  rapport — .  ,   ,^   est  négatif;  et 

?  ('+  «) 
dans  la  même  hypo'.hèsc  et  .r=  /+  h,  ce  rapport  est  positif, 

et  pour  A  =:  0  le  rapport  est  inGniment  grand  ;  donc  il  n'y  a 

point  de  variation  descendante  lorsque  la  fraction  passe  par 

l'inGoi  ;  ainsi  D„=:0;  donc  ij-(x)  =  ^'(x)  donne  la  solution 

la  plus  simple  du  problème. 

cpV/) 

observation  1.   «(x)  ayant  des  racmes  multiples,    — r 

devient  en  apparence  —;  mais  la  valeur  effective  est  infinie. 

Obs.  2.  P  étant  une  fonction  entière  de  x,  q)'x-|-P<p(x)  =  vj/x 

•Lx              »'x 
donne  aussi  une  solution ,  car  —  =  P  H et   le  signe  du 

<pX  yx 

m'x 

premier  membre  est  le  même   que  celui  de    —    lorsque 

cette  fraction  passe  par  l'infini  (lemme  5).  En  général,  soit 

y(z)  une  fonction  entière  de  ::  ne  renfermant  que  des  termes 

positifs  et  des  exposants  impairs;  remplaçant  z  par  v'(xj,  on 

obtient  encore  une  fonction  ■^(■r)  qui  satisfait  au  problème , 

vu  que  cette  fonction  est  toujours  de  même  signe  que  <f'{jr). 

10.  Théorème  i.  Le  nombre  des  racines  réelles  distinctes 

d'un  polynôme  algébrique  entier  F(x)  comprises  entre  les 

deux  limites  a  cl  b  est  toujours  égal  à  l'excès  E ,  relatif  au 

,  F'(x) 
rapport  ;p^. 
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Démonslralion .  Supposons  n;  racines  distinctes  comprises 

entre  aelb  ;  dans  cet  intervalle ,  le  rapport  —  passe  donc 

m  fois  par  l'infini,  et  pas  davantage;  et  toujours  pour  des 
variations  ascendantes  (problème  3  )  ;  donc  E  —  m. 

Théorème  de  M.  Sturm. 

11.  Problème  4.  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles 
distinctes  de  l'équation  F(x)  =  0  comprises  entre  les  deux 
lijuiles  a  cl  l>?  a  <Zb. 

Solution.    On    calcule    les   restes    successifs    —  T^ix) , 

—  F,{x) — Frix),  que  l'on  obtient  en  cherchant  le 

plus  grand  commun  diviseur  de  F(x)  et  de  sa  dérivée  F'(x)  ; 
on  écrit  sur  deux  lignes  les  suites 

F  {a),  F'(a),  F, (a),  F^a)  F,  (a) , 

F{b),  F'{b),  FAb),  FAb).....Fr{b), 

ou  seulement  les  signes  de  ces  diverses  quantités  :  autant  la 
seconde  ligne  a  de  variations  de  moins  que  la  première ,  au- 
tant il  y  a  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  b.  Cette 
solution  est  une  conséquence  du  théorème  précédent  et  du 
problème  3. 

Observation.  E  étant  égal  à  m  essentiellement  positif,  la 
seconde  suite  ne  peut  jamais  avoir  moins  de  variations  que 

h  première. 

Théorème  de  Rolle. 

12.  Théorème  2.  Le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation 
F(x)  =  0,  comprises  entre  les  limites  a  et  b,  ne  peut  jamais 
surpasser  de  plus  d'une  unité  le  nombre  de  racines  réelles 
de  l'équation  dérivée  F'(x)  =  0 ,  comprises  entre  les  mêmes 
limites. 

Démonstration.  Soient  E  et  E'  les  excès  relatifs  aux  fonc- 

F'{x)      F(x) 
lions  réciproques  --; —  et  -;; — ^, ,  on  a  E  -}-  E'  =  £  (5);  or  soit 

"^  Fx        F  (.r) 
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encore  m  le  nombre  des  racines  réelles  distinctes  de  F(j:)  =  0, 

comprises  entre  <z  et  i,  et  m'  le  nombre  des  racines  de 

F'{x)  =  0    comprises    entre    les    mêmes    limites  ;     donc 

E=^m=  —  E'  +  £  (théorème   1).  Si  toutes  les  variations 

F(j:) 
relatives  à  -~—  étaient  ascendantes,  ou,  ce  qui  revient  au 

F  [x) 

F(x) 
même,  si  toutes  les  variations  relatives  à  — — —  étaient 

F(x) 

descendantes,  dans  ce  cas  on  aurait  — E'  =  m'.  Ainsi  m'  est 
donc  la  plus  haute  valeur  que  puisse  avoir  — E',  et  -f-  1  fsl 
la  plus  haute  valeur  de  e  ;  donc  la  valeur  la  plus  élevée  de 
mcslm'+i,  C.  Q.  F.  D. 

Théorèmes  de  Fouricr  et  Budan. 

13.  Théorème  3.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion F(.r)  =  0,  comprises  entre  les  limites  a  et  b,  est  tout  au 
plus  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  des 
deux  suites 

F(fl),  F'{a),  F» F"(a)  (1) 

F{b] ,  Fib) ,  F"(6) F"(6)  (2) 

dans  lesquelles  F',  F" F"  représentent  les  dérivées  suc- 
cessives de  F(.r)  et  «  le  degré  de  l'équation  F{j:)  =  0. 

Démonstration.  Soient  m,  m',  m" m(»)  le  nombre  des 

racines  des  équations  F(j:)  =  0,    F'{jr)  =  0,  F"(j:)=0 

F''(x)  =  0,  comprises  entre  les  limites  a  et  6,  et  t,  «',  s" 

{(»)  les  excès  totaux  relatifs  aux  rapports 

F'(x)       F"(.r)       F"'(x)  F''(a:) 

Fx'       F'(xy      F"{x] F*-'(x)" 

L'équation  étant  du  degré  n,  on  a /«f")  =  0 ,  t(»)  =  0  ;  le 
théorème  de  Rolle  donne 

77»  <^  m'  -|-  £  , 
m'<m"-{-i', 

min-i)  <^  „i(n)  _^  £(«-i); 
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donc  wj<s-(-£'-|-e"-|- s(»-');   mais  cette  somme  est 

égale  au  nombre  des  variations  de  la  seconde  suite ,  moins 
celle  de  la  première  ( problème  2)  ;  donc.  ..  C.  Q.  F.  D. 

Théorème  de  Descartes. 

14.  Théorème  4.  Le  nombre  dos  racines  positives  de  l'é- 
quation 

Fx  =  x"  +  A,x"-+A.ar"-'  + A„_,x-f  A„  =  0 

ne  peut  surpasser  le  nombre  de  variations  de  signe  que  pré- 
sente la  suite  des  coeflicienls  1 ,  A,,  A, An— i,  An. 

Démonslration.  Dans  le  théorème  de  Fourier,  prenons 
a  =  0,  b  =  oo  :  la  suite  (1)  devient  An,  An_i,  l.:2.3.An-2i 
1.2.3. A„_3 [«  — l]A,i  [7j].l,  et  la  suite  (2),  entière- 
ment composée  de  termes  positifs,  n'offre  aucune  variation  ; 
donc,  d'après  le  même  Ihéorème,  le  nombre  des  racines 
comprises  entre  0  et  oo  ne  peut  dépasser  le  nombre  des 

variations  que  présente  la  suite  des  coefiBcienIs  A„,  An— i 

A.,  -fl,  etc.,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
F{x}=0  ne  peut  surpasser  que  d'une  unité  le  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  ¥{x)=0,  lorsque  les  deux 
derniers  termes  de  la  fonction  F(a-)  forment  une  variation 
de  signe. 

Observation.  Ainsi,  de  l'équation  fondamentale  E -(-£'  =  s , 
on  a  déduit  tous  les  théorèmes  énoncés;  il  reste  encore  celui 
deW.  Cauchy.  Tm. 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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THEORIE  ELEMEiNTAlKE  DES  NOMBRES, 

D'après  Eiiler,  Legeiidre,  MM.  Gauss  et  Cauchy. 
(  Suite,  V.  page  204.  ) 


Diinsion  ,  diviseurs  ,  résidus. 

13.  La  division  est  une  opération  par  laquelle  on  trouve 
combien  de  fois  on  peut  soustraire  un  nombre  d'un  autre 
jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  devenu  plus  petit  que  le  nombre 
soustrait.  Le  dividende  est  ]c  nombre  duquel  on  soustrait; 
\<i  diviseur,  le  nombre  qu'on  soustrait;  le  quotient  marque 
le  nombre  d(!  soustractions  à  effectuer  ;  le  résidu  do  deux 
nombres  est  le  reste  de  la  division  du  grand  nombre  par  le 
petit.  Ainsi,  pour  les  deux  nombres  19  et  5,  19  est  le  divi- 
dende ,  5  le  diviseur ,  3  le  quotient  et  4  le  résidu. 

Soient  a ,  dividende  ;  p  ,  diviseur  ;  g,  quotient  ;  r,  résidu , 
on  a  l'identité  a—pq-\-  /■. 

Observation.  La  division  et  la  multiplication  sont  deux 
opérations  inverses  et  peuvent  se  contrôler  mutuellement. 

14.  Lorsque  le  résidu  de  deux  nombres  est  zéro,  le  divi- 
dende est  dit  multiple  du  diviseur ,  et  le  diviseur  est  un  som- 
multiple  du  dividende.  On  dit  aussi ,  dans  un  sens  restreint, 
qu'un  nombre  est  diviseur  d'un  autre ,  lorsque  leur  résidu 
est  nul;  ainsi  5  est  diviseur  de  15,  et  15  est  un  multiple 
de  5.  Zéro  est  divisible  par  un  nombre  quelconque. 

15.  Notation.  Nous  proposons  de  désigner  le  multiple 
quelconque  d'un  nombre  par  un  point  placé  sur  ce  nombre; 

ainsi  5,^  désignent  des  multiples  quelconques  de  5  ou  àep, 

et  l'équation  a=p  signifie  que  a  est  un  multiple  de  p. 

Observation.  Le  point  est  déjà  employé  pour  désigner  une 
multiplication  quand  il  est  placé  à  côté  du  nombre. 
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E  (  j  )  désigne  la  partie  entière  du  quotient  de  a  divisé 

par  6;  ainsi  £  T—)    =2,    E^y^^e. 

16.  Lorsque  le  même  nombre  divise  d'autres  nombres,  on 
dit  qu'il  est  diviseur  commun  à  ces  deux  nombres;  ainsi  3 
est  diviseur  commun  à  15,  21 ,  36 

Un  est  diviseur  commun  à  tous  les  nombres. 

17.  Un  nombre  premier  est  celui  qui  n'est  divisible  que 
par  lui-même,  7,  11 ,  13,  17,  etc.,  sont  des  nombres  pre- 
miers ;  les  autres  nombres  sont  dits  non  premiers  ou  com  - 
posés.  2  est  le  seul  nombre  premier  pair;  1.2.3  sont  trois 
nombres  premiers  consécutifs ,  il  ne  saurait  y  en  avoir  d'au- 
tres aussi  consécutifs. 

18.  Deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  lorsqu'ils 
n'ont  d'autres  diviseurs  communs  que  l'unité;  ainsi  25  et  36 
sont  premiers  entre  eux. 

Corollaire  i .  Un  est  premier  à  l'égard  de  tous  les  autres 
nombres. 

Corollaire  2.  Un  nombre  premier  est  nécessairement  pre- 
mier avec  tout  nombre  plus  petit  ;  avec  un  nombre  plus 
grand,  il  est  premier  ou  il  en  est  un  âous-multiple. 

19.  Théorème  3.  La  somme  algébrique  de  tant  de  nombres 
qu'on  voudra,  multiples  chacun  du  même  nombre,  est  un 
multiple  de  ce  nombre. 

Ce  théorème  peut  s'écrire  ainsi  :  a=p^  l^=P,  c=p,  etc.; 

on  A  a-{-b-{-c-^  ...  .=p. 

20.  Théorème  4.  La  somme  algébrique  de  tant  de  multi- 
ples d'un  même  nombre  qu'on  voudra,  et  affectés  chacun 
d'un  coefficient  entier,  est  un  multiple  de  ce  même  nombre. 

Ce  théorème  peuts'écrire  ainsi  -.  a=p,  b=p,  c  —  p,  etc., 

on  a  aussi  ina-^nb-\-rc-{- =p. 
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Corollaire.  Si  a=p,  b=:p^  c  =  ^...ona  a'^b^c'...  .=p, 
m ,  /« ,  r  étant  des  exposants  entiers  positifs. 

Observation.  Nous  omeltons  la  démonstration  trop  facile 
de  ces  théorèmes. 

21.  Théorème  5.  Le  diviseur  commun  à  deux  nombres  est 
aussi  commun  à  leur  résidu. 

Démonslralion.  Ce  résidu  est  égal  au  dividende,  moins  le 
diviseur  multiplié  par  le  quotient  ;  donc (théorème  4). 

Corollaire.  Le  résidu  de  deux  nombres  premiers  entre 
eux  est  toujours  premier  avec  le  diviseur. 

22.  Théorème  6.  Le  résidu  de  la  somme  algébrique  de  plu- 
sieurs nombres  relativement  à  un  même  diviseur,  est  égal  à  la 

somme  des  résidus. 
•V  ... 

Vémonslradon.    Soil  a=p  +  r,  b=p-{-s,  c=p-^t, etc.; 

p  étant  le  diviseur  et  /•,  s,  t  les  résidus,  on  a 

a-\-b-\-c-\- =p-\-r-\-s-\-t ; 


donc,  etc. 

Observation.  Si  la  somme  des  résidus  surpasse  le  diviseur 
p,  on  prend  le  résidu  de  celte  somme. 

23.  'Théorème  7.  Le  résidu  d'un  produit  est  égal  au  pro- 
duit des  résidus  des  facteurs. 

Démonstration.  Soient  « ,  6 ,  c  les  facteurs ,  p  un  diviseur, 

a=p  +  r,  ù  +P  +  S .,  c=^p  +  t,  on  a  abc =:p  +  rsl  .... 

si  rst...  est  plus  grand  que  p,  on  en  prend  le  résidu. 

Observation.  Les  preuves  dites  par  9  dont  ou  se  sert  pour 
contrôler  les  opérations  de  l'arithmétique  sont  fondées  sur^ 
les  deux  théorèmes  précédents. 

24.  Théorème  8.  Le  produit  de  deux  facteurs  premiers  avec 
un  troisième  est  premier  avec  ce  troisième  nombre. 

Démonstration.  Soient  ^,  ^  les  deux  facteurs  premiers 
avec/>,  cl  admettons,  s'il  est  possible,  que  q  soit  un  facteur 
commun  entre  ah  dp,  de  sorte  qu'on  a  ab  —  q,  p  =  q. 
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Supposons  d'abord  /?  <  a ,  on  a  donc^  =  a  +  r,  le  résidu  r 
est  plus  pelil  que   a.    Cette   équation   donne    celle-ci    : 

pb=:ab  +  br;  pb  et  ab ,  par  hypothèse,  ont  le  facteur  com- 
mun q  ;  ce  même  facteur  divise  donc  br.  De  ce  produit,  on  dé- 
duirait semblablement  un  produit  br  divisible  par  7 ,  et  où 
r'  <;  /•;  on  parviendrait  donc  cntin  à  un  produit  1  X  6,  divi- 
sible par  cf-.pelb  auraient  donc  le  diviseur  commun  q  ,  ce 
qui  est  impossible  ;  donc  ab  et  p  n'ont  pas  de  diviseur  com- 
mun. ^ 
2"  Si  a^p,  on  a  a—p  +  r,  où  r  est  plus  petit  que/»  et 

premier  avec/»  ;  ab—bp  +  br-,  si  ab  n'est  pas  premier  avec/», 
alors  br  ne  serait  pas  non  plus  premier  avec  p  -,  mais  r  étant 
plus  petit  que  /» ,  br  est  nécessairement  premier  avec  p, 
donc,  etc. 

Ce  théorème  8  est  la  proposition  26  du  septième  livre 
d'Euclide. 

25.  Théorème  9.  Si  tous  les  facteurs  d'un  produit  sont  pre 
micrs  avec  le  nombre  /?,  le  produit  sera  premier  aussi  avec 
ce  nombre/». 

Ce  théorème  est  un  corollaire  du  précédent  ;  propositions 
16,  17,  18,  19  du  neuvième  livre  d'Euclide. 

Corollaire.  Si  a  est  premier  avec  p,  a"'  est  aussi  premier 
avec/»  j  on  en  déduit  qu'il  est  impossible  que  la  racine  d'un 
indice  quelconque  d'un  nombre  entier  soit  un  nombre  frac- 
tionnaire, et  de  là  l'existence  des  quantités  irrationnelles. 

26.  Théorème  10.  Un  nombre  composé  ne  peut  se  résoudre 
que  d'une  seule  manière ,  en  facteurs  premiers. 

Démonstralion.  Soient  a,  b^c,  d les  nombres  pre- 
miers, suivant  l'ordre  de  grandeur,  qui  divisent  le  nombre 
composé  N  ;  ainsi  N  =  a"  b' c/d'^ :  soit  un  autre  nom- 
bre premier  a',  différent  de  a,  b,  c,  d ;  étant  premier 

avec  a ,  b,  c,  d.  ...  \\  sera  premier  avec  N  ;  ainsi  N  n'admet 
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pas  d'autres  nombres  premiers.  Soit  doncNrsa"  b'^  c^' , 

cta'>a;  On  Bura  b'  c' =  a~'^v   c* Mais  celte 

équation  est  impossible ,  car  le  second  membre  est  divisible 
par  a  et  le  premier  ne  l'est  pas  ;  donc ,  etc. 

27.  Problème  A.  Combien  un  nombre  composé  a-t-il  de 
diviseurs,  et  quelle  est  la  somme  de  ces  diviseurs? 

Solution.  Soit  comme  dans  le  théorème  précédent , 

^  =  a''b'^  c  

Effectuant  le  produit  des  polynômes 

(i  +  a+a'  +  ....  a){\+b  +  b'  +  ....b'')  (1  +  ....  c'')  .... 
tous  les  termes  de  ce  produit  sont  inégaux  ;  chacun  est  divi- 
seur de  N ,  et  réciproquement  tout  diviseur  de  N  est  né- 
cessairement un  de  ces  termes  ;  or  le  nombre  de  ces  termes 
est  évidemment  (1  4  a)  (1  +  (5)  (1  -(.7)  ....  ;  tel  est  donc  le 
nombre  des  diviseurs  de  N,  l'unité  comprise,  et  la  somme  de 
tous  ces  diviseurs  est  donc  égale  à 

(a  —  \)[b—\)[c  —  \)... 

Coroll.  Soit  N  =  2"^  (2"  "^^'—l),  et  supposons  que  2°'+'  — 1 
soit  un  nombre  premier  ,  ainsi  a  =  2;t  =  2  — l;p=l; 
la  somme  de  tous  les  diviseurs  est  donc ,  toute  réduction 
faite  ,  égale  à  2N  ;  le  nombre  N ,  qui  jouit  de  cette  propriété 
d'être  égale  à  la  somme  de  ses  diviseurs ,  est  dit  un  nombre 
parfait;  ces  nombres  sont  ainsi  dénommés  à  raison  de  leur 
rareté  ;  voici  les  1 1  premiers  nombres  : 
Valeurs  de  a. 

0—1 

1—6 

2—28 

4  —  496 

6  —  8128 
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12  —  33  550  336  1 

16  I   85  898  691  328 

18   I    137  438  691  32S 

30  I   2  305  843  008  139  952  128 

40  I  2  417  851  639  228  158  837  784  756 

46   I   9  903  520  314  282  971830  448  816128. 

Si,  dans  un  nombre  parfait ,  on  ajoute  ensemble  tous  les 
chiffres ,  on  obtient  un  second  nombre  ;  si  on  a  fait  de  même 
pour  ce  second  nombre,  on  obtient  un  troisième  nombre 
qui  est  divisible  par  10.  Observation  de  Kraft.  (M.  de  Péte  , 
1734 — 35).  Sans  démonstration. 

Entre  1  et  un  sextillion,  il  n'y  a  que  10  nombres  parfaits. 

Cette  solution  se  trouve  dans  Euclide.  (Prop.  36,  liv.  9.) 
**  La  suite  prochainement. 

NOTE  SUR  L'AIRE  DU  TRIANGLE 

et  sur  l'aire  du  quadrilatère  inscriptible  en  fonction  des  côtés. 

La  méthode  mnémonique  pour  retrouver  certaines  aires  ou 
des  volumes  {voir  t.  I ,  p.  117,  t.  II,  p.  23 ,  t.  III ,  p.  93) , 
peut  servir  à  retrouver  l'aire  d'un  triangle  et  du  quadrila- 
tère inscriptible  en  fonction  des  côtés ,  lorsqu'on  sait  que  les 
carrés  de  ces  aires  sont  des  fonctions  entières  de  ces  côtés  ; 
en  effet,  soit  S  l'aire  du  triangle  ayant  a,b ,  c  pour  côtés  ; 
S"  est  donc  une  fonction  symétrique  des  côtés ,  du  quatrième 
degré  ;  lorsqu'un  côté  devient  égal  à  la  somme  des  deux 
autres  ,  l'aire  est  nulle  ;  donc  S'  renferme  les  trois  facteurs 
a+b — c,  a+c — b,  b+c—a;  le  quatrième  facteur  ne  peut 
donc  être  que  de  la  forme  m{a  -(-  ^  -}-c),  m  étant  un  nombre 
constant;  àonc S^ =m{a-{-b-\-c) {a-{-b—c){a+c — b){b-\-c—a]: 
lorsque  les  trois  côtés  sont  égaux  ,  on  a 
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3  1 

,  S'  =  —  a*  =  ima''  ;  donc  m  =  — -. 

16  16 

Observation.  Avec  deux  côtés  inégaux  et  un  troisième 
côté,  plus  petit  qu'une  quantité  donnée,  il  est  impossible  de 
construire  un  triangle  ;  ainsi  eu  faisant  a  =  0,  S  devient 
imaginaire  ;  mais  si  l'on  a  en  même  temps  b  =  c ,  alors 
S  =  0  ;  car,  avec  deux  côtés  égaux ,  on  peut  toujours  con- 
struire un  triangle,  quelque  petit  que  soit  le  troisième  côté. 

•2°  Quadrilatère  inscriptible.  Lorsqu'un  côté  est  égal  à  la 

somme  des  trois  autres  ,  l'aire  est  nulle  ;  donc 

S'=mia+b-\-c  —  d){a+b+d—c)  [a+c+d—b]  {b-i-c+d—a); 

les  côtés  devenant  égaux ,  on  a 

S'  =  a'=  16  wiû*;  doncm  =  —. 

16 

Tm. 
NOTE 

SUR  LES  INTERSECTIONS  SUCCESSIVES  DES  LIGNES  DE  CONTACT. 

PAR,  ni.  E.  DESMAREST, 

ancien  clèvc  de  l'École  polytechnique  (*). 

Deux  courbes  algébriques  étant  données ,  si  des  divers  points 
de  l'une  on  mène  des  tangentes  à  l'autre,  déterminer  le  lieu 
géométrique  des  intersections  successives  des  lignes  qui  unis- 
sent les  points  de  contact. 

Les  équations  des  courbes  étant 

les  tangentes  à  la  première  courbe  sont  représentées  par 
l'équation 

ou 

.y Y'  4-  xX'  —  (^-'Y'  -f  x'X')  =  0. 

n   f.t.  l,p.  263. 
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V  x  ,y'  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  contact  ; 
2°  Y',  X'  sont  les  polynômes  dérivés  pris  par  rapport  à^  et 
à  j:  ;  on  démontre  que  la  position  sur  la  première  courbe  du 
point  x'y ,  opère  toujours  une  réduction  dans  le  polynôme 

yr+x'X'. 

Si  nous  nommons  x",y  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  9(ay')  =  0 ,  et  si  la  tangente  passe  en  ce  point ,  l'équa- 
tion de  la  ligne  des  contacts  sera 

y  Y'  +  x"X'  —  iy'Y'  +  a,-'X')  =  0 , 
ou  en  posant  y  =if{x") , 

(A)  Y/C^")  +  X'x  '  —  (y Y'  4-  .r'X')  =  0  ; 

si  nous  donnons  à  a-"  l'accroissement  h,  l'équation  de  la  nou- 
velle ligne  sera 

(B)  Y'f{x")  +  Y'f{x")h  +  Y'f{x'')~  +  cic.,  + 

+  XV+X'A— (yY'  +  x'X')  =  0  ; 
l'abscisse  du  point  d'intersection  des  deux  lignes  est  donnée 
par  l'équation 

Y'f{x")h  +  Y'f"{x")  —  +  etc.,  +  X7i  =  0. 

Si  1°  on  divise  par  h ,  et  2°  on  suppose  A  =  0 ,  l'abscisse  du 
point  d'intersection,  de  deux  lignes  inGnimenl  rapprochées, 
sera  donnée  par  l'équation 

Y7V)  +  X'  =  o, 

ainsi  le  lieu  géométrique  des  intersections  successives  des 
lignes  de  contact  sera  obtenu  en  éliminant  x'\  y"  des  trois 
équations 

Xf'{x")+T  =  0  ,     Y'f{x")  +  X'x"  —  (.r'Y'+  or'X')  =  0  , 

?(xy')  =  0, 
et  l'équation  finale 

sera  l'équation  du  lieu  géométrique  cherché. 
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Première  application.  Les  deux  courbes  données  sont  des 
sections  coniques,  et  sont,  pour  faciliter  les  calculs ,  rappor- 
tées au  même  sommet  pris  comme  origine ,  au  même  axe  ; 
leurs  équations  sont 

y'  =  «t  j:  +  nx' ,  y'  =  px  +  qx' , 

l'équation  de  la  tangente  à  la  première  courbe  est 

-Xy'  ~  ("*  +  2«x')x  —  mx'=.  0  ; 
la  condition  de  passer  par  un  point  x',y"  de  la  seconde 
courbe  donne 

2r'>'—  ('«  +'inx')x"  —  mx'=(i  ,        y"*  =  px"+qx"'  ; 
ainsi  les  deux  cordes  de  contact  sont  représentées  par  les 
équations 

(C)  '^y'A^")  —  {'"■  +  2nx')x"  —  mx'  =  0  , 

(D)  2y/{x")+2y/'(x")h+cic.  —(m  +  2nx')x"  — 

—  (iM + '2nx'}h  —  TOx'  =  0  ; 

l'intersection  de  ces  deux  droites  donne, après  avoir  1°  divisé 
par  h ,  2°  supposé  /?  =  0 , 
r'(p  +  2ox") 

^^    „  ' '  -  [m  +  2«x')  =  0  ; 

y. 

on  doit  donc  éliminer  x"y"  des  trois  équations 

(E)  py'  +  '■iqy'x/'  -y" {m  +  2njr')  =  0, 

ayj-"  — (w  +  2kx')j:-"— TOJr'  =  0,        y'"—px"  —  qx"'  =  Q  ; 
des  deux  premières  on  déduit 

,, _'ipy"'  —  mx'{m+'inx')        ,^  _py'(m-\-1nx')—<imqy'x' 
■^  ~~(^î+2^îW— 4?/^'  ^    ~      ("«  +  2/ix')' -  4^y     ' 
ces  valeurs,  subtituées  dans  la  troisième  équation  du  groupe  E, 
donne  l'équation  du  lieu  géométrique  cherché  : 
(M)  mpx'[m+'inx'f—[ni'qx''-\-py)  {m+2nx')—'impqx'=0r 


(*)  Cette  équation  est  le  résultat  que  l'on  obtient  après  la  suppression  du  fac- 
teur m+'in.r'  :  ce  facteur  est  étranger,  i"  il  ne  peut  être  nul  lorsque  lapremiéf! 
courbe  donnée  est  une  parabole  ;  2o  si  cette  première  courbe  est  une  ellipse  ou 
une  hyperbole,  il  représente  une  droite  passant  au  centre  et  parallèle  k  l'aie  des 
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Examinons  quelques  cas  particuliers. 

y  Si  les  deux  ligues  données  sont  des  paraboles ,  on  ;i 

7j  =  0 ,  5^  =  0 ,  et  le  lieu  géométrique  est 

,      m' 
y  =  —  ^; 
P 

si  à  la  condition  précédente  on  ajoute  la  condition  p=  —  m  , 
le  lieu  géométrique  est 

y''=  —  mx, 

donc  si  les  deux  paraboles  sont  identiques,  mais  opposées  au 
sommet,  le  lieu  cherché  est  la  seconde  parabole  donnée. 

2°  Si  la  première  courbe  est  une  hyperbole  et  la  seconde 
une  parabole,  on  doit,  dans  l'équation  générale  M,  suppo- 
ser ^  =  0  ;  la  nouvelle  équation ,  divisée  par  le  facteur 
m  +  2nx,  donne 

rn  2mn 

y  =  —  x-\ a.  . 

P  P 

3°  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse ,  la  seconde  une 

parabole ,  on  doit ,  dans  l'équation  (M) ,  1°  changer  le  signe 

de  n ,  2°  supposer  ^  =  0 ,  on  a 

m'  2mn 

y  ^^  —  X X'. 

P  P 

Nous  pourrions  ainsi  examiner  les  modiGcations  apportées 
dans  l'équation  M  par  les  divers  assemblages  de  deux  sections 
coniques,  mais  l'examen  des  courbes  à  centre  ,  fait  en  pre- 
nant ce  centre  pour  origine,  facilite  le  calcul  et  fait  mieux 
ressortir  quelques-unes  des  particularités  que  présentent  les 
lieux  géométriques  obtenus. 

Les  deux  courbes  primitives  sont 

y' -{■  mx' z^  n ,  y'+px'—q; 

y  et  on  peut  facilement  démontrer  que  celte  droite  est  le  lieu  géométrique  de» 
intersections  successives  des  cordes  de  contact  lorsque  le  point  de  départ  de» 
tangentes  est  un  point  quelconque  de  l'axe  des  x. 
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si  nous  conservons  les  notations  précédentes,  les  deux  corde* 
de  contact  seront  représentées  par  les  éqaations 

y  \/  q—px'"  +  mx'x"—n  =.  0  , 
py'x" 


y'  y  q—px"' h  —  etc.+  mx'x"+mx'h—n  =  0. 

Vq—px"' 

La  rencontre  des  deux  cordes  donne,  après  la  division 
par  h  et  la  supposition  A  =  0 , 

— py'x"  -Vmx'y"  =  0  ; 
l'élimination  doit  donc  avoir  lien  entre  les  trois  équations 

py'x"+my"x'=0,     y"y'+mx"x'—n=(i,     y"+px"'—q=^0  , 

l'équation  Qnalc  est 

(N)  qipy"  +  m^x'y  —  nYy"  —  rn'n'px"  =  0. 

1°  Si  les  courbes  données  sont  des  ellipses,  on  doit  conser- 
ver les  signes  attribués  aux  quantités  m,  n,p,  q-,  on  peut, 
à  cette  première  condition  ,  en  ajouter  une  seconde ,  admet- 
tre ,  par  exemple ,  que  la  deuxième  courbe  est  un  cercle  par- 
ticulier ,  c'est-à-dire  est  le  lieu  des  rencontres  deux  à  deux 

ii{in+i) 
des  tangentes  normales;   on  a  alors /j=1,  «7  = ; 

l'équation  N  est  alors,  après  la   suppression  du  facteur 

y''  +  m^x'\ 

nrn 


les  foyers  de  celle  dernière  ellipse  sont  ceux  de  l'ellipse 
donnée. 

2"  Si  les  courbes  données  sont  des  ellipses  ou  des  hyper- 
boles semblables,  le  lieu  géométrique  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  semblable  aux  courbes  données. 

3°  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse  ,  la  deuxième  une 
hyperbole,  et  si  les  axes  sont  égaux,  on  doit  t°  clianger  les 
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signes  dep  et  de  q  ;  2°  supposer  p=^m  ,  q  =  n,  l'équation 
générale  N  devient 

y"  —  nix"  =  —  n\ 

le  lieu  géométrique  est  donc  l'hyperbole  même  qui  est  le 
point  de  départ  des  tangentes. 

4°  Si  les  conditions  précédentes  sont  renversées,  le  ré- 
sultat est  également  renversé  :  le  lieu  géométrique  est  l'el- 
lipse même  qui  est  le  point  de  départ  des  tangentes. 

Deuxième  application.  Nous  donnerons  comme  dernière 
application  l'exemple  de  deux  courbes  appartenant  à  une 
famille  remarquable,  citée  souvent  dans  les  premières  re- 
cherches sur  le  calcul  différentiel  ; 

_y_6  — c(X-a)"'=0,  y—p  —  q{j:—d)^=0; 

la  tangente  à  la  première  courbe  est 

y  —  mc{x' —  a)'"~'.2.-  —  mb  +  {rn  —  l}y'  +  amc{x'  —  a}"''  =  0  ; 

les  lignes  de  contact  seront  représentées  par  l'équation 

(S)  p+q{x"—d)R  —  mc{x'  —  ar"jc"—mb+ 

+  (m  —  i)y  +  amc{x'  —  a)"""'  =  0. 

Si  on  fait  osciller  celte  ligne  en  donnant  à  r"  l'accroisse- 
ment fe ,  on  a 

(T)  ;j  +  5(x"  — ^)R  +  Rç(x"  — c;)R-'A  +  etc.,  — 

—  mc[x' —  a)'"~'x"  —  mc{x'  —  a)"'~'/t  —  nib  + 
+  {m  —  i )y'  +  amc \x'  —«)""-  =  0  ; 
l'intersection  de  ces  lignes  donne,  après  la  division  par  h  , 
et  la  supposition  h  =  0  , 

Kq{x"—d)'^-^  -  wc(x'  — ,z)"— =  0  ; 

l'élimination  doit  donc  avoir  lieu  entre  les  trois  équations 

(V)    Ry"  —  ^p—mcx''(x'—  a)"'"' +  dmc(x'—a)"'-  =  0, 

y"  —  mc{x'  —  fl)"*"'  —  mb  \  [m  —  1  )y'  +  amc{x  —  af''  rrr:  0 , 

y"  —  p  —  q(x"  —  d)^  =  Q 

Anm    de  Mathém.  111.  10 
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Les  deux  premières  donnent 

„_'Rp  —  Rml)  +  Rjk'  (m—  i)  +  mc  jàR— d)  [x'  —  a)"-' 
■^  ""  mc{K  —  i){x'  —  ar- 

„ _  R/j  —  mb+{m—i )y  +  mc[a  —  d){x'  —  a)"~' 

ces  valeurs,  substituées  dans  la  troisième  équation  du  groupe 
(V) ,  donnent 

R/)  —  mb  +  (m  —  \)y'  +  mc[a  —  d)  [x' —a)"'' 

^'  R— 1  ^ 

r  Rjo  —  Kmb  +  Rr'(m  —1)4- /ncR{a  —  d)  (x'—  a)'""''lR_ 
~    L  mc(R— l)(jc'-ar-  J  ~^ 

On  peut,  de  ce  cas  général,  déduire  l'exemple  des  deux 

paraboles  données  dans  la  première  appli  cation ,  on   doit 

alors  supposer 

ft  =  0,     <i  =  0,    p^O,     d  —  O^     m  —  'i,     R  =  2, 

on  a  alors  l'équation  finale 

c' 
y"=—x'''. 

q 

Si  on  suppose  c  ==  — ,  ^  =  - ,  si  on  change  les  j^  en^ ,  et 

vice  versa,  les  deux  paraboles  sont  y'  =  nix,  y''=px, 
c'est-à-dire  sont  celles  qui  ont  été  indiquées  primitivement, 
et  le  lieu  géométrique  donné  par  l'équation  (U)  est,  comme 
dans  l'exemple  cité , 

y^-x. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  65  (p.  454 ,  tome  II). 

FAR  M.  BISPAL, 

Élève  du  collège  de  Rouen  (  inslitution  Lévy  ). 


l°On  fait  tourner  l'angle  6  de  manière  que  ses  côtés  soient 
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toujours   tangents  à  une  section  œnique  ;  quel  est  le  lieu 
décrit  par  un  point  du  plan  de  l'angle  ;" 

2°  On  fiiit  tourner  une  section  conique  de  sorte  qu'elle 
touche  constamment  les  deux  côtés  d'un  angle  fl  ;  quel  est 
est  le  lieu  décrit  par  un  point  do  la  courbe? 

Indiquer  une  équation  qui  puisse  résoudre  à  la  fois  les 
deux  questions  ;  faire  des  applications  à  des  cas  particuliers. 
(Le  Besgue.) 

Soit  une  ellipse  (fig.^i),  rapportée  à  son  centre  età  ses  axes; 
y'Ax'  un  angle  fi  tangent  à  cette  courbe  ;  M  un  point  tel  que 
MP  =  r,    OP  =  X, 
MQ  =  (3     AQ  =  a. 

Si  je  puis  trouver  en  fonction  des  données  de  la  question , 
une  relation  telle  que 

je  dis  que  cette  équation  répondra  à  la  question  En  effet, 
si  on  y  suppose  a  et  S  constantes,  tandis  que^,  et  x,  sont  va- 
riables ,  elle  représentera  le  lieu  du  point  M  se  mouvant 
en  demeurant  invariablement  attaché  au  plan  de  l'angle  A  , 
qui  se  meut  avec  lui.  Si ,  au  contraire,  on  suppose  j,  et  x, 
constantes ,  a  et  p  variables ,  on  aura  le  lieu  du  point  M  in- 
variablement attaché  à  la  courbe  qui  se  meut  en  restant  con- 
stamment tangente  aux  côtés  de  l'angle  B. 

Appliquons  ce  procédé. 

Soient  les  équations  des  droites  A.r'  et  Ar 
(1)  (Ax')         x~  mx+\/a'm'+b- 


(2)  (A/)        y  —  m'x  +  l/^a'ni"  +  b' 

liées  entre  elles  par  la  relation 

m  +  m' 

(3)  tâng  9    ou    0  = ,. 

"  1  +  mm 

D'après  un  théorème  connu,  la  distance  MQ  d'un  point  M 
à  une  droite  AQ  suivant  un  angle  0,  sera 
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(4)  MQ  ou  |3  =^- -J— -r==  ; 

d<'  même ,  AQ  =  M V  =  a  donne 


_^,  —  m'.r,— l/a'w"+6" 
(5j 


V/,+,.'"Y/i+^ 


et  il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  m  et  m'  entre  les  trois 
équations  (3),  (4),  (5).  Or,  dans  le  cas  général ,  cette  élimi- 
nation est  extrêmement  compliquée,  car  les  deux  équations 
en  m  résultantes ,  sont  toutes  deux  du  quatrième  degré.  Mais 
faisons  application  à  quelques  cas  particuliers. 

1°  Lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  tournant  tangen - 
ticllement  à  une  ellipse.  Dans  ce  cas,  le  point  M  coïncide 
avec  A ,  et  on  a  a  :=  j3  =;  o. 

Alors  les  équations  deviennent 

.m  —  m'  , —- 

s  =  • , ,   0  =  >■  —  mx,  —  Y  a  ni  +v  , 

1  +  mm 


0  =y,  —  m'x,  — \/a'm"+  b\ 

Elles  se  réduisent  à 

8    2x.v,  ,    Y.'  —  b' 

X,  — /J  X,  — a' 

m  —  m'  ^  ,  , 

S  = ;     OU    0(1  +  mm  )  :=  m  —  m  . 

1  +  mm 

Les  deux  premières  rentrant  l'une  dans  l'autre. 

Donc  mm'  est  le  produit  des  racines  de  l'une  d'elles ,  et 
„i  —  m  est  la  différence  de  ces  mêmes  racines.  On  en  tire 

;—b'\      2  V'x.y.'—ly.'—b')  {x:  —  a') 
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2  \/a'r;+  b'x;  —  a'b' 
ou         y'  +  :i\'  —  a'  —  b'  — -. 

Celte  équation  est  du  quatrième  degré  dans  le  cas  général. 
Si  les  tangentes  deviennent  perpendiculaires  entre  elles  . 
lî  =  00  ;  d'ailleurs  le  numératenr  ne  peut  jamais  devenir  nul 
pour  aucune  valeur  réelle  de  y,  et  de  x,  ;  il  est  toujours 
réel ,  et  l'équation  devient  alors 

ce  que  l'on  savait  déjà. 

2°  Lieu  du  centre  des  ellipses  tangentes  à  deux  droites 
faisant  un  angle  0. 

Dans  ce  cas  nous  prenons  les  deux  tangentes  pour  axes, 
et  x,=y,  =  0  ;  les  équations  deviennent  ainsi 

\/a'm'+  b'  Va-nr  +  b' 


^■■ 


OU 


d'où 


P'd  +  m')  M  +  j\  =  a\n'+  b', 
o^'ii  +m")  ^1  4-  -  j  =  a'm"+  b\ 


(y— a')j'— g'  _  (y  — a')rr— g'  ; 
'"'  ~g'{H-0— «M'"  g'  +  (g'  — «"ir 

d'ailleurs 


Nous  n'essayerons  pas  l'élimination  dans  le  cas  général  ; 
mais  si  nous  supposons  que  l'angle  des  tangentes  soit  droit , 
alors  0  =  «  ,  et  en  divisant  par  S' les  deux  termes ,  on  aura 


m  = 
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/>'—  p'  „       /;'  —  «' 

m  '  =  —1 ; 

6  —  a'  1  —  rt' 


d'ailleurs,  à  cause  de  la  perpcndicularité,  on  a  nim'= — l, 
m'rn"  =  1  ; 

donc  — — ^-^ '  =  1  . 

OU  {a—b')'?''+{a'  —  b')a'  =  a''—bi, 

el  enfln  ^' +  a' z=i  a' +  b\ 

résultat  que  l'on  pouvait  aussi  aisément  prévoir. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  voir  avec  quelle  facilite 
on  peut  déduire  tous  ces  lieux,  si  connus,  des  trois  équations 
que  nous  avons  données.  Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  on  au- 
rait les  mômes  résultats,  avec  cette  seule  différence  qu'il 
faudrait  partout  changer  6'  en  —  b\ 

On  peut  faire  le  même  calcul  dans  la  parabole  ,  en  parlant 
de  l'équation  de  la  tangente  ? 

P 

y  =  tnx  +  - —  ; 

2//Î 
on  a  alors  les  trois  équations 

P 

I  y,  —  injc  , =— 

m  —  m  „  '2m 

d=  ■ 


1  +  mm' 


p 


^'-"'■^•-^m' 


v-^ 


L'élimination  donne  encore  deux  équations  en  m  du  qua- 
trième degré. 

Nous  remarquerons  seulement  que  le  lieu  des  sommets 
d'un  angle  constant  tangent  à  la  parabole  est  une  hyperbole; 
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dans  ce  cas,  p  =  a=o,  et  les  équations  deviennent 

-'"■y,  —  2m' j:,  — p  =  0 ,       2m'_y ,  —  •2ni'x\  — p  =  0 , 

y  p 

OU  rn  — -^  m  +  -=—  =  0  , 

X,  2x, 

alors 

p  .     ^y'—^p-c. 

mm  =  — — ,  m  —  m.  =  , 

2x.'  X.  ' 

V  p'S'+  ipS^x,  +  4  S'a:;  =  4r.'  —  Spx.' . 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  dont  le  centre  est 
situé  sur  l'axe  de  la  parabole  et  ayant  avec  la  parabole  une 
directrice  et  un  foyer  communs  ;  comme  il  est  facile  de  le 
voir.  Pour  S=  oo ,  elle  se  réduit  à 

V 

p  +ipx,  +  isc,'  =  0  ,        ou        X,  =  —  -, 

comme  on  le  savait  d'ailleurs. 


DEMONSTRATION  GEOMETRIQUE 

De  la  proposition  de  la  note  (1),  p,  116,  t.  III ,  relative  à  la 
multisection  du  cube. 

PAR  M.  A.  OELADERÉERB  , 

Professeur  licencié  es  sciences  phjsiques  et  malhémaliques. 


Il  faut  démontrer  qu'on  a  DR3:DH'::DB:DE  {^(?.  23). 

Pour  cela ,  il  n'y  a  qu'à  mener  DL  perpendiculaire  à  CK  j 
DQ ,  et  HN  perpendiculaires  à  AK,  et  joindre  HL. 

D'après  cette  construction ,  L  est  milieu  de  CK  ;  d'ailleurs 
H  est  par  construction  milieu  de  GK  ,  donc  LH  est  parallèle 
àGC. 
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Ensuite  JN  H  clCK  sont  parallèles,  comme  perpendiculaires 
à  AK; 

Donc  dans  le  triangle  DLH ,  OE  est  parallèle  à  LH . 
Et  dans  le  triangle  DLC ,  NO  est  parallèle  à  CL. 
D'après  cela  ,  et  à  cause  que  ADH  est  rectangle ,  on  a 

DA\-DH'::AQ:QH::AD:DN::DC:DN::DL:D0::DH:DE, 
donc  DA':DH'::DH:DE, 

et  comme  DA  =  DB, 

DB':DH'::DH:DE; 

multipliant  les  antécédents  par  DE,   les  conséquents  par 
DH,  il  vient 

DB':DH'::DHxDB:DExDHi 

divisant  les  deux  termes  du  dernier  rapport  par  DH ,  on  a 
flnalemcnt 

DB':DH'::DB:DE, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 


LIMITES  DU  PERIMETRE  D'UNE  ELLIPSE, 

ET  RECTIFICATION  D'L'NE  CYCLOÏDE. 

PAR  M.    A.   FETROSnrr, 

Elève  Interne  du  collège  de  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Vincent  ). 

* 

TRÉORËMK. 

Le  périmètre  d'une  ellipse  dont  les  demi  axes  principaux 

sont  aelb  est  toujours  compris  entre  ■n(a  +  b)  et  nl^  2(a^+b^) . 
Soient  0\  —  a  (fig.  22)  et  OB=b  les  demi-axes  princi- 
paux de  l'ellipse.  Considérons  deux  points  P  et  P' ayant 
même  abscisse  et  situés,  l'un  sur  le  cercle  circonscrit ,  et 
l'autre  sur  l'ellipse  ;    menons  ensuite  deux  tangentes  qui 
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viendront  couper  l'axe  OA  en  un  même  point  C.  Si  a,  a'  re- 
présentent les  angles  PCO,  P'CO,  K  et  K'  l'élément  du  cercle 
au  point  P  et  celui  de  l'ellipse  au  point  P',  on  aura 


K cosa «     /l 

K'~côslt~\/    T 


+  tang  a 


+  tang'a" 


laug  a       a 

OU ,  en  posant  tang  a=m%  et  remarquant  que  i~r- ■  • 

Ainsi,  si  m,  m',  m" représentent  les  tangentes  de  tons 

les  angles  compris  entre  0°  et  90°,  n  leur  nombre  etp  le  pé- 
rimètre de  l'ellipse ,  dont  celui  de  la  branche  AB  n'est  que  la 
quatrième  partie ,  on  pourra  poser ,  en  vertu  de  la  relation 

nK=la 

p Ti:       I  »      /  a+b'nl'      \      /  a'  +  b'/n' 

»     /a'+b'm'"  ^  } 

+  V    a\m"'+i)  + ^''■'  '"  "«"^'■•^  "  (• 

Comme  à  une  valeur  m  de  la  tangente  en  correspond  une 

1    ,      .        ,  \     /  HF+Î^       1     /  b'+  a'm' 

autre  —.les  deux  termes!  /  et  \  /  ^, 

m'  Y      a'{m'  +  i)        y      a'{m' +  i) 

se  trouveront  dans  la  suite  qui  constitue  le  coefficient  de 
—  a ,  et  la  relation  précédente  deviendra  alors ,  après  la  sup- 
pression du  facteur  a , 


P_]^  J_\  (  \     /a'  +  b'ni'     i      /b'+a'm^  \ 
4~4"-î«)\  y/      m'+\    "*"  V        m'  +  i     I 

+ etc.,  en  nombre—  i. 


+ 
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%     /li'  +  yrn'     \     /b^  +  a'm^  , 

La  quaiUile  \  /  +\  /  — ; — :-  ramenée  a  la 

V       iii"+\       V       "»  + 1 

forme  k  A  +  \/  B  devient 

Pour  m  =  0 ,  cette  Tonction  atteint  son  minimum ,  qui 
est  [a+b),  et  son  maximum  J/ 2(a'+^')  répond  à  l'hypo- 
thèse w  =  1 . 

On  aura  donc ,  en  remplaçant  chaque  expression  par  la 
valeur  minimum   [a+  b),    puis  par  la    valeur  maximum 

\/%a'+b'), 

T  7>«  [a+b)         ou         ^>Ti(a  +  6»), 

^  <:_-y%a'+b')        ou         p  <,rP^2(a'+6"). 

(Z,a  suite  prochainement.) 

Note.  Les  deux  limites  de]VI.Peyronny,et  d'autres  plus  rap- 
prochées ,  ont  été  données  la  première  fois  par  J.  BernouHi , 
d'après  une  génération  organique  d'une  courbe  rampant  sur 
une  autre,  moyen  simple  et  d'une  extrême  fécondité  pour 
les  périmètres  des  courbes ,  sur  lesquels  la  géométrie  ordi- 
naire et  celle  des  projections  ne  nous  apprennent  absolument 
rien  ;  nous  en  entretiendrons  nos  lecteurs.  Tm. 

NOTE  SUR  LES  RACINES  CUBIQUES. 

PAR  M.  MIDT  , 

Ancien  professeur  dans   les  Collèges  royaux. 

Les  traités  d'arithmétique  contiennent  des  méthodes  pour 
rendre  plus  rapide ,  au  moyen  de  divisions  successives,  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  nombres. 
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L'extraction  de  la  racine  cubique  est  susccplibie  de  siui- 
pliflcations  analogues ,  et,  comme  la  méthode  à  suivre  pour 
les  effectuer  n'a  encore  été  traitée ,  à  notre  connaissance , 
dans  aucun  ouvrage  élémentaire,  nous  croyons  utile  de 
faire  connaître  et  de  développer  par  quelques  exemples  le 
procédé  qui  suit. 

Nous  ferons  voir  d'abord  comment  doit  être  modifiée , 
pour  la  rendre  plus  facile  et  plus  prompte,  la  méthode  usitée 
pour  la  détermination  successive  des  chiffres  de  la  racine. 
Puis  après ,  comment,  par  une  suite  de  divisions ,  on  pourra 
rendre  plus  rapide  encore  la  méthode  indiquée. 

Soit 

Supposons  pour  le  moment  que  la  racine  a+b  soit  entière 
et  que  b  désigne  le  chiffre  des  unités,  de  l'égalité  précédente 
on  déduira  celle-ci  : 

N  — a'  =  iX   {3a{a+b)  +  b'\. 
Faisons 

3a{a  +  b)  +  b^  =  P, 
nous  aurons 

J^  —  a^  =  bV. 

Admettons  maintenant  que  [a+b]  ne  soit  qu'une  partie  de 
la  racine  totale ,  et  que  le  chiffre  suivant  soit  c  ;  de  sorte  que 
l'on  ait 

!^  —  [a+b  +  c)'. 
Alors 

N_a'  — 6P, 

sera  le  reste  au  moyen  duquel  il  faudra  déterminer  c.  Pour 
cela  nous  savons  qu'il  faudra  diviser  une  pariie  convenable 
de  ce  reste  par  3{a  +  b}',  et  que  le  quotient  indiquera,  au 
moins  approximativement,  le  chiffre  à  vérifier  c.  Or  le  pro- 
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(luit  connu  P  est  évidemment  nnc  partie  de  ce  nouveau 
diviseur,  et  leur  différence 

3ab+2b*, 

ajoutée  à  P  donnera  le  diviseur  cherché. 
Cette  différence  revient  à 

3ab+3b^  —  b\ 
et  peut  s'écrire  ainsi  * 

3b{a  +  b)—b*  : 
faisons  pour  abréger  ^ 

3b{a  +  b)=V, 
et  preuons  la  somme 

P  +  U, 

pour  diviseur.  Celui-ci  quoique  trop  fort  de  b\  n'en  sera  que 
plus  utile  dans  la  pratique  ;  parce  que  le  diviseur  exact 
3{a+b)'  donne  presque  toujours,  comme  l'indique  la  théorie, 
un  quotient  entier  supérieur  au  chiffre  cherché. 

Quelques  applications  numériques  en  familiarisant  avec 
l'emploi  de  ces  formules  ,  vous  en  démontreront  l'atilité. 

Pour  que  l'on  puisse  suivre  commodément  les  calculs  ,  et 
en  saisir  l'ensemble  avec  plus  de  facilité ,  nous  écrirons,  en 
dehors  du  texte,  le  tableau  ou  le  type  de  chaque  opération. 
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Premier  exemple. 
Soil  à  trouver  la  racine  cubique  de  12  000  000  000. 


Opération  principale. 


Opérations  partielles. 


12  000  000  000 

23 

8 

2 

50 

4  000 

P.  =  1389 

P.  =  1  3-24 

o 

22 

1  352  000 

60 

P,==   150  544 

8 

s.= 

P,=  1324 

147  648  000 
P,=   15  656  841 

9 

22 
6 

6  736  431 

U,  =  132 

a 

=  2289. 

K  12  000  000  000  : 

z=P,  +  U,r::=1456 

229 

228 

660 

660 

13  821 

13  744 

¥ 

1374 

1368 

,  =  151  221 

P^  =  150  544 

U,=  5  472 

228 

S,  =  156  016 

24 

912 

U,= 

456 

:  5472 

2  280 

6  840 

91  641 

18  31  2 

137  34 

P.=  f5(i56  8i1. 
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Le  premier  chiffre  de  la  racine  est  2;  le  reste  correspon- 
dant est  4.  Descendant  la  tranche ,  l'on  a  40  à  diviser  par  12, 
le  quotient  est  3 .  Alors  a +6  =  23  ;  multipliant  ce  nombre 
par  3fl  :=  60 ,  et  ajoutant  9 ,  l'on  a  pour  première  valeur 
de  P,  le  nombre  1389  qui  multiplié  par  /'=3donne  un 
produit  supérieur  à  4000.  La  soustraction  est  donc  im- 
possible, et  le  chiffre  3  est  trop  fort.  3Iais  avec  2  la  sous- 
Iraction  peut  s'effectuer,  et  le  reste  correspondant  1352, 
suivi  d'un  zéro,  donnera  le  nouveau  dividende.  U  =132, 
par  suite  P  +  U=1456;  le  quotient  correspondant  est  9. 
Mais  le  produit  bP  ne  peut  se  soustraire  du  reste;  essayons  8, 
la  soustraction  devient  possible  et  147648  est  le  reste  corres- 
pondant. La  division  de  1476480  par  S^  donne  le  chiffre  9, 
que  l'on  vérifie ,  et  l'on  a  enfin  2289  pour  la  racine  cubique 
demandée. 

Deuxième  exemple. 

Soit  à  extraire  avec  4  décimales  la  racine  cubique  de  40. 
L'opération  se  fera  ,  d'après  la  méthode  indiquée,  conformé- 
ment au  tableau  ci-joial. 
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Opération  principale. 


40 
27 


13  000 

3  076 

4 

696  000 

347  821 

1 

348  179  000 

34  986  451 

9 

34  301  041  000 

3  507  791  511 

9 

2  730  917  401 

1/40  =  3.4199 


Opérations  partielles. 


S,  =  27 
34 
90 

P,  =  3076 
340 


341 

1020 

6821 

341  000 


68  ?,=  347  821 


S,  =  3684 

3  419 
10  230 
102  651 
683  8 
3419 
P^  =34  976  451 
34199 
102  570 


2  394  011 
17  099  5 
68  398 
3419  9 
P,  =  35  077  91511 


Emploi  de  la  division  pour  abréger  les  calculs^ 

Lorsqu'on  aura  calculé  par  la  méthode  précédente  plus  de 
la  moitié  des  chiffres  de  la  racine  cubique  d'un  nombre,  on 
pourra,  en  s'appuyant  sur  les  mêmes  formules,  déterminer 
plus  rapidement  par  la  division  les  chiffres  restants. 

En  effet,  soit  a  un  nombre  de  n  +  i  chiffres,  suivi  de  n 
zéros  et  b  un  nombre  de  n  chiffres.  Nommons  N  le  cube  de 
la  somme  a  +  i  ,  la  racine  aura  2tt+  1  chiffres,  et  l'on  aura 


N- 


,     b'        b^ 
=  b  +  -+  --^. 
a        \ia 


D'après  ce 


3a' 

rt>10-",       i'<lO", 


—  2i0  — 
d'où 

a 
De  plus ,  puisque  l'on  a 

6^<10^",       a«>10<", 
il  suit  que 

0^  10'"  1 

<  TT;:iir     ou      <  ; 


3a"        3.10'"  3.10" 

D'où  l'on  voit  que  la  somme 

Ti    '    3a-' 

en  général  moindre  que  l'unité ,  n'en  pourrait  différer  en 

1 

plus  que  d'une  quantilc  <;  . 

Application. 

On  détermine  par  la  méthode  précédente  la  partie  2,71 
formée  par  les  trois  premiers  chiffres  de  la  racine  cubique 
de  -20. 


—  241  — 


Opération  principale. 

20 
8  2 


12000 

1669 

7 

317  000 

219511 

1 

97  489 


Opérations  partielles. 


28 

27 

60 

60 

1746 

1669 

540 

27 

2236 

271 

810 

Première  division. 

972  I  220 
96  1  44 
97489  000  000 
97099  601  984 

389  398  016 

Deuxième  division. 


2711 
2168 
219511 

813 
220324^ 


38939 

22103 

16836 

1761 

1364 

31 

16 

^^20  =  2,71441761. 

Les  deux  chiffres  44  qui  suivent  2,71  s'obtiennent  par  la 
division.  Pour  cela  on  écrira  deux  zéros  à  la  droite  du  reste 
97489  et  l'on  divisera  le  nombre  résultant  9748900  par  220324. 
On  sait  que  dans  une  division  dont  les  deux  termes  sont  de 
grands  nombres,  les  premiers  chiffres  à  la  droite  du  divi- 

ASN.  DES  MATHÉMAT.  UI-  17 
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dendc  et  du  diviseur  n'ont  qu'une  faible  influence  sur  les 
chiffres  du  quotient.  On  pourra  donc  se  borner  ici  à  diviser 
974  par  220 ,  en  faisant  usage  de  la  méthode  approximative 
connue,  et  le  quotient  44  donnera  les  deux  chiffres  cherchés 
de  la  racine  dont  la  partie  connue  deviendra  par  conséquent 
27144.  Pour  la  vérifier,  on  retranchera  le  produit  bP  de 
97489000000  et  l'on  aura  le  reste  correspondant  389398016. 
Écrivant  4  zéros  à  la  droite,  ot  divisant  le  nombre  qui  en 
résulte  par  la  valeur  correspondante  de  P  +  U ,  ou  seule- 
ment 38939  par  22103,  le  quotient  1761  complétera  l'ex- 
traction, et  l'on  aura  ainsi 

^/20=  2,71441761, 

à  moins  de  d'unité  près. 

100  000  000  ^ 


SOLUTION 

d'on 

PROBLÈME  SUR  LE  BILLARD  CIRCULAIRE. 

{ Question  d'examen.  ) 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  intérieurs  A,  B  (fig.  25)  j 
ces  points  étant  considérés  comme  des  billes  infiniment  petites , 
et  la  circonférence  comme  une  ligne  matérielle  parfaitement 
élastique  :  on  propose  de  déterminer  sur  la  circonférence  un 
point  D  tel  que  la  bille  A ,  dirigée  vers  le  point  D ,  revienne 
au  point  B ,  après  s'être  réfléchie  sur  la  circonférence. 

1 .  Supposez  le  problème  résolu ,  et  menez  les  cordes  DAF, 
DBE,  et  tes  tangentes  HDG,  FH,  EG.  Les  angles  FDH, 
EDG  seront  égaux  ;  donc,  les  cordes  DAF,  DBE,  auront  la 
même  longueur,  et  par  conséquent  le  triangle  DHF  sera 
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égal  aa  triangle  DGE.  D'ailleurs,  les  points  H,  G,  appar- 
tiennent aux  polaires  OX,  OY  des  points  donnés  A,  B  : 
ainsi ,  la  question  se  ramène  à  inscrire  dans  l'angle  donné 
YOX,  une  droite  HDG  qui  touche,  en  son  milieu  D,  une 
circonférence  située  dans  l'intérieur  de  l'angle. 

Pour  mettre  en  équations  ce  dernier  problème ,  je  dirige 
les  axes  de  coordonnées  suivant  les  côtés  OX,  OY  de  l'angle 
donné  YOX  ;  et  je  prends  pour  inconnues  les  deux  coordon- 
nées x',  y,  du  point  D ,  milieu  de  HDG.  Le  coefficient  de 

y 

l'inchnaison  de  la  droite  HDG,  sur  l'axe  OX,  sera ;, 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  De  plus  ,  on  sait  que  si 
^(x,^)  =  0  est  l'équation  de  la  courbe  FDE ,  et  X',  Y'  les 
dérivées  àef[x,y),  relatives  à  a;  et  ^ ,  dans  lesquelles  les 
variables  x,  y  sont  remplacées  par  x',  y\  le  coefficient  d'in- 

X' 

clinaison  de  la  tangente  HDG  a  aussi  pour  expression  — — ,  : 

r'     X' 
donc  '—  =  yT  ;  d'où  Y'y'  —  X'x'  =  0.  Par  conséquent ,  on 

aura ,  pour  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  x' ,y\  les 
équations  /(x',  j-')  =  0 ,  \'y'  —  X'x'  =  0. 

Ainsi ,  quelle  que  soit  la  courbe  FDE  dont  l'équation  est 
y(x,j')  =  0,  le  point  D  auquel  il  faut  mener  la  tangente 
HDG  est  situé  sur  la  ligne  Yy  —  Xx  =  0. 

Dans  la  question  proposée,  la  courbe  FDE  étant  une 
circonférence,  l'équalion /(x,^)  =0  devient  r' + -r' + 
2x)'cos9  +  ax-(- ix-f-c^O.  L'angle  0  est  l'angle  YOX 
que  forment  les  polaires  OX,OY"  des  points  A,  B.  Les  coef- 
ficients», i»,  changés  de  signe,  représentent  les  doubles 
des  dislances  du  point  0,  pôle  de  la  droite  AB,  aux  pieds  des 
perpendiculaires  CL,  CI,  abaissées  du  centre  G  sur  les  axes. 
Et  le  coefficient  c  est  le  carré  de  la  tangente  menée  du  point  0 
à  la  circonférence.  On  a  d'ailleurs  Y  =  2y+2xcos9+rt, 
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X  =  2x+2ycos6  +  b ,  et  par  suite  l'équation  Yr  —  \x  =  0 
devient  2y  —  2jr'  +  aj  —  bx  =  0. 

Elle  représente  une  hyperbole  équilatèrc  dont  les  asymp- 
totes sont  pamllèlcs  aux  bissecirices  des  angles  formés  par 
les  polaires  OX ,  OY  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  que 
forment  les  droites  CA,  CB.  Cette  hyperbole  passe  par  les 
quatre  sommets  du  quadrilatère  OICL  ,  elle  a  son  centre  au 
milieu  de  la  diagonale  IL.  Enfin  ,  les  tangentes  à  la  courbe , 
aux  points  L,  I ,  où  elle  coupe  les  polaires  des  points  B,  A  , 
sont  parallèles  à  la  droite  BA.  En  effet ,  ces  tangentes  doi- 
vent être  perpendiculaires  à  l'hypoténuse  des  triangles  rec- 
tangles OLC^  OIC,  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  des 
cordes  de  l'hyperbole  équilatère;  et  la  droite  AB  est  aussi 
perpendiculaire  à  CO ,  car  le  point  O  est  le  pôle  de  AB. 

Dans  le  cas  particulier  où  CA  =  CB ,  on  a  :  Cl  =  CL  ; 
01=0L;  a=b,  otalors,  l'équation  2r^—2x^+aj' — bx=:0 
représente  les  deux  diagonales  CO,  IL  du  quadrilatère  COLI. 

Si  Ion  suppose  CA>CB,  on  aura  C1<CL,  l'angle 
ICO >•  l'angle  LCO.  La  bissectrice  de  l'angle  ACB  sera  si- 
tuée dans  l'intérieur  de  l'angle  ICO ,  et  comme  celte  bissec- 
trice est  parallèle  à  l'une  des  asymptotes,  il  faudra  que  les 
deux  pointf  C ,  I  se  trouvent  sur  une  des  deux  branches  de 
l'hyperbole,  et  les  points  0,  L  seront  situés  sur  l'aufre 
branche.  La  première,  qui  passe  par  le  centre  du  cercle, 
coupera  nécessairement  la  circonférence  en  deux  points  D, 
D'.  Et  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  doux  points  satis- 
font à  la  question  proposée.  C'est-à-dire  que  si  l'on  dirige  la 
bille  A  vers  un  de  ces  points  ,  par  exemple  au  poinf  D,  elle 
reviendra  en  B,  après  s'être  réfléchie  sur  la  circonférence. 

Car  le  rayon  CD  étant  moyen  géométrique  entre  CA  etCI  ; 
les  triangles  CDA  ,  CDIsonl  semblables,  et  l'angle  ADC  = 
=  DIC.  De  même,  la  similitude  des  triangles  CDB,  CDL 
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donne  BDC  =  DLC.  IMais  l'hyperbole  considérée  élanl  équi- 
latére,  la  différence  des  angles  DIL,  DLI  est  égale  à  la  dif- 
férence des  angles  CIL,  CLI  (*) ,  on  a  donc  DJC  =  DLC,  et 
par  conséquent  ADC  =  BDC. 

D'après  cela,  on  voit  que  la  question  proposée  admet  au 
moins  deux  solutions. 

2.  Le  nombre  des  solutions  est,  dans  tous  les  cas,  égal  à 
celui  des  points  communs  à  la  circonférence  et  à  l'hyperbole. 
Afin  de  déterminer  le  nombre  de  ces  points  par  le  calcul  le 
plus  simple ,  je  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  centre 
G  de  la  circonférence.  Puis  je  dirige  l'axe  des  j'  suivant  la 
bissectrice  CY  de  l'angle  ACB  des  deux  droites  CA  ,  CB,  me- 
nées du  centre  aux  deux  points  donnés  A  ,  B  (  fig.  26) ,  et  je 
prends ,  pour  axe  des  x  ,  la  bissectrice  de  l'angle  adjacent 
BGA',  en  supposant  toujours  CB  <;CA.  Enfin,  je  nomme  a , 
fi ,  les  coordonnées  -i ,  y  du  centre  de  l'hyperbole,  silué  au 
milieu  M  de  la  droite  IL ,  qui  unit  les  pieds  I ,  L  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  centre  du  cercle  sur  les  polaires  des 
points  A ,  B  ;  et  /•  le  rayon  de  la  circonférence. 

L'équation  de  la  circonférence  sera  y  +ji'=/-',  et  celle 

de  l'hyperbole  :  xy  —  oy  —  êx^O.   La   première  donne 

Y  r  —  X  ,      Y  r — X 

—  et,  en  posant  =  2,  :=s,  onen 


x+r  y  x+r  y 

2rz  r[\—z') 

déduit  :y=^- ;,  -i=— — — ^.  Substituant  les  valeurs 

1  4"  ^  1  +  " 

de  j: ,  ^  dans  xy  —  oy  —  èx  =  0,  il  vient  : 

2r'z(l— z")'     2(x/'z  +  ê/-(l  — z=j 


(1  +  z')'  (1  +  ; 


0; 


(*)  La  difîérence  des  angles  formés  par  le  diamètre  IL  avec  les  cordes  sup- 
plémentaires menées  à  ses  exlrémilés,  est  égale  à  l'angle  de  ce  diamètre  et  de  la 
tangente  menée  par  l'une  de  ses  extrémités.  La  (angenle  à  l'hyperbole  au  point  1 
étant  parallèle  à  AB,  l'angle  dont  il  s'agit  est  précisément  celui  des  deux 
droites  AB,  IL. 
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,        2(r+a)           2(r  — g) 
ou  :;' 3^  H ^  —  1  =  0. 

e  6 

2  (r  +  a)               2  (/'  —  a) 
Posons =  A  ,  =  B ,   il   en    résultera 

6  '       e  ' 

l'équalion  z'^  +  Az'+Bz  — 1=0,  qui  a   déjà  été  discutée 
(t.  ll,pag.  18-21). 

On  a  démontré  que  si  les  coefBcienls  A ,  B  de  cette  der- 
nière équation  satisfont  à  l'inégalité  (—7-)'  —  ( — -. —  )'  + 

1  <  0 ,  ses  quatre  racines  sont  réelles  et  inégales. 
Deux  de  ces  quatre  racines  réelles  deviennent  égales , 

Ueux  des  racines  de  l'équation  sont  imaginaires,  si  l'on  a 
/A+B\'       /A  — B\i 

2{r+a)     „       2(r— o) 

Or,  les  égalités  A= ,  B= ,  donnent 

4  4 

A+B  oL         A  — B  r  „ 

— ^ —  =  —  -,  et  — - —  =  —  -.  Par  suite ,  on  a  ; 

on  en  conclucra  que  : 

2{r+a)    ,       2{r  — a) 
L'équation  z* — -  z^  h z  —  1  =  0    a    ses 

quatre  racines  réelles  et  inégales ,  lorsque  les  coordonnées 

a,  ê  dn  centre  de  l'hyperbole  satisfont  à  l'inégalité  \/ a'-f- 

\/ê'  <  Vr\  Deux  des  racines  réelles  de  cette  équation 
deviennent  égales  entre  elles,  lorsque  les  coordonnées  a, g 

donnent  \/â}+  Vè'  =  Vr'.  Deux  des  racines  sont  imagi- 

naires ,  si  l'on  a  I^a'  -(-  Vè'  >  \/rV 
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Dans  le  premier  cas ,  chacune  des  branches  de  l'hyperbole 
coupe  la  circonférence,  et  alors  le  problème  admet  quatre 
solutions,  déterminées  par  les  quatre  points  E,  E',  D,  D', 
communs  aux  doux  courbes. 

Dans  lesecond,  labranchede  l'hyperbole  EE'  qui  ne  contient 
pas  le  centre  du  cercle ,  devient  tangente  à  la  circonférence. 
£t  enfin,  cette  branche  n'a  aucun  point  de  commun  avec  la 

circonférence  quand  l'inégalité  k'a*'  -(-  1^5'  >  l^r^  a  lieu. 

La  condition  k  a'  -j-  l/è'  <  l/r"  montre  dans  quelle  par- 
tie du  plan  du  cercle  doit  se  trouver  le  milieu  M  de  la  droite 
IL,  pour  qu'il  soit  possible  de  déterminer  sur  la  circonfé- 
rence quatre  points  E,  E',  D,  D'  satisfaisant  à  la  question 
proposée.  En  effet,  construisez  la  courbe  PQRS  {fig.  26)  , 

dont  l'équation  est  V^x'-\-VY'  =  Vr\    Si    la    condition 

V^ -\-  P^e'  <;  1/7"  est  remplie,  le  point  M  devra  être  situé 
dans  l'inférieur  de  la  partie  du  cercle  terminée  par  cette 
courbe.  C'est  le  cas  particulier  où  le  problème  aduset  quatre 
solutions.  Lorsque  le  point  M  est  sur  la  courbe ,  le  nombre 
des  solutions  se  réduit  à  trois  ;  et  il  y  en  a  seulement  deux  , 
si  ce  point  est  extérieur  à  la  partie  du  cercle  terminée  par  la 
courbe.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  le  nombre  des  solu- 
tions est  égal  à  celui  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  par 
le  point  M  à  la  courbe  PQRS.  C'est  d'ailleurs  ce  qui  résul- 
tera des  considérations  suivantes. 

Je  prolonge  la  droite  CM ,  d'une  longueur  MN  =  CM  ;  le 
point  N  sera  sur  l'hyperbole.  Je  joins  le  point  N  à  un  des 
points,  E',  communs  à  l'hyperbole  et  à  la  circonférence ,  par 
la  droite  NE',  dont  le  prolongement  coupe  les  asymptotes 
aux  points  0,  0',  et  les  axes  des  coordonnées  en  H,  G.  Je 
mène  encore  le  rayon  CE',  et  la  droite  MF  parallèle  à  CE'.  Le 
point  F  sera  le  milieu  de  la  corde  I\E',  puisque  M  est  le  mi- 
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lieu  de  CN.  Déplus,  NO=:E'0',  comme  parties  d'une  sécanle 
à  l'hyperbole,  comprises  entre  la  courbe  et  ses  asymptotes  ; 
donc ,  le  point  F  est  au  milieu  de  la  droite  00'.  D'où  je  con- 
clus ,  à  cause  du  parallélisme  des  droites  CE',  MF,  que  E'  est 
aussi  le  milieu  de  l'hypoténuse  HG  du  triangle  rectangle 
HCG.  Et,  par  suite,  HG  =  2CE'.  Ce  qui  montre  d'abord 
qu'on  obtiendra  les  points  cherchés  E',  E  ,  D,  D ,  en  menant 
par  le  point  N ,  donné  dans  l'intérieur  de  l'angle  droit  YCX  , 
des  droites  telles  que  leurs  parties ,  comprises  entre  les  côlés 
de  l'angle  prolongés ,  soient  égales  au  diamètre  du  cercle,  et 
en  prenant  les  milieux  de  ces  droites. 

Cela  posé ,  si  l'on  conduit  par  le  point  M ,  milieu  de  CN , 
une  parallèle  à  HG ,  terminée  à  la  rencontre  des  axes  OX , 
OY,  elle  sera  égale  à  la  moitié  de  IIG  ,  c'est-à-dire  au  rayon 
r  de  la  circonférence.  Or,  toute  droite  égale  à  r,  et  inscrite 
dans  les  angles  formés  par  les  axes  ,  est  tangente  à  la  courbe 

PQRS  dont  l'équation  est  Vf  +  Kr^=  V r^  (t.  I,  p.  265). 
Donc,  à  chacun  des  points  E,  E',  D,D',  correspond  une 
^'tangente  à  la  courbe  PQRS,  menée  par  le  point  M  ,  et  réci- 
proquement. C'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

3.  Lorsque  C.\=CB  [fig.  27),  on  a  CI=CL  ;  le  triangle  CIL 

étant  isocèle,  la  bissectrice  CY  de  l'angle  ICL  passe  par  le 

milieu  ]M  de  la  base  IL  du  triangle,  et  a  =  0.  L'équation 

2(r4-a)     ,       2(r  — a) 
I*  +  - — - —  z^  -1 z  —  1  =  0  est  alors  une  équation 

6  5 

réciproque  s*  —  —  s'  h —  z  — 1=0;  et  il  est  facile  de  la 

résoudre ,  et  d'obtenir  les  coordonnées  des  points  cherchés , 

.    .  2rz  /-(l-z^)  „  . 

au  moyen  des  relations  J'  =  -. — -,  ,   -^  =  — j — ;;r~""'S? 

dans  ce  cas  particulier,  l'équation  xy  —  a/  —  ejr:=0  devient 
jcy — gj^^ =0  ;  elle  représente  les  deux  droites  x  =  0,  y  =  è. 
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La  première  est  la  bissectrice  de  l'angle  ACB  ,  la  seconde  est 
la  droite  IL.  La  droite  x  =  0  coupe  toujours  la  circonfé- 
rence en  deux  points  D  ,  D'  (fuj.  27} ,  qui  satisfont  évidem- 
ment à  la  question  proposée.  Si  la  distance  CM  ou  6  est 
moindre  que  le  rayon  du  cercle,  la  droite  IL  rencontrera  la 
circonférence  en  deux  points  E ,  E',  qui  conviendront  aussi  à 
la  question.  C'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  en  conduisant  les 
droites  EA ,  EC ,  EB.  Car  le  rayon  EC  étant  moyen  géomé- 
trique entre  CA  et  CI ,  les  triangles  EGA ,  ICE  seront  sem- 
blables ;  donc,  l'angle  AEC  =  l'angle  CIL.  De  même ,  la  si- 
,  militude  des  triangles  CEB  ,  CEL  donne  BEC  —  CLI.  Mais 
les  angles  CIL,  CLI  sont  égaux,  puisque  CL  =  CI.  Par 
conséquent  AEC  =  BEC.  On  prouverait ,  de  même ,  que 
AE'C  =  BEC. 

4.  Si  les  points  donnés  A  ,  B ,  sont  en  ligne  droite  avec  le 
centrée  du  cercle  [fig.  28)  .-  la  droite  IL  coïncidera  avec 
l'axe  CXj  l'ordonnée  S  du  milieu  M  de  IL  sera  nulle.  Alors 
l'équation  xy  —  ay  —  g.r  =:  0  se  réduit  à  jcy  —  o^-  =  0  ;  elle 
rrprésenle  les  deux  droites  j'  ^  0 ,  .r  =  a.  La  première  ren- 
contre la  circonférence  aux  points  D,  D',  qui  répondent  à  la 
question  proposée.  La  droite  x  ^=  a  rencontrera  la  circonfé- 
rence en  deux  points  E,  E',  lorsqu'on  aura  a<^r.  Et  ces 
deux  points  satisferont  encore  au  problème.  Pour  le  vérifier, 
je  mènerai  la  tangente  HEG ,  qui  coupe  aux  points  H ,  G  les 
polaires  lîl,  LG  de  A,  B.  On  aura  HE  =  EG,  puisque 
IM:=ML.  D'ailleurs ,  la  corde  des  contacts  EK  des  tangentes 
HE ,  IIK  passe  par  le  point  A  ,  et  celle  des  tangentes  GE  ,  GF 
contient  le  point  B.  Les  triangles  isocèles  KEII,  FGE  étant 
égaux  ,  on  aura  l'angle  HEK  =  FEG.  C'est  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

G. 
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DE  QUELQUES 

PROPOSITIONS  SUR  LES  NOMBRES, 


PAR  M.  CHABCRT, 

Professeur  l>  l'Ecole   navale. 


Le  carré  d'un  nombre  entier  quelconque  n  est  égal  à  la 
somme  de  tons  les  nombres  impairs  depuis  l'unité  jusqu'au 
double  de  ce  nombre  diminué  d'une  unité. 

C'est-à-dire  :     «'  =  1  +  3  +  5  + ....  +  (2m  —  1). 

Il  est  d'abord  évident  que  la  proposition  est  vraie  pour  1 , 
pour  2  dont  le  carré  4  est  égal  à  1  +  3 ,  pour  3  dont  le  carré 
9  est  égal  à  1+3  +  5,  et  il  est  facile  de  prouver  que  si  la  loi 
est  vraie  pour  le  nombre  « ,  elle  est  encore  vraie  pour  h  + 1 , 
car  si 

1  +  3  +  5  +  ....  +  (2«  —  1)  =  «%»■ 
on  obtient  aisément  : 

1+3  +  5+.. ..  +  (2«  —  1)  +  (2;H-1)  =  («''+2n+l)=(«  +  i)'. 
Donc  la  suite  des  nombres  impairs  représente  un  carré  quel- 
conque ,  et  en  prenant  un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  1+3+5+  ....  -f  (2«+i)+etc.,  on  a  nécessairement 
un  carré.  On  voit  aussi  que  les  carrés  sont  alternativement 
pairs  et  impairs  ;  ce  qui ,  au  reste ,  est  évident  à  priori. 

Si  on  considère  la  série  qui  représente  les  cubes  de  tous 
les  nombres  entiers  :  1+7+19  + 37 +61 +  91+  etc.,  on 
voit  aussi  que  tous  les  termes  de  cette  série  sont  des  nombres 
impairs  ;  et  même  tous  ceux  que  j'ai  écrits,  et  bien  d'autres 
encore,  sont  des  nombres  premiers  absolus;  ce  qui  ferait 
croire  que  la  formule  3k'  +  3/1  +  1  ne  représente  que  des 


—  251  — 

nombres  premiers,  si  on  ne  savait  qu'il  n'existe  aucune  for- 
mule algébrique  propre  à  n'exprimer  que  des  nombres  pre- 
miers. (  Lcgendre ,  Théorie  des  nombres.  ) 

Mais  si  la  formule  3n'  -f-  3/1  + 1  ne  contient  pas  seulement 
des  nombres  premiers ,  elle  en  contient  un  si  grand  nombre 
qu'on  peut  les  ranger  à  côté  de  ces  formules  remarquables 
citées  par  Euler ,  Lcgendre ,  etc. 

Il  est  aisé  de  voir  que  3«°  +  3«  +  1  représente  toujours 
un  nombre  impair  ;  mais  à  priori  on  voit  que  les  nombres 
entiers  étant  alternativement  pairs  et  impairs,  il  en  sera  de 
même  de  leurs  puissances  d'un  ordre  quelconque ,  et  que  par 
conséquent  la  différence  entre  deux  puissances  «"  consécu- 
cutives  est  toujours  un  nombre  impair  ;  de  sorte  que 

est  toujours  un  nombre  impair. 

On  peut  se  demander  si  S/j"  +  3h  +  1  ne  peut  pas  être  un 
carré  parfait?  ce  qui  revient  à  dire  :  L'équation  indéterminée 
3.r'-j-3j-  +  l=^'  est-elle  susceptible  de  donner  pourxet^ 
des  valeurs  rationnelles  ? 

On  peut  appliquer  à  la  recherche  des  solutions  rationnelles 
de  cette  équation  un  procédé  qui  convient  à  tous  les  cas,  et 
qu'en  conséquence  je  vais  développer  sur  l'équation  générale. 

Soit  :  ax'  -j-  bxy  -{-  0''+  dx  -{•  ey  -\-f=  0  dont  il  s'agit 
de  trouver  les  solutions  rationnelles  pour  x  et  pour  y. 

Résolvons  l'équation  par  rapport  à  x.  On  a 

x= ^^^±—V(b'  —  ^ac)y'+'2,{bd—1ae)Y+d''—^af. 

Pour  que  les  valeurs  de  x  et  de  j^  soient  rationnelles  ,  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe  des  valeurs  rationnelles  dey  qui 
rendent  la  quantité  sons  le  radical  un  carré  parfait. 
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Proposons-nous  donc  de  trouver  des  valeurs  de ^  qui  ren- 
dent ny  +py  +  q  un  carré  parfait. 

Egalons  ny'+py-\-qhO,  et  supposons  d'abord  que  les 
valeurs  Aey  tirées  de  cette  équation  soient  réelles  et  égales 
à  p  et  p'.  On  aura  ,  • 

Vny''  +py  +  q  =  V{ny—  np)  [y  —  (3')  ; 

on  pourrait  trouver  tout  de  suite  une  solution  en  égalant  les 
deux  facteurs  sous  le  radical  ;  mais  remarquons  que ,  sans 
changer  Téqualion ,  on  peut  multiplier  l'un  de  ces  facteurs 
par  une  quantité  arbitraire ,  pourvu  qu'on  divise  l'autre  par 
la  même  quantité.  On  a  ainsi 

/; 


V 


f 
et  si  nous  posons  : 

iiy  —  «p 


'"""-"^'ij-y-m-, 


--fy-fp\ 


f 

nous  obtiendrons  des  valeurs  de^-  fonctions  dey,  et  qui  sa- 
tisferont à  la  question  toutes  les  fois  que/sera  rationnel. 
De  l'équation  précédente  on  lire  : 

^  =  173:7^^ 

substituant  cette  valeur  de  y  sous  le  radical ,  ou  a 

yny'+py  +  q  =^f{y—  f)  ; 

et ,  par  suite , 

^^_by±d^fjy-^ 
2a  la 

Donc,  pour  toute  valeur  rationnelle  dey,  on  a  une  valeur 
rationnelle  pour  j'  et  deux  valeurs  rationnelles  pour  x. 

Mais  il  pourrait  se  faire  que  (i  et  ^'  fussent  imaginaires , 
alors  il  faudrait  modifier  notre  méthode. 
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Il  pourrait  se  faire  aussi  que  3  et  /3'  fussent  irrationnels  ; 
ces  deux  cas  se  présentent  à  la  fois  pour  l'équation  3x'  + 
3x  +  1  =y ,  car  si  on  égale  3x'  +  3j:  +  1  à  0,  on  tire 

Voici  comment  on  peut  opérer  dans  ce  cas  : 

On  suppose  /de  la  forme  a  +  bv —  1.  Alors  évidemment 
la  valeur  générale  de  j  devient  en  partie  réelle ,  en  partie 
imaginaire  ;  mais  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  con- 
tient b ,  on  pourra  donc  proflter  de  l'indétermination  de  b 

pour  égaler  à  0  le  coefficient  de  V —  1  ;  ensuite  on  disposera 
de  a  de  manière  à  rendre  le  radical  un  carré  parfait.  Et  il 
est  clair  que  y  ayant  une  valeur  réelle,  x  aura  aussi  une 
valeur  réelle  ;  car  le  produit 

0- -  a  -  (3  t/~l  )  (^' -  a  +  p  l/~r ) 

est  toujours  réel  quand  y  est  réel. 

Resterait  à  séparer  les  valeurs  entières  de  x  et  de^'  :  ce 
procédé  est  en  général  insuffisant  ;  mais  il  peut  servir,  dans 
certains  cas,  à  trouver  un  grand  nombre  de  valeurs  ration- 
nelles; et  comme  il  est  inQniment  plus  simple  que  le  procédé 
indiqué  par  Legcndre,  dans  sa  Théorie  des  nombres,  il  sera 
peut-être  utile  que  j'y  revienne  dans  un  prochain  article. 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


Programme  développé  d'un  cours  d'arithmétique  élémentaire 
renfermant ,  outre  les  questions  nécessaires  à  tout  examen , 
des  tableaux  comparatifs  des  anciennes  et  nouvelles  mesures 
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et  du  calcul  des  intérêts  (première  partie);  par  L.  C\s- 
TELNAD,  professeur  de  mathématiques  (*). 

Le  programme  que  nous  annonçons  ne  consiste  pas  uni- 
quement en  une  table  des  matières  traitées  dans  la  plupart 
des  ouvrages;  c'est  un  exposé  méthodique,  une  analyse  rai- 
sonnée  des  principales  questions  dont  l'ensemble  forme  un 
cours  d'arillimélique  élémentaire.  L'auteur  a  su  faire  entrer 
dans  l'énoncé  môme  des  questions  proposées  une  indication 
suflSsante  du  moyen  de  les  résoudre;  en  rapprochant  les 
principes  par  tous  les  points  qui  leur  sont  communs,  il  a  fa- 
cilement établi  leur  liaison,  et  mis  en  évidence  les  avantages 
qui  résultent  d'une  théorie  bien  faite. 

Ce  programme  est  destiné  à  des  commençants.  Il  se  com- 
pose de  six  chapitres  subdivisés  en  leçons,  dont  l'étendue  a 
toujours  été  proportionnée  à  la  difficulté  du  sujet  qu'on  y 
traite  ;  plusieurs  des  leçons  se  terminent  par  des  applications 
numériques  très-bien  choisies  pour  donner  une  idée  précise 
des  simpliGcations  dont  les  règles  générales  sont  parfois 
susceptibles. 

Le  programme  de  M.  Castelnau  sera  très-utile  aux  élèves 
de  première  année,  il  convient  parfaitement  à  l'enseignement 
des  écoles  primaires. 


ANNONCES. 


1  •   Traité  d'arithmétique  à  l'usage  des  élèves  qui  se  destinent  à 
l'école  militaire ,  à  l'école  des  mines ,  au  génie  civil  et  d  la 


(•)  Se  trouve  chez  A.  AUouard  ,  libraire-commissionnaire.  Paris,  quai  Vol- 
taire, 21.  Prix,  1  fr. 
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marine;  par  C.  BEC^,  professeur  de  mathématiques  supé- 
rieures au  collège  royal  A'Ath  (*) . 

Le  gouvernement  belge  a  souscrit  pour  80  exemplaires  à 
cet  ouvrage.  Nous  en  rendrons  compte  dans  un  de  nos  pro- 
chains numéros. 

2.  Leçons  de  géomélrie ,  suivies  de  notions  élémentaires  de 
géométrie  descriptive  ;  par  L.-P.  Cirodde  ,  professeur  de 
mathématiques  au  collège  royal  de  Henri  IV  ;  ouvrage  au- 
torisé par  le  conseil  royal  de  l'instruction  publique  , 
deuxième  édition  ;  Paris ,  chez  Hachette  ,  libraire ,  rue 
Pierre-Sarrazin  ,  12;  1844.  (On  en  rendra  compte.) 

3.  La  deuxième  édition  desi'/emen/srfejèomeïri'ede M,  Lion- 
net  ,  professeur  au  collège  Louis-le-Grand ,  vient ,  sur  le 
rapport  de  M.  Sturm  ,  et  sur  la  proposition  de  M.  Poinsot , 
d'élre  adoptée  par  le  conseil  royal  de  l'instruction  publique , 
pour  l'usage  des  collèges  ;  chez  Dèzobry,  libraire  ,  rue  des 
Maçons-Sorbonne ,  1.  (Voir,  t.  I,  p.  431.) 

4.  Eléments  d'Algèbre  ,  par  M.  Bourdon,  inspecteur  général 
de  l'Université;  9"  édition.  1  vol.  in-8°,  1843.  —  Chez 
Bachelier,  libraire  ,  quai  des  Aogustins,  55. 

5.  Cours  de  Géométrie  élémentaire,  parM.  ^.J.  H.  Fincent, 
professeur  au  collège  royal  Saint-Louis;  revu  conjointe- 
ment par  l'auteur  et  par  M.  Bourdon,  inspecteur  général 
de  l'Université;  5"  édition.  1  vol.  in-8°avec  planches,  1844. 
(Ouvrage  adopté  par  l'Université. )  —  Chez  Bachelier,  li- 
braire ,  quai  des  Auguslins,  55. 


(")2  vol.  in-8.  Se  trouve  à  Paris,  chez  Bachelier,  imprimeur-libraire,  quai 
des  Grands- Augustins,  S5.  Prix  ,  5  fr. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


gDESTION   84. 

On  a  mis  dans  une  urne  20  billets  numérotés  1,2,  .... 
20.  Sur  ce  nombre ,  il  y  a  5  bons  billets  et  1 5  mauvais. 
20  personnes  doivent  puiser  successivement  dans  l'urne  et 
prendre  un  des  billets.  La  chance  de  prendre  un  bon  billet 
est-elle  la  même  pour  toutes  ces  personnes?  (  Fodot.  ) 

,  QDESTION    85. 

On  a  un  jeu  complet  de  52  caries  ;  on  les  jette  successive- 
ment sur  une  table ,  en  les  retournant  et  prononçant  à  me- 
sure, 1,2,  3,.. ..13,  et  recommençant.  Quelle  est  la  pro- 
babilité de  rencontrer  juste?  L'as  compte  pour  1 ,  le  valet 
pour  11 ,  la  dame  pour  12,  et  le  roi  pour  13.  (  Fodot.  ) 

«DESTION   86. 

Inscrire ,  dans  un  triangle  donné ,  une  ellipse  dont  la  sur- 
face soit  égale  à  celle  d'un  cercle  donné. 

En  discutant  cette  question ,  on  déterminera ,  comme  cas 
particulier,  l'ellipse  inscrite  dont  la  surface  est  un  maximum. 
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STATIQUE  APPLIQUEE  AU  MAGNÉTISME 

[École  normale). 

Note  SMC  la  manière  de  corriger  le  défaut  de  centrage  des 
boussoles  d'inclinaison. 

FAR  M.  ÉBIII.E  BART, 

Professeur  au  collège  de  Charlemagne. 


On  sait  qu'il  est  presque  impossible  de  construire  une  ai- 
guille d'iaclinaison  de  manière  que  l'axe  autour  duquel  elle 
est  mobile  passe  exactement  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
aiguille.  Pour  constater  ce  défaut  de  centrage ,  on  fait  coïnci- 
der le  plan  de  rotation  avec  le  méridien  magnétique, et  Ion 
observe  l'angle  a  que  l'aiguille  en  équilibre  fait  avec  l'hori- 
zontale menée  dans  ce  plan  ;  puis  on  change  le  sens  de  l'ai- 
mantation de  l'aiguille,  et  l'on  reconnaît  que  dans  le  mémo 
méridien  elle  fait  avec  l'horizontale  un  angle  a\  qui,  dans 
les  appareils  les  plus  précis ,  diffère  peu  du  premier  angle  a , 
mais  qui  ne  lui  est  jamais  égal.  On  a  coutume  de  prendre 

pour  mesure  de  1  inclinaison  la  moyenne  — ^ — .  Je  me  pro- 
pose ici  d'apprécier  celte  correction ,  et  en  outre  de  la  mo- 
difier dans  les  cas  oii  elle  serait  insuffisante.  Pour  cela,  je 
n'aurai  qu'à  résoudre  cl  à  discuter  un  problème  forl  simple 
de  statique ,  dont  voici  l'énoncé. 

Une  aiguille  aimantée,  que  l'on  suppose  réduite  à  son 

axe,  étant  suspendue  par  un  de  ses  points  F   voisin   de 

son  centre  de  gravité  G,  a  fait  avec  l'horizontale  un  angle  a 

dans  le  méridien  magnétique.  La  même  aiguille  suspendue 

Ann.de  Matdém  1)1.  18 
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par  le  méiue  poiu(  F,  mais  ainiaulée  inégalement  et  en  sens 
ionlraire,  a  fait  avec  l'horizontale  un  angle  a'  dans  ce  méri- 
dien. On  demande  l'inclinaison  vraie  de  l'aiguille,  c'est-à- 
dire  l'angle  i  qu'elle  ferait  avec  l'horizontale  dans  le  même 
méridien,  si  elle  était  suspendue  par  son  centre  de  gravité. 
On  admet  que  dans  les  deux  cas  la  distribution  du  magné- 
tisme libre  soit  la  même  suivant  la  longueur  de  l'aiguille.  De 
plus ,  lorsqu'on  la  suspendait  horizontalement  (*)  sous  l'in- 
fluence seule  du  globe,  et  qu'on  l'écartait  de  sa  direction 
d'équilibre,  elle  exécutait  en  une  minute  n  oscillations  dans 
le  premier  cas,  et  m'  dans  le  second. 

Solution.  Plaçons  l'observateur  à  Paris  ou  en  un  point 
quelconque  de  notre  hémisphère  magnétique.  Soit  <ï>><x',  ce 
qui  revient  à  supposer  que  dans  le  premier  état  magnétique 
de  l'aiguille  son  centre  G  soit  situé  sur  sa  partie  australe, 
c'est-à-dire  sur  celle  qui  s'abaisse  vers  le  nord.  Alors  la  pe- 
santeur doit  augmenter  l'inclinaison.  Désignons  par/»  le  poids 
de  l'aiguille ,  par  d  la  distance  inconnue  du  centre  G  au  point 
fixe  F,  par  l  la  distance  FA  du  point  fixe  au  pôle  austral  A 
de  l'aiguille,  et  par  /'  la  dislance  FB  du  même  point  fixe  au 
pôle  boréal  B  {fiff.  29) .  Chacune  des  forces  du  couple  terrestre 
appliqué  à  l'aiguille  pourra  èlre  représentée ,  d'après  la  théo- 
rie du  pendule,  par  en',  c  étant  un  poids  constant  dans  le 
même  lieu  pour  une  aiguille  dans  laquelle  la  distribution  du 
magnétisme  libre  ne  change  pas.  Egalons  le  moment  du  poids 
à  la  somme  des  moments  des  forces  magnétiques  du  globe, 
forces  qui  font  avec  l'horizonlale  FH  l'angle  i  demandé  :  il 
viendra 

pd  cos  a  =  cnU  siu  (a  —  i)  -f-  cii'l'  sin  (a  —  i). 

Dans  le  second  état  magnétique  de  l'aiguille ,  le  centre  G 


(')  Cette  suspension  s'opère  à  l'aide  d'un  etrier  de  papier  supporté  par  un 
long  lil  de  soie  non  tordu. 


—  259  — 

sera  situé  sur  sa  partie  boréale,  c'est-à-dire  sur  celle  qui  s'é- 
lève vers  le  sud,  cl  la  pesanteur  diminuera  l'inclinaison. 
Chacune  des  forces  terrestres  aura  pour  valeur  c/t'\  el  l'é- 
quation des  moments  sera  {'] 

pd cos a'  =  cn'lsin{i  —  a)  -|-c/t"/'sin(t  —  a']. 

En  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre ,  nous  éli- 
minerons p,  d,c,l-\-t,el  nous  aurons 

cos  a        «'sin{rt  —  t) 
cos  a'        n"sia{i  —  a')' 

De  là  on  déduit  sans  peine 

n' lans  a  +  n"  tans  a' 

■  tangi  = "    ,        ,. ^  . 

n  +  n 

Discussion.  Cette  formule  montre  que  l'inclinaison  réelle  i 
dépend  non-seulemeut  des  inclinaisons  apparentes  a  et  a', 
mais  encore  des  intensités  relatives  du  magnétisme  développé 
dans  l'aiguille  par  les  deux  aimantations  inverses.  Il  sera 
facile  de  rendre  n'  aussi  peu  différent  de  n  que  l'on  voudra , 
en  prenant  une  aiguille  qui  ne  soit  pas  trop  fortement  trem- 
pée, en  l'aimantant  chaque  fois  avec  des  faisceaux  d'aimants 
très-énergiques,  et  en  multipliant  les  frictions  de  manière  à 
saturer  l'aiguille  dans  les  deux  cas.  Il  faudra  aussi  que  la  mé- 
thode d'aimantation  soit  exactement  la  môme  dans  le  second 
cas  que  dans  le  premier ,  aûn  que  l'intervalle  AB  ou  /  -|~  '' 
des  deux  pôles  demeure  constant.  Nous  supposerons  donc. 


(')  Dans  la  pratique  l'angle  a  ou  l'angle  a'  n'est  pas  le  résultat  d'une  seule 
observation  ;  o  ou  o'  e^t  la  moyenne  des  angles  que  l'on  obtient  en  présentant 
successivement  la  même  face  de  l'aiguille  à  lest  et  à  l'ouest,  el  en  lisant  chaque 
fois  sur  le  limbe  gradué  aux  deux  extrémités  de  l'aiguille.  On  corrige  ainsi 
1»  le  défaut  possible  de  coïncidence  de  l'axe  magnétique  avec  l'aie  de  figure, 
■20  la  faible  courbure  que  peut  avoir  ce  dernier  axe.  Pour  savoir  jusqu'où  vont 
ordinairement  les  écarts  olTerls  par  ces  diverses  déterminations  du  même  angle 
a  ou  a',  vojeî  le  Traité  expérimental  de  l'électricité  el  du  magnétisme,  par 
M.  Becquerel ,  t.  7  ,  p.  27.  Vous  y  trouverez  des  exemples  numériques  trés- 
bien  choisis,  que  l'auteur  a  empruntés  aux  observations  du  capitaine  Duperrey. 
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(Jansre  qui  va  suivre,  n  =  n',  et  la  rurmule  deviendra 

Ainsi  la  tangente  de  la  véritable  inclinaison  est  égale  à  la 
demi-somme  des  tangentes  des  deux  inclinaisons  observées. 

11  est  aisé  de  construire  l'angle  i  géométriquement,  con- 
naissant a  et  a'  :  on  tracera  une  circonférence  de  cercle  avec 
un- rayon  égal  à  l'unité.  Soit  F  {fig.  30)  le  centre  ;  soit  FH 
un  rayon  horizontal;  soient  HT  =  tang<z  et  HT'  =  tangfl'. 
On  prendra  le  milieu  O  de  la  différence  TT'  des  deux  tan- 
gentes ,  on  joindra  ce  point  O  au  centre  F,  et  l'angle  HFO 
sera  évidemment  l'angle  demandé  i.  . 

De  cette  construction  résulte  l'inégalité 

a  +  a' 

Car  si  l'on  menait  la  bissectrice  FO'  de  l'angle  TFT'  ou 
a  — a',  elle  diviserait  la  base  TT'  en  deux  parties  TO'  et  O'T', 
qui  seraient  entre  elles  comme  les  côtés  adjacents  FT  et  FT' 
ou  comme  seca  est  à  seca'.  O'T'  serait  donc  plus  petit  que 

TT'  a  +  a' 

OT'  ou ,  et  partant  HFO*  ou  —^ —  serait  plus  petit  que 

HFO  qui  est  notre  angle  i. 

On  déduirait  encore  cette   inégalité  de  l'équation   non 

résolue 

cosrt  _  sin  {a  —  i) 
cosfl'       sin(i — a')' 

En  effet ,  de  a  >  a  on  conclut  cosa  <;  cosa'  ;  donc  on  doit 
avoir  sin  (a  —i)  <s\n{i  —  a) ,  et  par  suite,  a—i<:ii  —  n', 

ou  i  > ,  C.  Q.  F.  T.  On  voit  donc  que  l'approxima- 

lion  usitée  qui  consiste  a  poser  i  =  — - —  donne  une  mcli- 
naison  un  peu  trop  faible. 


—  261  — 

L'expression  que  j'ai  obtenue  pour  laogi  n'étant  pas  im- 
médiatement calculable  par  logarithmes ,  on  pourra  la  rem- 
placer par  celle-ci  : 

s\nia  +  a') 
lai)gi  =  - r 

Mais  il  vaut  mieux  prendre  pour  inconnue  l'excès  de  *  sur 
.  Des  transformations  faciles  conduiront  à  la  formule 

a  +  a'  .a- 


(a-\-d\  a  +  a' 

i ^— j  =  tang— ^  tang 


2 

Cette  expression  est  toujours  positive,  quel  que  soit  le  signe 
de  ij  —  a'  ;  ce  que  l'on  pouvait  prévoir.  Elle  servira  à  calcu- 
ler J  très-simplement  en  fonction  de  la  demi-somme  et  de  la 
demi-différence  des  angles  «ibservés  (').  Celte  expression  a 
aussi  l'avantage  de  donner  la  mesure  de  l'erreur  que  l'on 
commet  ordinairement  dans  la  pratique.  Pour  lu  même  dif- 
férence a  —  a  ,  l'erreur  croît  à  mesure  que  l'inclinaison  aug- 
mente. On  conçoit  que  cette  erreur  soit  régligeable  pour  des 
inclinaisons  faibles  ou  même  moyennes.  Mais  pour  les  gran 
des  inclinaisons,  (ile  devient  trop  forte  pour  qu'on  la  laisse 
subsister.  Appuyons  cette  remarque  de  quelques  exemples 
numériques. 


(■)  Si  l'on  supposait  n' différent  de  n,  on  par\iendrait  è  la  Tormule  plus  gé- 
nérale 

[(nS+n'S)  lange  lange'  +  (n2—n'!j]  lange'- 
lang(«-e)  =         „a4.„'s  +  {n'—n'tjl.^lil3Bfid'       ' 

o-f-a'  a — a' 

dans  laquelle  j'ai  remplacé  pour  abréger  . par  6  et — ^ —  pare". 

Si  l'on  Taisait  n'=n  dans  cette  expression,  on  retomberait  sur  celle  qui  est 
indiquée  dans  le  texte.  Il  serait  aisé  aussi  de  trouver  le  rapport  qui  devrait 
viisler  entre  n  et  n'  pour  que  l'on  eût  rigoureusement 

tang  («—6)  — 0 ,  ou  en  d'autres  termes  1»= — ■ 


Mais  le  cas  où  cette  condition  serait  remplie  est  be^iucoup  trop  particulier  ponr 
te  présenter  dans  les  observations. 


—  262  — 

Une  boussole  d'inclinaison  peut  être  regardée  comme  très- 
bonne,  si ,  pour  des  inclinaisons  voisines  de  45°,  la  différence 
a  —  a!  n'est  que  de  1°.  Posons  donc 

a+  a!  a  —  a 

-Z—  =  45°        et         =  30'  i 

2  2 

a  +  a 
nous  trouverons  (  )  i — =  15  ,72. 

L'erreur  ne  tombant  que  sur  les  secondes  a  peu  d'impor- 
tance ;  car  ici ,  la  nature  des  observations  ne  permettant 
pas  d'atteindre  une  précision  illimitée  ,  il  est  pcul-ÔIre  inu- 
tile de  dépasser  les  minutes  dans  l'évaluation  des  angles,  et 
un  surcroît  d'exactitude  qui  ne  porte  que  sur  les  seconde» 
est  sans  doute  illusoire.  INlais  supposons  qu'à  une  haute  lati- 
tude l'expérience  ait  donne 

a  +  a  a  —  a' 

—3 —  =  88»         et r-  30'. 

2  2 

11  viendra  j  — ^^i^  =  7'29",84. 

On  commctirail  donc  une  erreur  notable  si  l'on  posait 

a-\-  a' 

dans  ce  cas  ^=; .  Il  en  serait  de  même  à  fortiori  si 

2 

la  différence  a  —  a'  surpassait  un  degré. 

„  a  +  a  a  —  a! 

Pour      — -^  =  88°        et        — -_=1», 


on  trouverait      i — -  =  29' 59',59. 


(')   L'angle  i —   élanl  ircs-pelit,  on  peut  toujours  le  déterminer  au 

mojen  de  la  premiL^rc  parlie  des  labiés  Irigononiélriques ,  qui  comprend  le» 
logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  de  seconde  en  seconde  pour  les  cinq 

premiers  degrés.  Le  calcul  de  i offre  donc  un  peu  moins  d'incertitude 

que  le  calcul  direct  de  l'angle  i ,  pour  lequel  il  faudrait  généralement  recourir  à 
la  seconde  partie  des  lahlos,  ou  les  logarilhmes  sont  espacés  de  dix  en  dix  secon- 
des. Toutefois  celle  remarque  n'a  de  valeur  qu'en  théorie,  parce  que  la  seconde 
partie  des  tables  donne  une  approitmaiion  plus  que  snfTisanle  pour  les  angle^- 
'lédiiits  de  l'oh^ervalinn 
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Ainsi  la  moyenne des  deux  angles  serait  trop  faible  de 

près  d'un  demi-degré. 

Enfin  supposons  l'aiguille  assez  mal  centrée  pour  qu'à  une 
certaine  latitude  elle  se  dirige  horizontalement  dans  le  méri- 
dien magnétique  après  le  renversement  de  ses  pôles.  On  fe- 
rait alors  a'  =  0,  et  les  formules  se  réduiraient  à 

tang<z  /  ■      fi\  ,'^ 


tang^i— -j  =  tang'-. 


Ces  formules  seraient  alors  d'une  nécessité  incontestable. 
Ajoutons  cependant  que  les  boussoles  d'inclinaison,  telles 
qu'on  les  fabrique  aujourd'hui ,  ne  pourraient  présenter  cette 
circonstance  que  si  l'angle  a  était  fort  petit,  c'est-à-dire  si 
elles  étaient  transportées  dans  le  voisinage  de  l'équateur 
magnétique. 

Notre  mode  de  correction  serait  encore  applicable ,  si ,  au 
lien  de  chercher  à  mesurer  directement  l'inclinaison  abso- 
lue i  dans  le  méridien  magnétique,  on  évaluait  les  inclinai- 
sons relatives  i'  et  i''  dans  deux  plans  verticaux  faisant  entre 
eux  un  angle  e.  Dans  celte  méthode  indirecte,  on  calculerait 
i  par  la  formule  connue 

V'^cot'  i'  +  col'  i"  —  2  cos E  coti'  cot i" 

COtl  =:  — : , 

sme 
et  si  l'angle  t  était  droit,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire,  on 
aurait 

cot  i  =  V/côïvTcôFt". 

Comme  il  faut  renverser  les  pôles  de  l'aiguille  dans  cha- 
cune des  deux  observations,  notre  calcul  donnerait 

tanga-f  tangrt' 


dans  le  premier  cas,     tang  i'  = 


et  dans  le  second ,        tangi"  = 


2 
tang  6  4-  tangi' 
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i  cl  b'  désignant  les  angles  homologues  aux  angles  a  ei  a. 
On  obtiendrait  ainsi  i'  et  i"  plus  exactement  que  si  l'on  se 
contentait  de  prendre 

a  4- a                     ■„       b  +  b' 
t'  = et        I   = , 

et  l'on  serait  conduit  à  une  valeur  plus  rigoureuse  de  l'incli- 
naison absolue  /'. 

En  résumé,  je  pense  que  le  mode  de  correction  que  je 
propose  aurait  quelque  avantage  même  pour  les  observations 
que  l'on  fait  avec  les  meilleures  boussoles,  et  que  de  plus 
il  servirait  à  utiliser  des  aiguilles  d'inclinaison  dont  le  défaut 
de  centrage  est  trop  grand  pour  élre  suffisamment  corrigé 
par  l'emploi  des  moyennes ,  auquel  on  sest  borné  jusqu'ici. 


MÉMOIRE 
SUR   LES   POLYGONES  RÉGULIERS. 

PAR    B.    AMIOT, 

Professeur  de  nialhèmaliques  au  colli^gc  Saint-Louis. 

1 .  Lorsqu'une  circonférence  est  divisée  en  un  nombre  m 
d'arcs  égaux ,  les  cordes  qui  sous-lendent  ces  arcs  forment  le 
polygone  régulier  ordinaire  de  m  côtés.  Mais  il  existe  plu- 
sieurs espèces  de  polygones  dans  l'Ordre  de  m  côlés.  (Voyez 
Mémoire  sur  les  polygones  et  les  polyèdres,  par  M.  Poinsot, 
Journal  de  V École  polytechnique ,  10'  cahier,  page  1 6.) 

Soit  a  un  nombre  entier  inférieur  et  première  /h,  toute 
corde ,  qui  sous-lend  un  arc  égal  à  une  fraction  de  la  circon- 
férence marquée  par  — ,  peut  être  considérée  comme  le  côté 
m 

<X\\n  polygone  régulier  de  m  côtés.  Si  a  =  1 ,  on  aura  le  po- 
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lygone  régulier  ordinaire,  el  dans  tout  autre  cas,  ce  sera  un 
polygone  régulier  étoile.  L'espèce  de  ce  polygone  est  mar- 
quée par  le  nombre  de  fois  que  le  périmètre  fait  le  tour  en- 
tier de  la  circonférence,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par 
le  nombre  d'unilès  contenues  dans  le  numérateur  de  la  frac- 

a 
lion  -. 

m 

2.  n  et  n'  étant  deux  nombres  entiers  quelconques  pre- 
miers entre  eux,  supposons  que  l'on  connaisse  les  valeurs  de 
tous  les  côtés  des  différenles  espèces  de  polygones  réguliers 
de  l'ordre  «  ainsi  que  de  l'ordre  «',  et  proposons-nous  de 
déterminer  les  valeurs  des  côtés  des  différentes  espèces  de 
polygones  réguliers  inscrits  au  même  cercle  et  contenus  dans 
l'ordre  marqué  par  le  produit  nn'. 

Rappelons  d'abord  la  proposition  suivante  démontrée  par 
M.  Poinsot.  (  royez  Mémoire  déjà  cité.  ) 

Dans  l'ordre  des  polygones  de  m  côtés,  il  y  a  autant  d'es- 
pèces différentes  qu'il  y  a  de  nombres  premiers  à  m  depuis 

,  ,      m  —  1 

1  unité  jusqu  au  nombre  — - — . 

Si  l'on  désigne  ce  nombre  par  M ,  et  que  l'on  suppose 

m  =  a''.  ê'.  7' ,  a,  6,7  représentant  les  facteurs  simples 

ou  premiers  de  m ,  on  sait  que  l'on  a  : 


M 


=f(-oo-o('-:> 


3.  Soient  deux  nombres  entiers  n  et  «'  premiers  entre 
eux  ;  soient  en  outre  a  nn  nombre  entier  premier  à  n  et 

II 
moindre  que  -,  et  a'  un  nombre  entier  premier  à  n'  et  moin- 
dre nue  —  ,  si  l'on  forme  les  deux  fractions  -  ±—,  =  — - , 
*       '2  n        II'       nn 

A  représentant  l'un  ou  l'autre  des  deux  nombres  an'dza'n , 
et  que  l'on  remplace  successivement  a  par  tous  les  nombres 
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premiers  à  /i,  depuis  l'anité  jusqu'à ,  et  à  par  tous  les 

nombres  premiers  à  n'  depuis  l'unilé  jusqu'à ,  il  s'a- 
git de  prouver  que  l'on  obtiendra  pour  A  tous  les  nombres 

.       .       ,  .    j       .  , nvL—X 

premiers  a  mi  compris  depuis  1  unité  jusqu  a  — - — ,  pourvu 

toutefois  que  l'on  prenne  mi  —  A  au  lieu  de  A ,  toutes  les 

fois  que  ce  dernier  nombre  excédera . 

D'abord  il  est  manifeste  que  k  =  ati ±dn  est  toujours 
un  nombre  premier  avec  n  et  /i',  et  par  conséquent  avec  le 
produit  nn' .  Car  si  l'on  supposait  qu'un  certain  fadeur  pre- 
mier p  divisât ,  par  exemple,  A  et  n,  ce  facteur  diviserait 
ati  et  par  suite  a  ou  n',  ce  qui  est  également  contraire  à 
l'hypothèse.  11  en  résulte  que  mi —  A  est  aussi  un  nombre 
premier  à  nri . 

Je  dis,  en  second  lieu ,  que  tous  les  nombres  obtenus  pour 
A  sont  dillérenls  les  uns  des  autres. 
En  effet,  soient  les  valeurs  de  A 

A,  =  a,n'  -|-  a[n , 

A,  =  a,«'4-<i,'« , 

A,  =  <?,«'  +  a^n  , 

A,  =  rt,«'  —  a[n. , 

A,  =  a,n'  —  a,'«  , 

Ae  =  aji  —  «,'«  , 

A,  =  etc. 
11  est  évident  que  A,  diffère  de  A,,  de  A^,  etc.  Mais  suppo- 
sons que  l'on  eût  A,  =  A3,  il  en  résulterait  (a, —  a. )n'  = 
=  (  (ï/  —  a']n,  et  par  conséquent  n  diviserait  a,  —  a, ,  ce 
qui  est  impossible ,  puisque  chacun  des  nombres  a,  et  «,  est 

moindre  que  -.  On  verrait  exactement  de  la  même  manière 
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que  deux  au(res  quelconques  de  ces  nombres  sont  nécessaire- 
ment différents  l'un  de  l'autre. 
Mais  il  peut  arriver  que  A, ,  par  exemple,  soit  plus  grand 

«n'  -ri.  ....  .  ,        . 

que  — - —  ;  alors ,  au  lieu  de  A.  on  prendra  nn  —  A.,  et 

je  dis  que  ce  nombre  diffère  pareillement  de  A,,   A^ 

En  effet ,  supposons  que  l'on  ait  n/j'  —  A,=  A,,  il  en  résul- 
tera «'(«  —  a,)  =  n(a,  +  2a,'),  et  par  suite  n  devra  divisera., 

ce  qui  est  impossible,  puisque  l'on  suppose  a,  <-.  Si  l'on 

supposait  ntiL — A,  =  Aj,  il  en  résulterait  n' (« — a, —  aj  = 
=:  n  {al  +  al)  ;  et  par  suite  tî  diviserait  al  +  «,',  ce  qui  ne  se 
peut,  puisque  cette  somme  est  moindre  que  »'. 

EnGn,  si  l'on  supposait  ««'—  A,  =  A^,  il  en  résulterait 
n  =  2a, ,  ce  qui  est  encore  inadmissible. 

4.  Cela  posé,  soient  N  le  nombre  des  nombres  premiers 

n  —  1 
à  rt  depuis  l'unité  jusqu'à  ,  et  N'  celui  des  nombres 

premiers  à  n'  depuis  1  jusqu'à  — -^ —  ;  si  l'on  donne  succes- 

n— 1 
sivement  à  a  les  N  valeurs  comprises  de  1  a  — —  ,  on  aura , 

à  cause  du  double  signe,  2N  valeurs  de  A  correspondantes  à 
une  même  valeur  de  a'.  On  en  aura  le  même  nombre  pour 
chacune  des  valeurs  de  a',  et  par  conséquent  en  tout  on  ob- 
tiendra 2NN'  valeurs  qui  seront  premières  à  ««',  différentes 

,    nn'—i 
les  unes  des  autres  et  comprises  depuis  1  jusqu  a  — - — ,  en 

ayant  soin  de  prendre  nn' — A,  au  lieu  de  A,  chaque  fois 

.         ..       ««'—1 
que  A  excédera  — - — . 

Or,  si  l'on  désigne  para,  6,7  les  facteurs  simples  de  «, 
par  a,  6',  y'....  ceux  de  n',  de  sorte  que  l'on  ait 


Kl 


7 


et        n'  =  «"".  e'".  7" 
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il  en  résultera 

rt  si  l'on  désigne  par  N,  le  nombre  des  nombres  premiers  à 

,    nn'—i 
nn'  et  compris  depuis  1  unité  jusqu  a  — - —  ,  on  aura 

».=t('-i)('-:-h-î)('-J)- 

D'ailleurs ,  on  a 

»=-:(-:)(-D—i('-.^)  ('-?)■ 

et  par  conséquent  N,  =  2NN'. 

Donc  enfin  les  dilTtrentos  valeurs  obtenues  pour  A ,  ou 

nn'—i  ^.      , 

nn'  —  A  ,  chaque  fois  que  A  excédera  — - — ,  sont  bien  les 

différents  nombres  premiers  à  nu'  compris  depuis  l'unité 

nn'  —  1 
jusqu'à  — ; —  . 

5.  Soient  maintenant  ]iC  =  x  (fig.  i)  le  côté  d'un  poly- 

{çone  régulier  de  n  côlcs ,  et  AB=^  celui  d'un  polygone 

régulier  de  n'  côtés,  inscrits  l'un  et  l'autre  à  un  cercle  de 

rayon  r,  de  sorte  que  les  arcs  BC  et  BA  soient  des  fractions 

a      a' 
de  la  circonférence  exprimées  par  -  et  — ;  :  il  s'agit  de  calcu- 

n      n 

a      a'       A. 

1er  la  corde  AC  =  s ,  qui  sous-tcnd  l'arc  AG  = ,  =  — ; 

^  n      n       nn 

de  la  circonférence. 

Si  l'on  abaisse  BI  perpendiculaire  sur  le  prolongement  de 
AC,  on  a  dans  le  triangle  ABC, 

(1)  x'  =  .r'+i'+2z.AI; 

les  deux  triangles  semblables  KOB  et  ABI  donnent 


Al:KO::AB:BO....      il  ou      Ai^-^^ ^ 
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et  par  suite,  l'équation  (1)  devient 


(2) 
On  en 

déduit 

-X' 

.  i  +y'  —  x'  : 

=  0 

(^) 

-y\/ir'- 

-x' 

±xVir'- 

-y 

2r 

Une  de  ces  valeurs  est  positive  et  correspond  à  AC  ;  on  a,  en 
effet, 

,  _  x\/'^r'—r'—jrVir'-x' 2r{x'—y) 

quantité  évidemment  positive ,  puisque  l'on  suppose  x^y. 
L'autre  valeur 

„  yX/ir^—x'  +  xVkr'—f 


2r 

est  visiblement  négative.  Pour  l'interpréter,  je  change  z  en 
—  z  dans  l'équation  (I),  ce  qui  donne 

x'=j''+s'— 2s.A'I, 
on  prenant  A'I  =  AI.  Or,  dans  le  triangle  CBA',  on  a 

ar^=^'+CÂ"— 2CA'..A'I; 

et  par  conséquent  CA'  est  bien  en  valeur  absolue  la  2'  ra- 
cine de  l'équation  (1)  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 


LA  :=  —  z   =^ 


'Ir 

Pour   interpréter  géométriquement   cette    solution,   je 

prends  BÂ,  =  BA,  et  le  triangle  CBA,,  égal  au  triangle 

CBA'  donne  CA,  =  CA'.  D'ailleurs,  arcCABA,  =  CAB + 

a       a' 
A-  AB  =  — I — ;  de  la  circonférence.  Donc  enfin  : 

n       n' 

Des  deux  racines  de  l'équation  (1) ,  l'une  représente  la  corde 
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qui  sous-tend  l'arc  AC  = , ,  el  l'autre  la  corde  qui  sous- 

'  n      II 

tend  CA  = 1 — j  de  la  circonférence. 

n       n 

C.  Supposons  mainlenant  que  l'on  connaisse  les  N  valeurs 

JT,,  j-, ....  X    des  c()lés  des  différents  polygones  de  l'ordre  n , 

ainsi  que  les  N'  valeurs^, ,^,  ■■■•y-^,  de  ceux  des  polygones 

de  l'ordre  n\  il  suffira  de  remplacer  dans  la  formule  (3)  x 
successivement  par  les  valeurs  x, ,  x, ....  Xj^ ,  et  ^  par  les 

valeurs  ^, ,  T»  •  •  •  ■  X-^  7  pour  obtenir  les  2NN'  côtés  des  diffé- 

renls  polygones  de  l'ordre  nn'. 

7.  Ainsi ,  pour  obtenir  les  côtés  des  4  pentédécagones  ré- 
guliers inscrits  au  même  cercle  ,  nous  prendrons  le  côté  du 
triangle  cquilaléral  et  les  côtés  des  deux  pentagones  régu- 
liers inscrits  à  ce  cercle,  qui  sont,  le  rayon  étant  pris  pour 

unilc, y,  =  y3  et  x,—  \/    — ,  x,=  \/    '  . 

Ces  valeurs  étant  subslilnées   dans  la  formule  (3) ,  nous 
avons  les  4  valeurs  suivantes  : 

^.  =  -4(1/15-1/3  —  ^^10^-21/5)  . 


=  -4(1/15+1/3-^10-21/5), 


"' =  -  4  (1/ 1 5- \/3 -h  j/io  +  2V/5)  . 

^4  =  —  4  l/fs -f  V/3  +  J/i  0  —  21/5)  • 

8.  On  pourrait  obtenir  de  même  les  valeurs  des  côtés  d'un 
grand  nombre  de  polygones ,  en  partant  des  valeurs  conpues 
des  polygones  de  3,4,5  côtés  ou  de  leurs  multiples  6,  8, 
15,  etc.,  que  l'on  combinerait  deux  à  deux,  de  manière 
à  ne  prendre  jamais  que  des  nombres  premiers  entre  eux. 
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Mais  les  différenls  polygones  que  l'on  oblienl  ainsi  peuvent 
^(re  également  calculés  par  les  formules  ordinaires  de  la 
géométrie.  Par  exemple ,  en  prenant  les  côtés  des  polygones 
de  4  et  5  côtés  ,  de  8  et  de  15 ,  etc. ,  on  trouve  ceux  de  20, 
de  120,  etc.,  et  l'on  peut  obtenir  ces  mômes  polygones,  en 
doublant,  pour  le  premier,  une  fois  le  nombre  des  côtés  du 
décagone,  et,  pour  le  deuxième,  trois  fois  le  nombre  des 
côtés  du  pentédécagone. 

g.  Mais  les  polygones  de  3,  4  et  5  côtés  ne  sont  plus  les 
seuls  que  l'on  puisse  inscrire  géométriquement,  c'est-à-dire 
avec  la  règle  et  le  compas ,  et  dont  on  sache  par  conséquent 
calculer  les  côtés  sans  se  servir  d'aucune  équation  de  degré 
supérieur  au  deuxième.  M.  Gauss  a  démontré  que  l'on  peut 
inscrire  géométriquement  dans  un  cercle  tous  les  polygones 
dont  le  nombre  des  côtés  est  exprimé  par  2''-j-l ,  pourvu 
que  ce  nombre  soit  premier  ;  il  a  donné  des  méthodes  gé- 
nérales pour  ramener  le  calcul  des  côtés  de  ces  différents  po- 
lygones à  la  résolution  d'une  suite  d'équations  du  deuxième 
degré.  Ces  méthodes  sont  fort  belles  et  ne  laissent  rien  à  dé- 
sirer quant  à  la  théorie  ;  mais  elles  reposent  sur  les  considé- 
rations les  plus  élevées  de  la  théorie  des  nombres ,  et  ne  con- 
duisent pas  à  des  résultats  très-simples ,  môme  pour  le 
polygone  de  17  côtés. 

Nous  avons  donc  pensé  qu'un  procédé  particulier,  par 
lequel  on  peut  calculer  et  construire  les  valeurs  des  côtés 
des  8  polygones  de  17  côtés  sans  sortir  des  notions  les  plus 
élémentaires  de  l'algèbre,  ne  sera  pas  dépourvu  de  tout  in- 
térêt :  il  offrira ,  du  moins,  un  exercice  utile  de  calcul  et  de 
construction  géométrique. 

10.  Supposons  un  cercle  O  {fig.  22) ,  de  rayon  égal  à 
l'unité,  divisé  en  17  parties  égales,  nous  aurons  dans  le 
triangle  AOB, 

Âb'  =  2  —  ^/4  — "ÂG  , 
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en  observant  que  BB'  —  AC. 
i\ous  aurons  pareillement  dans  le  triangle  AO(J , 

ÂÔ'  =  2  — 1^4  —  ad'  , 
parce  que  AD  =  CC'    Puis,  dans  le  triangle  AOD  , 


AD'  =  2  — V/4  — AE'  ; 
et  enfin  dans  le  triangle  AOE , 

ae'— 2  +  V'a— âb', 

parce  que  AB  =  EE'. 
Si ,  pour  simplifier,  nous  posons  , 


n  =  y'^- 


AB     d'où  résulte    AB  =  4  —  <i', 


=  K4_AC'  AG=/i.— 6% 


nous  aurons  les  quatre  équations , 

(A)  b^=c  +  2, 


d'  =  —  a  +  2. 

Si  nous  considérons  pareillement   les   quatre  triangle» 
AOH ,  AOK ,  AOL  et  AOM ,  et  que  nous  posions 


«•  =  1/4  — AK%       Z»'  =  l/4  — AL% 


c'  =  1/4  —  AM' ,      d'  =  K4  —  A  H' , 
nous  aurons  les  quatre  équations 

m  b"=-c'  +  2, 

'"^  ^    c-=-d'+2, 
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sysiènu'  qui  m-  diffère  du  précédent  qu'en  ce  que  rt  ,  i,'c  cl 
d  y  sont  remplacés  par  —  a,  — 1>',  — c'  et  —  d'. 

1 1 .  Si  l'on  éliminait  directement  0 ,  c  el  d  entre  les  équa- 
tions (A) ,  on  aurait  une  équation  du  i6'  degré  en  a,  dont 
les  racines  seraient  non-seulement  toutes  les  valeurs  cher- 
chées, mais  encore  celles  qui  correspondent  aux  polygones 
de  5  et  de  3  côtés.  Car,  en  faisant  b=^d  et  c:=  —  a,  les 
deux  dernières  équations  du  système  rentrent  dans  les  deuv 
premières,  et  l'on  retombe  sur  le  pentagone  régulier.  De 
même ,  en  supposant  a=  b ,  0=c^c  =  dcld  —  —  a,  on 
a  la  seule  équation  a-  =  a  +  2  qui  convient  au  triangle  équi- 
laténil. 

Pour  supprimer  ces  solutions  étrangères  à  la  question ,  je 
soustrais  d'abord  la  troisième  équation  de  la  première ,  et  la 
quatrième  de  la  deuxième ,  puis  je  multiplie  les  deux  équa- 
tions ainsi  obtenues  et  je  supprime  les  facteurs  b — d  et  c+a , 
ce  qui  me  donne 

{«)     {a  —  c){b  +  d)  =  i   ou  bien  ab+ad — bc  —  f^=:1. 

Je  soustrais  ensuite  la  deuxième  équation  de  la  première , 
la  troisième  de  la  deuxième ,  la  quatrième  de  la  troisième ,  et 
la  première  de  la  quatrième  ;  je  multiplie  membre  à  mem- 
bre, et  je  supprime  les  facteurs  communs  b  —  c^c — d, 
d+a  el—(a  +  b) ,  ce  qui  fournit 

(?)  ia  —  b)(c+d){b  +  c][a  —  d]=l 

ou  bien 

{ac  —  bd+  ad  —  bc)  (ac  —  bd  +  ab  —  cd)  =  1 . 

Si  nous  posons 

.r  =  c  —  a       et       z=^  —ac 
y  =  b-+d  t  =  bd  ^ 

les  équations  (a)  et  (ê)  deviendront 
(a')         uy^i, 

e')  (/  +  :  -h  bc  —  ad)  {l  +  z  +  cd  —  ab)  =  i  , 

Ann.  de  Matiiém.  111  i" 
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et  la  question  sera  ramenée  à  calculer  j: ,y,  z  et  < ,  ou  sim- 
plement \=x+y,  Y  =  t-^z  elZ  =  /z, 
puisque  déjà  nous  connaissons  xy. 
Or,  en  vertu  de  (a),  l'équation  (£')  devient 

Y*  +  3Y  +  b'd  +  bd-  —  ca"  —  ac'  =  1  ; 
et  comme  on  déduit  des  équations  (A) 

b^d+bd  +ca'  —  ae  =  —  l+2{ft  +  ^  +  c  — fl)  =  — 1+2X, 
on  a  enfin,  entre  Y  et  X,  l'équation 
(Y)  Y'+3Y  +  2X  =  2. 

Si  l'on  élève  au  carré  l'équation  \=b  +  c  +  d  —  a,  en 
observant  d'ailleurs  que  6'  +  <^'+c'+a'=jr  +  .r  +8=X  +  8, 
on  obtient  sans  peine  la  deuxième  équation 

(X)  X'  — 2Y  — X  =  6. 

Pour  avoir  Z,  j'élève  pareillement  au  carré  les  deux 
membres  de  l'équation  Y  =  bd  —  ac,  et  j'ai 

Y'=  a'c'+  b'd'—  2abcd=a'c'+  b'd'+  2Z. 
Or 

a'c^+b'd'  =  bd  —  nc  +  2{b  +  d+c  —  a)  +  8  , 

et  par  conséquent ,  on  trouve  ,  après  quelques  réductions, 

(Z)  Z=— 2(X  +  Y)-3. 

12.  Pour  obtenir  les  valeurs  de  X  et  de  Y,  je  remarque 
que  les  équations  (X)  et  (Y)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
suivante  : 

Y  (Y +  3)  =  2(1— X)       et       X(X  — l)  =  2(Y  +  3). 

Si  on  les  multiplie  membre  à  membre ,  on  a 

(XY  +  4)(X-l){Y  +  3)=:0. 

Et  l'on  voit  qu'à  la  valeur  X  —  1  correspond  Y  =  —  3 ,  sys- 
tème qui  ne  peut  convenir  h  la  question ,  attendu  que  la  va- 
leur correspondante  de  Z  serait  +4  —  3=1,  et  que  Z  doit 
être  négatif. 
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Reste  donc  l'équalion  Xï  =  —  4  ,  laquelle  combinée  avec 
(X)  donne,  par  réliminalion  de  Y, 

X'  — X'  — 6X  +  8=:0. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré,  mais  on  voit  sans 
peine  qu'elle  admet  la  racine  2  ;  par  conséquent  elle  se  dé- 
compose dans  les  deux  facteurs 

{X  — 2)(X"  +  X  — 4)  =  0. 

A  la  valeur  X  =  2  correspond  Y  =  —  2  ,  et  ce  système 
doit  encore  être  rejeté.  En  effet,  la  valeur  correspondante 
de  Z  serait  —  3 ,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que  l'on  doit 
avoir,  en  valeur  absolue,  Z  ■<  2.  Car  la  corde  d ,  qui  sous- 

lend  l'arc  A'E  =  — •  de  la  circonférence,  est  moindre  que  la 

moitié  du  côté  du  décagone  ;  la  corde  c ,  qui  sous-tend  l'arc 

4         1  9 

A'D  = (-  —  de  C  =  — •  C  est  plus  petite  que  le  côté  du 

17  ^  34  34  ^       ^         ^ 

décagone  étoile  qui  sous-tend  —  C ,  et  par  conséquent  on  a 

a6c^<2.2.^^ï±lx^:^<2. 

2  4 

Restent  donc  les  deux  valeurs  de  X  fournies  par  l'équa- 
tion X'+X  —  4  =  0.  Or,  si  nous  substituons  dans  l'équa- 

4 
tion  (Y)  la  valeur  X:=  —  v  '  *^^  *'"^  "''"*  supprimions  la  ra- 
cine étrangère  Y  =  —  2 ,  nous  obtenons  encore  l'équation 
Y'-j-Y  —  4=0.  Par  conséquent,  des  deux  racines  de  cette 
équation,  l'une  est  la  valeur  de  X,  et  l'autre  celle  de  Y;  et 
l'on  a ,  pour  la  valeur  correspondante  de  Z ,  Z  =  —  i . 

13.  D'après  cela,  pour  résoudre  la  question  qui  nous  oc- 
cupe, il  suffira  de  résoudre  ou  de  construire  le  système  d'é- 
quations suivantes  : 
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«)• 

X'+X  —4=0, 

(2) 

.r'  — Xx— 1  =0, 

(3) 

z'  — Yz  — 1  =  0, 

(4) 

a'— ax  +  s  =  0, 

(5) 

(!,'  _  ty  -(-  <  =  0. 

La  racine  positive  de  l'équation  (1)  sera  la  valeur  de  X,  et 
la  négative  celle  de  Y  ;  les  deux  racines  de  réquation  (2)  se- 
ront positives  et  représenteront ,  la  plus  petite,  la  valeur  de 
.r ,  et  la  plus  grande,  celle  de  j  ;  l'équation  (3)  donnera  deux 
valeurs  de  signes  contraires ,  la  positive  sera  z  et  la  négative 
t  ;  enfin ,  les  deux  racines  de  (4)  seront  —  <x  et  c ,  et  celles  de 
(5),  b  cKd. 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouvera  aisément 

X  =  l(|/Ï7-l),         Y  =  -i(I/T7+l), 

^=1  (\/Ï7  — 1— v/34— aKi"?)' 

y  =  l    (v/il7-l+v/34-2|/T7)' 

'  =  ~'4  [\  +  \/yi—V^^-\-^V"\T)- 
-'^  =  l\y  y!—\—\/  u—^VTï— 

—V68+14\/r7—4v/l70—26KÏ7+16V  34— 21/17), 

c  =  1(  kTr— 1— \/ 3'^— 2^/Î7+ 
+ V  68+14\/ Ï7— 41^1 70— 26\/Î7+l  6l/^34+14j/Î7  j , 
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b=-  (  l/ÎT— l-fV/si— 2J/Ï7+ 

+  V  68  +  14l/r7+4-V/l70— 26V/Ï7— 16\/34+2\/t7y, 


^=  i  (1/17-1  + V^  34— 2\/ 17— 

O 

— V  68+14V/Ï7+4V  170— 26\/ÏV— 16V  34+2V/r7J. 

14.  Si  au  lieu  du  système  d'équations  (A) ,  on  avait  consi- 
déré le  système  (B),  on  aurait  effectué  les  mêmes  calculs  en 
posant  x=  a  —  c',  .r  =  —  [b'+d') ,  z  =  —  a'c'  et  t  =  b'd, 
d'où  serait  résulté  que  la  racine  négative  de  l'équation  (1) 
aurait  représenté  X  et  la  racine  positive  Y.  Il  s'ensuit  que 
les  valeurs  de  a',  — b',  — c'  et  d'  se  déduiront  de  celles  de 

—  a,  b,  c  el  d,  ea  changeant  V/l7  en  — V/l7  dans  les  qua- 
tre dernières  formules. 

15.  Une  fois  les  valeurs  de  a,  b....a  ....  ainsi  obtenues,  on 
aura  aisément  celles  des  côtés  AB,  AC  ...  des  huit  polygones 
de  17  côtés;  et  en  les  combinant  avec  les  valeurs  connues 
des  côtés  des  polygones  de  3,  4,  5,  6,  8,  10,  15  ....  côtés, 
on  obtiendra  tous  les  polygones  de  51,  68,  85,  102,  136, 
170,  255;...  côtés. 

16.  Au  lieu  de  résoudre  les  équations  du  n"  13  ,  on  pour- 
rait les  construire  et  arriver  assez  simplement  aux  valeurs 
des  lignes  cherchées.  Pour  cela ,  l'équation  (1)  se  met  sous  la 
forme  2'  =  X  (1  +  X),  et  donne  visiblement  (Fig.  33)  X  =  OX 

1        OA 
et  Y  =.  OY ,  si  l'on  suppose  OM  =  2  et  MI  =  -  =  -^,  De 

même,  les  équations  (2)  et  (3)  se  mettront  sous  la  forme 
I'  =  i(ar— X)    et    r=i(3  — Y),    et  l'on  a,    en    posant 

OL=:-X  et  0L'=  jYf/îgi.  33):x  =  A'^,j  =  A>,  z  =  A'z 

et  t  —  k'i. 
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Pour  rétablir  l'houiogénéité  dans  les  équations  (4)  et  (5) , 
je  pose  z  X  1  =  ^*,  '  X  1  =  h'-,  ot  je  construis  k  =  A'A  et 
h  =  A'A  ;  ce  qui  me  donne  k''  =  a{a — or)  et  h''z=b(y  —  b). 

Par  conséquent,  en  prenant  A'A,  =  A-,  et  ^,f  =  — ,  on  aura 

A! a  =  a,  et  A'c  =:  c  ;  de  même ,  en  prenant  My,  =y  et 
A'A,  =  /j ,  on  aura  k'd  =z  d  ci  kb  :^y/l:=  b  ;  de  sorte  qu'en 
portant  lis  cordes  AV/,  A'c,  A'^  et  A'a  sur  la  circonférence 


O ,  on  aura  les  arcs  AB  =  — ,     AC  =  —  ,    AD  =  —   et 

17'  17  17 

AE  =  —  de  la  circonférence. 
17 

Si  l'on  change  ensuite  X  en  Y  et  rôciprotiuement,  puis  que 
l'on  répète  d'ailleurs  la  même  construction ,  on  aura  les  qua- 
tre cordes  A'c'=c,  A'a  =a\  A'b'=b'  et  A'd'=d',  telles 
qu'en  les  portant  de  A  en  M  {fig.  32),enK,  cnLetenHjOnob- 
tiendra  les  arcs  AH  =  ~  ,  A 1^  =  — ,  AK  =  —  et  AM  =  — 
17  17  17  17 

de  la  circonférence. 


QUESTION    D'EXAMEN 


PAR  M.   I..  ANNE, 

.ancien  clève  de  l'Ecole  polytechnique,  répélileurau  colIcKe  Louis-ie-Grand 


Trouver  les  éléments  d'une  niche  cylindrique  dont  la  sur- 
face  cl  la  capacité  sont  données. 

1"    PARTIE. 

Soient  jc  le  rayon  et  y  la  hauteur  du  demi-cylindre  for- 
mant cette  niche ,  r  est  aussi  le  rayon  du  quart  de  sphère  qu^ 
la  termine 
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4 
Soient  encore  wa'  la  surface  de  celle  niche  et  -ni'  sa  ca- 
pacité ,  les  équations  du  problème  seront 

114 

nxy  ■\- T!x' z^tra'       et       -  itx'^  + -wx^  =  -  wi', 

,1  o  o 

ou        xy  +  x^  —  a'         et       'ix'y  +  ix'^  =  8b^. 

Pour  éliminer^,  multiplions  la  première  équation  par  3x 
et  retranchons-en  la  seconde ,  on  aura 

x'—3a'x  +  8b^  =  0. 

La  condition  de  réalité  ou  d'imaginarité  des  racines  est  ici 
donnée  par  4.27  (16^° —  a^) ,  c'est-à  dire 

1"  a  >  6  kÏ,     3  racines  réelles  et  inégales, 

■2"  a  =  b  \/4,    2  racines  réelles ,  dont  une  double , 

^  3 

3°  <ï  <<  6  \/ 4,     1  seule  racine  réelle 

3 

i" cas.  a^  bvi  y  les  trois  racines  réelles.  Dans  a'  — 

—  3a'x+8b^  =  0,  le  dernier  terme  +8^^  est  positif;  le 
second  terme  manque  ;  donc  une  racine  est  négative  et  une 
seule. 

Le  résultat  de  la  substitution  de  +  <i  à  la  place  de  x  est 

3 

—  2(a3 — 46^),  quantité  négative  par  l'hypothèse  a^bVi. 

Ainsi ,  des  deux  racines  positives ,  l'une  est  plus  petite  que  a , 

l'autre  est  plus  grande. 

a' ^* 

La  hauteur  du  cylindre  est  donnée  par  y  = ,  dans 

laquelle  on  substitue  ,  à  la  place  de  x ,  ces  racines  de  l'équa- 
tion précédente.  Donc,  pour  x>.a,^  est  négatif;  les  élé- 
ments de  la  niche  ne  pouvant  être  que  positifs ,  il  en  résulte 
que  des  trois  racines  trouvées,  la  première  doit  être  rejelée, 
comme  donnant  un  rayon  négatif ,  la  troisième  doit  l'être 
aussi,  couMiie  donnant  une  hauteur  négative,  et  la  seconde 
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pst  la  seule  admissible.  Ainsi,  quand  le  problème  esl  possi- 
ble ,  il  n'admet  (ju'une  seule  solution  ;  c'està-dirc  que  deux 
niches  ne  peuvent  avoir  même  surface  et  même  capacité  sans 
foincider. 

2'  cas.  a=  b  K  4  ,  2  racines  réelles ,  dont  une  double. 
T,e  trinôme  j:'— 3«'ur+86'=x'— 3«'j.'+2a'=(x4-2a)(x— «)'. 
La  première  racine  donne  un  rayon  négatif  x  =  —  2a  ;  les 
deux  autres  donnent  un  rayon  positif  ji  ==  +  «;  mais  à  ce 
rayon  correspond  une  hauteur  nulle  .r^  0  ,  c'esl-à-dire  que 
la  niche  se  réduit  au  quart  de  sphère  qui  la  surmonte  :  et  en 
eiïet  les  données  des  problèmes  peuvent  s'écrire 

1  4  1  *4 

■na'^        irtn'        et        ^  ■rù'' =  -  .  -  na^ 
4  3  4     3' 

qui  expriment  bien  la  surface  et  la  capacité  du  quart  de  la 
même  sphère. 

Tel  est  le  cas  du  maximum  de  capacité  pour  une  surface 
donnée,  ou  du  minimum  de  surface  pour  une  capacité  donnée. 

3 

3"  cas.  a  <^b  K  4  ,  1  seule  racine  réelle.  Cette  racine 
unique  est  né;^alive,  puisque  le  dernier  terme  de  l'équation 
est  positif.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  le  problème  n'est  pas  possible  ; 
ce  qui  s'accorde  avec  la  solution  du  2«  cas. 

iî'    PARTIR. 

Si  maintenant  l'on  suppose  que  le  rayon  a:  de  la  niche  et 
sa  hauteur  r  soient  les  coordonnées  du  point  commun  des 
deux  courbes  qui  auraient  pour  équations  les  équations  du 
problème,  ces  coordonnées  donneront  en  unités  linéaires  les 
valeurs  numériques  de  ces  éléments  de  la  niche ,  et  nous  al- 
lons élablir  l'identité  de  ces  deux  modes  de  résolution. 

2a-'  +  3x\r  —  8^5  =  0        (fig.  34). 

C''lle  couibr  est  du  troisième  de^ré  et  s'étend  indéfiniment 
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dans  tous  les  sens  ;  seulement  chaque  valeur  numérique  né- 
gative de  j-  donne  pour  x  une  valeur  réelle  positive  et  une 
seule  (quand,  dans  une  équation  ^'(j;)  =  0,  il  manque  un 
terme  entre  deux  termes  de  même  signe  ,  celte  équation  a  au 
moins  deux  racines  imaginaires)  ;  c'est-à-dire  que  toute  pa- 
rallèle à  l'axe  des  JT,  et  menée  au-dessous  de  cet  axe,  ren- 
contre toujours  la  courbe  en  un  seul  point  situé  à  droite  de 
l'axe  desjK- 

La  méthode  générale  des  asymptotes ,  appliquée  à  celle 
équation ,  donne  pour  le  coeflicient  d'inclinaison ,  3c-f2  =  0, 

et  0  pour  l'ordonnée  à  l'origine.  Ainsi ,  j  = x  est  l'a- 
symptote de  cette  courbe.  Toutefois  il  faut  se  rappeler  deux 
choses  : 

1°  Si  le  lieu  représenté  par  l'équation  se  compose  d'une 
courbe  et  d'une  droite,  la  méthode  générale  des  asymptotes 
donne  évidemment  cette  droite ,  puisque  au  delà  de  la  courbe 

le  lieu  se  réduit  à  cette  droite.  Ainsi  y  =  — ~x   ou  Toï' 

n'est  asymptote  que  parce  que  3y  +  2x  n'est  pas  diviseur  de 
'2x^  +  3xy—8b\ 

2°  Si  l'équation  de  la  courbe  était  complète  ,  l'équation  en 
c  serait  du  degré  de  l'équation  de  la  courbe,  c'est-à-dire  du 
troisième  degré  ;  et  comme  elle  est  du  premier  degré ,  elle  a 
deux  racines  inflnies.  Ainsi,  si  la  méthode  générale  des 
asymptotes  ne  donne  pas  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des 
j  ,  du  moins  elle  avertit  de  leur  existence.  En  changeant  j 
en  X  elx  en  y,  on  trouve,  en  effet,  c,'(2c,+  3)  =  0  ouc^'^O 
avec  d,=^0  ;  c'est-à-dire  que  deux  branches  de  la  courbe 
sont  asymptotes  à  la  même  partie  de  l'axe  des.r- 

Car  si  l'on  trouve  une  valeur  double  de  t,  [c— »]'  =  0,  à 
laquelle  corresponde  une  valeur  double  de  d ,  {d  —  ^)'  =  0  , 
deux  branches  de  la  courbe  sont  asymptotes  à  la  même  ex- 
trémité de  la  droite  ,r  —  «  t  +  i- 
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Pour  mieux  suivre  le  cours  de  la  courbe 

cherchons  le  coefficient  d'inclinaison  de  sa  tangente  : 


tanga  =  — 


3x'  3x^  3        3x2 


2(463  — j;3)  2         sb^ 

•^  3x»  3         3^' 


Pour  x  =  b  yi  =  oB ,  on  a  ^  =  0  ;  B  est  un  point  de  la 

V—  8b^ 

courbe,  si  x  décroit  de  OVi  à  0;  la  fraction --.reste  lou- 


2 
jours  plus  grande  que  —  x  et  croît  de  plus  en  plus  en  con- 

2 

vergeant  vers  l'inPini ,  tandis  que  -x  décroît  de  plus  en  plus 

en  convergeant  vers  zéro  :  donc  .)•  converge  vers  l'infîni. 
Ainsi,  la  courbe  part  de  B  pour  devenir  asymptote  à  l'axe 
desy  ,  du  côté  des  x  positifs. 

Si  X  croit  de  b  VU  jusqu'à  l'infini,  la  fractiour^-— ^  décroît 

de  plus  en  plus  en  convergeant  vers  zéro,  de  sorte  que  la 

valeur  de^  se  réduit  hy=  —  -x  pour  x  =  oc  .   Ainsi  la 

courbe  part  de   B  pour    devenir  asymptote   à    la   droite 

y  = X  ou  ToT'  au-dessus  d'elle. 

•^  3 

Au  reste ,  le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  pour 
toute  valeur  positive  de  x  reste  toujours  négatif  ;  donc  la 
courbe  dans  tout  le  cours  de  cette  branche  tourne  sa  conca- 
vité vers  la  région  supérieure  et  à  droite  du  plan. 

Pour  dessiner  la  courbe  du  côté  des  x  négatifs ,  changeons 
X  en  —  X,  et  portons  les  valeurs  absolues  de  x.  à  gauche  de 
l'origine  cl  sur  l'.ixe  des  x.  L'cquation  devient 
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et  le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  devient 

2{8b'—x,'] 

y  restant  toujours  positif  pour  toute  valeur  de  x\  ,  la  courbe 

est  tout  entière  située  au-dessus  de  l'axe  des  x  ,  au-dessus 

2  2 

de  la  droite  y  =-"f.  =  —  r-^i  ouToT',  est  asymptote  à  cette 

o  o 

droite,  et  l'est  aussi  à  l'axe  des^, 

pour     x,<;  2^/ ;  tang  a  est  positif  ; 

pour    X,  >-2i';  taog  a  est  négatif , 

pour    X,  =  aZ»  =  oC  on  a  ^  =  26  =  CD  et  tang  a  =  0  ; 

donc  à  la  rencontre  D  de  la  courbe  et  de  la  bissectrice  GoG' 
de  l'angle  des  coordonnées  de  signes  contraires,  la  tangente 
est  parallèle  à  l'axe  des  a: ,  c'est  le  point  le  plus  bas,  cette 
branche  tom-ne  sa  concavité  vers  la  région  supérieure  du 
plan,  et  la  courbe  se  trouve  ainsi  complètement  tracée. 
La  deuxième  équation  jcy  -\-x^  =  a'  ou 

à"  — x'  a' 

y  — =  — xH — 

X  X 

est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  l'une 
l'axe  desj',  l'autre  la  bissectrice  y  =  —  x  ou  GoG'  de  l'angle 
des  coordonnées  de  signes  contraires  ;  et  comme  pour  la  même 
abscisse  l'ordonnée  de  la  courbe  est  moins  longue  que  celle  de 
la  droite,  cette  hyperbole  est  tout  entière  contenue  dans  les 
angles  G'oY'  et  YoG  opposés  au  sommet ,  elle  rencontre  né- 
cessairement la  première  courbe  en  un  point  M,  situé  dans 
l'angle  G'oY',  puisque  cet  angle  contient  son  asymptote  ToT'  ; 
ainsi  il  y  a  toujours  une  valeur  réelle  et  négative  de 
X,  i  =  oJN, ,  à  laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  po- 
sitive de^,:K  =  N,M,- 
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L'hyperbole  coupe  l'axe  des  x  du  côté  des  x  positifs  au 

point  X—  +a;  ce  point  est  à  droite  de  B  si  a^b\/i;  est  en 

3     _  3     _ 

h  si  a  =  b  [/i  ;  et  est  à  gauche  de  B  si  a  <  ^  \/4  :  ce  qui 
donne  lieu  à  trois  cas  bien  distincts. 

3 

1"  Cas.  <z>  i  vï.  Soit  oA:=  a  ,  l'hyperbole  part  de  A 
pour  devenir  asymptote  à  oG  et  rencontre  nécessairement 
la  première  courbe  en  un  point  M,  situé  à  droite  de  A,  puis- 
que l'angle  XoG  contient  sou  asymptote  oT. 

Ainsi  il  y  a  une  valeur  réelle  et  positive  de  x,  jr=oNj,  à 
laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  négative  de^, 

L'Iiyperbolc  part  de  A  pour  devenir  asymptote  à  l'axe  des 
y,  et  même  pour  devenir  plus  asymptote  à  cet  axe  que  la 
première  courbe ,  ce  qui  établit  l'existence  d'une  troisième 
rencontre  M,  des  deux  courbes  ,  car  alors  l'hyperbole  doit 
passer  entre  la  première  courbe  et  l'axe  des/,  pour  ensuite 
rester  conlinuellomenl  entre  ces  deux  lignes.  Pour  le  dé 
montrer,  soient  X  l'abscisse  de  la  première  courbe,  1 1  x  celle 
de  l'hyperbole  correspondant  à  la  même  coordonnée  >,  les 
équations  du  problème  donnent 

■2X^  +  3y\'  =  8b\ 
2x^-{-3yx'  =  3a'x  —x\ 

2(X.^  —  x')+3y{\'  —  x']=8b'  —  3a'x  +  x\ 
iX—x)  [2X'+2Xx  +  2x'  +  3rX+3^x]  =:8b^+x'-3a'x; 

pour  de  très-petites  valeurs  de  x,  3a'x  est  très-petit  et  peut 
être  plus  petit  que  toute  quantité  donnés ,  par  exemple  8^'; 
donc  pour  de  très-petites  \aleurs  de  j-,  ou  ce  qui  revient  avi 
même,  pour  de  très  grandes  valeurs  dcj,  le  second  membre 
est  positif,  et  comme  les  coordonnées  le  sont  aussi,  (X  —  .r) 
l'est  aussi  ;  donc  toute  pinallèle  à  Taxe  des  j  ,   du  côte  des  x 
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positifs,  et  pour  une  valeur  de^  suffisamment  grande,  ren- 
contre constamment  l'hyperbole  après  avoir  rencontré  l'axe 
des  j^,  et  avant  de  rencontrer  la  première  courbe. 

Ainsi  il  y  a  une  valeur  réelle  et  positive  de  j',  j:  =  oN, ,  à 
laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  positive  de^, 

et  cette  rencontre  est  la  seule  dont  les  deux  coordonnées 
soient  positives. 

3    — 

2»  cas.  a  =  b  \/4.  Alors  le  point  A  vient  se  confondre  avec 
le  point  B,  en  ce  point  les  deux  courbes  sont  tangentes  l'une 
à  l'autre. 

2j:'  +  16i!''  _       246' 

r+2x 


(1)  .ang.= ^3—  =  -  T^s  =-2, 


tanga'=— " 

A  partir  de  ce  point  l'hyperbole  reste  constamment  entre 
la  première  courbe  et  l'axe  des  j'  ;  car  par  cette  hypothèse  et 
pour  x=a  —  0  le  trinôme  8b^+x^ —  3 a'.r  devient  S"  {3a — S), 
quantité  essentiellement  positive  j)uisque  S<^a. 

Ainsi  pour  celle  hypothèse  il  n'y  a  que  deux  valeurs  réelles 
de  JT,  l'une  négative  à  laquelle  correspond  une  valeur  de  y 
réelle  et  positive,  l'autre  positive  à  laquelle  correspond  une 
valeur  dey  nulle. 

3«  cas.  a<ib  \/4.  Les  deux  courbes  ne  peuvent  alors  avoir 
aucun  point  commun  du  côté  des  x  positifs,  car  l'hyperbole 
traverse  l'axe  des  x  entre  l'origine  et  le  point  B  pour  en- 
suite rester  constamment  entre  l'axe  des  y  et  la  première 
courbe,  puisque  le  trinôme  9>b^  +  x^ —  "ia'x  pour  x  =  a  —  S 
devient  (86'  — 2a')-}-i5' (3a  — ^),  quantité  essentiellement 
positive  comme  formée  de  deux  termes  positifs. 

Ainsi  le  problème  n'est  pas  possible  dans  cette  hypothèse. 
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TflOlSIliMK  [•AIITIE. 

Soit  propitsr  de  trouver  le  lieu  <los  points  d  où  l'on  peut 

mener  une,  deux  ou  trois  tangentes  à  la  courbe  précédente 

2^'+3  j:y — 86'=6  ;  l'équation  de  la  tangente  à  cette  courbe 

6  jc"  +  6  x'  r' 
est^'— y  =: — 1^ —  {x  —  x')  avec  la  relation 

2ar'»+3x'>'— 8i'  =  0. 

Si  elle  est  menée  du  point  j:=o,_y=s,  ces  coordonnées 
doivent  vérifier  son  équation  ;  on  a 

Si  entre  celte  équation  et  la  précédente  on  élimine  ou  y' 
ou  x',  par  exemple  _f';  il  en  résulte  une  équation  en  jr',  a ,  6 
qui  pour  chaque  système  de  valeurs  simultanées  de  a  et  de  6 
aura  un  certain  nombre  de  racines  réelles;  si  à  ces  valeurs 
réelles  de  x  correspondent  des  valeurs  réelles  de  y,  on  pourra 
du  point  (a,  6)  mener  autant  de  tangentes  ,  et  les  coordonnées 
de  leurs  points  de  contact  seront  ces  valeurs  de  x  et  de  ^ 
ainsi  déterminées.  Véquation^e  la  courbe  étant  du  premier 
degré  en  y,  y  est  des  deux  inconnues  celle  qu'il  est  le  plus 
simple  d'éliminer,  et  en  outre  comme  à  chaque  valeur  réelle 
de  X  correspond  une  valeur  réelle  de^,  les  conclusions  ti- 
rées de  l'équation  finale  en  x  seront  absolues.  L'équation  de 
la  tangente  devient ,  éliminant  y, 

'—lx--=--^^^'^-^^ 
ou  (3e  +  2a)x'— 24^'-r  +  16/!''a==0. 

Pour  tout  point  du  plan  situé  au-dessous  de  l'asymptote , 
le  coefficient  de  x'  devient  négatif;  par  exemple  — K',  et 
alors  l'équation  devient 

K'.r'  +  nb^x—  lei^a  =  0, 

équation  qui  a  toujours  deux  racines  imaginaires  .  puisque 
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i'  est  csscrilidlerapnt  positif,  ainsi  de  tout  point  du  plan  situé 
au-dessous  de  l'asymptote  on  ne  peut  mener  qu'une  tangente 
à  la  courbe. 

Pour  tout  point  situé  au-dessus  de  l'asymptote  ,  la  condi- 
tion de  réalité  ou  d'imaginarité  des  racines  est  donnée  par 

a7.16.16.6*a*   <   4.24.24.24.6' 

(3e  +  2ar       ^       (3?  + 2  a)  5 

< 

OU  2a'  +  3a'e  —  8i' 

> 

r  Si  2a'+3a''g>86%  le  point  (a,?)  est  intérieur  à  la 
courbe,  ainsi  de  tout  point  intérieur  à  la  courbe  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  ;  elle  l'est  à  la  branche  qui  ne  con- 
tient pas  le  point. 

2°  Si  2a'  +  3a"g  =  86',  le  point  (a,  6)  est  un  point  de  la 
courbe ,  ainsi  cette  courbe  est  elle-même  le  lieu  d'où  l'on 
peut  lui  mener  deux  tangentes  ;  et  en  effet  on  peut  toujours 
en  un  point  de  la  courbe  lui  mener  une  tangente,  et  de  ce 
même  point  en  mener  une  à  l'autre  branche. 

3°  Si  2a'  -1-  3a6'<;  86',  le  point  est  extérieur  à  la  courbe  , 
ainsi  de  tout  point  compris  entre  la  courbe  et  son  asymptote 
on  peut  toujours  lui  mener  trois  tangentes. 

Toutes  ces  conséquences  pouvaient  être  prévues  d'après  la 
forme  de  la  courbe. 

Remarque.  Si  l'équation  finale,  au  lieu  d'être  ainsi  du 
troisième  degré,  avait  été  d'un  degré  supérieur,  on  lui  au- 
rait appliqué  les  calculs  du  théorème  de  M.  Slurm ,  et  les 
fonctions  V,  V, ,  V, ,  V3  ...  ayant  leurs  coefficients  fonctions 
de  a  et  de  § ,  auraient ,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  a 
et  e,  donné  le  nombre  des  racines  réelles  toutefois  il  faut 
bien  se  rappeler  que  cette  méthode  ne  permet  de  supprimer 
ou  d'introduire  un  facteur  numérique  ou  algébrique  qu'au- 
tant que  ce  facteur  est  essenlicUemcnl  positif  ;  ainsi  l'on  ne 
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peut  supprimer  ou  iiiiroduire  comme  fadeurs,  dans  tout  le 
cdiirs  ilu  calcul ,  que  îles  puissances  paires  de  a  el  de  fi. 
Soit ,  par  exemple ,  y  =  x'^">+'  { fig.  35  ) ,  on  trouve 

V  =  a^x^m+i  —  (2m  +  1)  a^""  +  6  , 
V,  =  J^'  —  ax  , 

v,=  u""x—e, 

V,  =  s  (a^m+i  _  e). 

1°  Si  a  et  6  sont  de  même  signe,  ilmanque(2m—l)  termes 
entre  deux  termes  de  signes  contraires  -■  donc  V  a  aa  moins 
(2m — 2)  racines  imaginaires.  Ainsi ,  de  tout  point  situé  dans 
l'angle  des  coordonnées  de  même  signe ,  on  ne  peut  pas  me- 
ner plus  de  trois  tangentes  à  la  courbe  ;  et  si  a  et  ?  sont  de 
signes  contraires,  Va  au  moins  2m  racines  imaginaires;  ainsi, 
de  tout  point  situe  dans  l'angle  des  coordonnées  de  signe  con 
traire,  on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 

2"  Si  a  et  e  étant  positifs,  on  a  aS"'!"  >  p, , 
ou      si  2  et  S  étant  négatifs ,  on  a  +  a'^m-t  >  +  e , 
la  suite  — :c  donne  .3  variations,  la  suite  +jr  en  donne  0. 
Donc,  de  tout  point  situé  entre  la  convexité  de  la  courbe  el 
l'axe  des  x,  on  peut  toujours  mener  trois  tangentes  à  1; 
courbe. 

3°  Si  ai'n+i  =  c ,  la  suite  — r  donne  2  variations,  et  la 
suite  +  X  en  donne  0.  Donc  cette  courbe  est  encore  le  lieu 
d'où  l'on  peut  lui  mener  deux  tangentes. 

4°  Si  a  el  e  étant  positifs,  on  a  oa^+i  <^  g  , 
on     si  a  et  S  étant  négatifs,  on  a  +  a^'"+'  <  +ê  , 
la  suite  —  x  donne  2  variations ,  la  suite  +  x  en  donne  1  ; 
donc  il  n'y  a  que  1  racine  réelle.  Ainsi ,  de  tout  point  situé 
entre  la  concavité  de  la  courbe  et  l'axe  des  x,  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 
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NOTE 

Sur  un  mode  particulier  de  description  des  lignes  et  des  surfaces 
du  second  ordre. 

PAR  M.  BBETON  (DE  CHAMP), 

Iniîonieur  des  ponts  el  chaussées. 


La  description  de  l'ellipse  par  le  point  d'une  ligne  droite  de 
longueur  constante,  <lont  les  extrémités  demeurent  sur  deux 
axes  fixes  est  connue  de  tout  le  monde,  et  l'on  peut  la  re- 
garder même  comme  définitivement  acquise  à  la  pratique 
dans  la  construction  des  épures  où  cette  ligne  doit  figurer. 
Le  mode  analogue  de  description  des  antres  sections  coni- 
ques et  même  des  surfaces  du  second  ordre ,  si  toutefois  il 
est  déjà  consigné  quelque  part ,  est  loin  do  présenter  des 
avantages  équivalents  dans  la  pratique.  Cependant  on  no 
sera  peut-être  pas  fâché  de  trouver  ici  quelques  détails 
sur  cette  question. 

Déjà  dans  le  scolie  de  la  page  227,  tome  H  de  ce  recueil , 
nous  avons  indiqué  une  loi  suivant  laquelle  doit  couper  les 
côtés  d'un  angle  fixe,  la  droite  mobile  dont  un  point,  qui  la 
partage  en  deux  segments  additifs  ou  soustractifs  ayant  entre 
eux  un  rapport  constant ,  décrit  l'hyperbole.  Ce  qui  suit 
constitue,  à  vrai  dire,  le  développement  et  la  généralisation 
de  cette  remarque.  Nous  y  avons  considéré  une  relation  très- 
simple  entre  les  deux  longueurs  interceptées  par  la  droite 
mobile  sur  les  c6tés  de  l'angle.  Celte  relation  sera  examinée 
dans  un  état  de  généralité  que  ne  comportait  point  le  scolie 
dont  nous  parlons.  Il  s'agit  ici  de  l'équation  algébrique 
du  second  degré  entre  trois  variables  qui  sont  les  longueurs 
XKh.  m  Màtdëuàt.  111.  SO 
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interceplées  par  un  plan  mobiU^  sur  les  ar^'tcs  d'un  angle 
tricdro.  Nommons  les  ç,  »,  ç,  prenons  les  arêtes  pour  axes 
des  coordonnées  x,  y,  s,  les  lettres  des  deux  alphabets  se 
correspondant  respccli\'ement ,  la  relation  donnée  sera 

F(£,  .,  t)  =  0.  (1) 

Nous  admettrons  en  outre  que  la  trace  du  plan  mené  par 
le  point  décrivant  et  par  chacun  des  axes,  sur  le  plan  des 
deux  autres  axes ,  détermine  sur  celle  du  plan  mobile  deux 
segments  additifs  ou  soustractifs  dont  le  rapport  soit  con- 
stant. On  verra  facilement,  en  faisant  usage  au  besoin  de  la 
théorie  des  transversales  ou  de  toute  autre  considération  équi  - 
valente ,  qu'il  existe  nécessairement  une  relation  entre  les 
six  segments  ainsi  obtenus,  et  que  cette  relation  revient  à 
dire  que  les  distances  des  points  de  division  à  chacun  des 
axes ,  mesurées  dans  le  plan  mobile ,  doivent  être  entre 
elles  comme  trois  lignes  données  p,  q,  r,  ces  dernières 
lettres  répondant  aux  coordonnées  x,y,  z,  pour  la  symétrie 
de  la  notation. 

Ceci  étant  bien  compris,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  for- 
mer l'équation  du  lieu  géométrique  ou  de  la  surface  dé- 
terminée par  le  point  du  plan  mobile.  En  effet  celui-ci  a 
pour  équation 

Ç      1      ç 
Celles  des  plans  menés  par  le  point  décrivant  et  par  cha- 
cun des  axes  sont 

qy      >)  rz        L  px      l 

Et  ainsi  que  l'on  devait  s'y  attendre,  chacune  de  ces  équa 
lions  est  une  conséquence  des  deux  antres.  En  les  combinant 
avec  1  équation  (i),  il  vient 

par 

s  s  s 
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expressions  dans  lesquelles  on  a  fait ,  pour  abréger 

i  =  -i  +  V.  (5) 

Leur  lorinc  linéaire  en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z  du 
point  décrivant  fait  voir  que  leur  substitution  dans  la  relation 
donnée  (1)  entre  les  longueurs  ç,  »,  ç  conduit  à  une  équation 
de  même  degré.  Ainsi  est  démontré  que  le  point  déterminé 
ci-dessus  a  pour  lieu  géométrique  une  surface  de  l'ordre  de 
celle  qui  résulterait  de  la  construction  de  l'équation  (1)  entre 
les  variables  ç,  >? ,  ç  regardées  comme  les  coordonnées  d'un 
point.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

r+.'+ï'=p-,  (6) 

il  vient  immédiatement  • 

,>'x'+qy+r'z'=sy,  (7) 

équation  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  qui  devient 
identique  avec  l'équation  aux  diamètres  conjugués 


^+^.  +  =-=1,  (8) 


si  l'on  pose 


s  s  s 

«=-p,    b=^-r,,     C=-D.  (9) 

p         1         '•' 

En  choisissant  convenablement  les  signes  des  divers  carrés 
qui  entrent  dans  l'équation  (6)  la  transformée  (7)  représen- 
tera à  volonté  l'une  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre 
ayant  un  centre.  Celles  qui,  au  contraire,  en  sont  dépourvues, 
seront  représentées  par  les  transformées  d'une  équation  dif- 
férente de  l'équation  (6).  Dans  tous  les  cas,  la  surface  aux 
coordonnées  x^  y,z^  sera  visiblement  de  même  espèce  que 
celle  aux  coordonnées  primitives  I ,  »,  ç.  Les  relations  de 
l'une  avec  l'autre  pourraient  être  déduites  du  théorème  qu'on 
vient  de  démontrer,  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  s'étendre  sur 
de  tels  développements. 
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Nous  terminerons  celte  note  par  l'explication  d'un  fait  qui 
pourrait  être  regardé  comme  contraire  à  l'analogie  que  nous 
avons  annoncé  exister  entre  le  mode  de  description  des  sur- 
faces du  second  ordre,  et  celui  de  l'ellipse.  On  démontre 
aisément ,  dans  le  cas  d'axes  rectangulaires ,  et  lorsque  la 
somme  ^'+vi'  est  constante,  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  l ,  «,  est  sur  la  normale  à  l'ellipse  menée  par  le  point 
décrivant.  La  même  chose  a  lieu ,  l'angle  des  axes  étant 
quelconque  ,  mais  la  droite  mobile  de  longueur  constante  : 
en  ce  sens  seulement  que  ce  sont  les  perpendiculaires  aux 
axes  menées  aux  distances?,  «  de  l'origine,  qui  se  rencon- 
trent sur  la  normale.  Or  l'ellipsoïde  ne  possède  point  cette, 
propriété,  si  ce  n'est  dans  un  cas  très-particulier,  où  l'on  a 
p=q=r. 

Cette  circonstance  tient  uniquement  à  ce  que,  dans  les  cas 
particuliers  qui  viennent  d'être  cités,  l'ellipse  coïncide,  par 
son  mode  même  de  description  ,  avec  l'épicycloïde  dite  ral- 
longée  ou  raccourcie  que  décrit  le  point  du  plan  d'un  cercle 
roulant  intérieurement  sur  une  circonférence  d'un  diamètre 
double,  concentrique  à  l'ellipse.  Un  peu  d'attention  suffira 
pour  se  rendre  compte  de  l'identité  des  deux  courbes.  Or, 
dès  que  la  droite  mobile  cesse  d'avoir  une  longueur  con- 
stante, rien  de  semblable  n'existe.  Le  fait  purement  acci- 
dentel, relatif  à  la  normale,  appartient  donc  réellement  aux 
propriétés  de  la  famille  des  épicycloïdes  bien  plus  qu'aux 
sections  coniques  en  général,  et  ne  peut  être  allégué  contre 
l'analogie  visilile  de  la  description  des  surfaces  par  le  point 
d'un  plan  mobile,  avec  celle  des  courbes  par  le  point  d'une 
droite. 
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NOTE 

SDR 

LE  FOLIUM  DE  DESCARTES 

FAR  M.  MIDY, 

Ancien  professeur  des  collèges  royaui. 

1    La  courbe  (fig.  36)  dont  l'équation,  rapportée  à  des 

axes  rectangulaires ,  est 

j'  — 3ajy--|-x5  =  0,  (t) 

est  connue  sous  le  nom  de  foliuni  de  Descartes.  Comme  on 
ne  sait  point  résoudre  cette  équation ,  celle-ci  ne  peut  faire 
connaître  directement  ni  la  nature  ni  la  forme  de  la  courbe. 

Pour  la  transformer  en  une  autre  plus  aisée  à  discuter, 
nous  remarquerons  qu'elle  reste  la  même  quand  on  y  change 
xenj,  et  réciproquement.  La  courbe  qu'elle  représente  est 
donc  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  formé 
par  les  axes  des  coordonnées.  Il  est  donc  facile  de  prévoir 
qu'en  prenant  cette  droite  et  celle  qui  lui  est  perpendiculaire 
à  l'origine  pour  nouveaux  axes,  la  discussion  sera  simpliGée. 

Les  formules  pour  passer  aux  axes  nouveaux  sont 

x  =  -\/2(x'— y), 

D'ailleurs,  en  nommant  a  la  portion  de  la  bissectrice  dont 
la  projection  sur  l'axe  des  x  est  a,  l'on  a 

_  '*' 
Portons  ces  valeurs  dans  l'cqualion  (I)  ;  remplaçons,  pour 
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plus  de  simplicité  ,  —  par  a\  et  supprimons  les  aieeiils , 

l'équation  réduite  sera 

y'  (a  4-  3x)  +  x'  (  Jr  —  a)  —  {). 
Elle  donne 


•''=^"-^V  ■^-^-  *'' 


/   a  —  X 

;  +  3x' 

L équation  mise  sous  cette  forme,  on  voit  de  suite  {^g.  37) 
que  la  courbe  limitée  à  droite  à  l'abscisse  AB=  «,  l'est  à 

gauche,  à  la  distance  AD  =^  «  ,  par  l'asymptote  VV,  dont 

l'équation  est 

u  -\.  3.r  =  0. 
L'équation  suivante 


y       .  V   /  «  — ■^ 
"'  =  .7  =  -V    H^' 

déduite  de  l'équation  f3)  donnant  pour  m,  à  la  limite  jc  =  0  : 

m  =  ±  1  , 

fait  voir  que  les  bissectrices  GL ,  G'L'  touchent  les  deux 
branches  BMAU ,  BM'AU'  à  l'origine. 
2.  Comparons  celte  courbe  à  celle  dont  l'équation  est 


/  a  —  j' 


(4) 


Cette  seconde  courbe ,  de  même  ft)rmc  que  la  précédente , 
mais  dont  l'asymplole  VV  [fig.  38)  est  éloignée  de  l'axe  liV 
d'une  distance  HD=AD,  est  d'une  construction  géométrique 
facile.  En  effet,  si  l'on  mène  par  B  la  droite  arbitraire  BC, 
l'on  aura  toujours ,  pour  tous  les  points  de  la  courbe , 
CA  =  CM.  Elle  est  aussi  le  lieu  des  sommets  des  hyperboles 
qui ,  ayant  le  foyer  commun  B,  ont  l'axe  AY  pour  asymptote 
commune.  C'est  ce  que  l'on  vériûcrait  en  cherchant  directe- 
ment le  lieu  des  points  qui  satisfont  a  l'une  ou  à  lautrccon- 
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dition.  Il  serait  curieux  de  chercher  si  la  première  courbe 
jouit  de  quelques  propriétés  analogues. 

La  comparaison  des  formules  (3)  et  (4)  fait  voir  qu'entre  les 
points  A  et  B ,  la  première  courbe  est  plus  près  de  Taxe  des 
r  que  la  seconde ,  et  qu'entre  A  cl  l) ,  elle  s'en  éloigne  au 
contraire  davantage  ;  de  sorte  que  si  les  deux  courbes  étaient 
construites  sur  la  même  droite  AB ,  la  première  serait  com- 
plètement enveloppée  par  la  seconde 

3.  Un  point  essentiel  à  déterminer,  si  l'on  constrait  les 
deux  courbes  ,  est  celui  M  ,  où ,  sur  la  partie  fermée  ,  située 
à  droite  de  l'axe  des  y,  l'ordonnée  est  un  maximum.  Nous 
croyons  que  les  élèves  n'attachent  pas  en  général  assez  d'im- 
portance aux  constructions  géométriques.  Ce  n'est  que  par 
elles  néanmoins  que  dans  beaucoup  de  cas  on  peut  se  faire 
une  idée  bien  nette  de  la  forme  et  de  l'étendue  de  la  courbe 
que  l'on  discute.  Nous  les  considérons  d'ailleurs  comme  un 
exercice  extrêmement  utile  pour  les  élèves,  et  très-propre 
à  exercer  leur  sagacité.  Elles  nous  semblent  donc  préféra- 
bles sous  ce  rapport  aux  résultats  déduits  du  calcul,  et  c'est 
par  ce  motif  que  nous  allons,  pour  chacune  des  deux 
courbes  considérées,  indiquer  la  construction  précise  du 
point  que  nous  venons  de  désigner. 

La  dérivée  de  l'équation 

y  (x  +  a)  +  x'{x—a)=0 
de  la  seconde  courbe ,  prise  par  rapport  à  j:  et  égalée  à  zéro , 
donnera  les  points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle 
aux  X ,  et  dont   l'ordonnée   sera  dans  le  cas  actuel  un 
maximum. 

Or  cette  équation  réduite  est 

x'-j-aj:  — a'  =  0. 
En  la  résolvant ,  on  a 


"-iV(i)"+ 
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Pour  construire  à  )a  fois  l'abscisse  el  l'ordonnée  du  point , 

faisons  AK  =  AU  ;  prenons  AH  =  AB  ;  décrivons  du  cen- 
tre K  la  circonférence  KH ,  coupant  l'axe  des  x  en  P  el  P'. 
Le  point  cherche  M  sera  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  P 
sur  AX,  et  sur  la  droite  15N  menée  de  B  à  l'extréiuitc  N  de 
la  corde  AN  =  AP.  Quant  au  point  P',  on  voit  qu'il  est  hors 
des  limites  de  la  courbe ,  ou  que  l'ordonnée  correspondante  à 
l'abscisse  AP'  est  imaginaire. 
4.  Si  l'on  fait  le  (  alcul  analogue  pour  l'équation 

y  (a  +  3j.-)  +  x^  (x  —  a)  =  0 

de  la  première  courbe ,  1  ou  trouvera ,  pour  la  condition 
(  herchée , 

3x'  —  a'  =  0  i 
d'où 

Construction.  Sur  IJIi  (/?(/.  37),  comme  diamètre ,  décri- 

'''  1 

vez  une  circonférence  ;  faites  AE  =HD=  —  AB  ;  élevez  la 

perpendiculaire  EH  sur  AB.  Alors  la  corde  AH  =—^-.  Or 

cette  corde  est  plus  grande  que  AE  et  aussi  que  AO  =  HO. 

Donc  la  circonférence  AH  coupera  le  prolongement  de  HO 

en  P  et  celui  de  AO  en  P'.  Le  point  P'  est  hors  des  limites  de 

la  courbe.  Le  point  P  est  le  seul  auquel  correspondent  les 

points  cherchés. 

Construisons  l'ordonnée  du  même  point    L'équation  (3) 

donne 

.y'        "■  —  •*" 

Faisons  AQ:=3AP;  surBQ,  comme  diamètre,  décrivons 
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une  demi-circonférence  rencontrée  par  la  perpendiculaire  au 
point  P  sur  HX  en  Z ,  cl  après  avoir  pris  QP"=  HP  ,  la  pa- 
rallèle P"M"  à  BZ  sera  l'ordonnée  cherchée.  La  même  con- 
struction s'appliquant  à  une  abscisse  quelconque ,  on  pourra 
donc  déterminer  autant  de  points  de  la  courbe  que  l'on 
voudra. 

La  transformation  dont  nous  avons  fait  usage  pour  discu- 
ter la  courbe  de  Doscartes  doit  être  remarquée  à  cause  de  sa 
(grande  utilité  pratique.  Elle  nous  semble  préférable ,  lors- 
qu'elle rend  possible  la  résolution  directe  de  l'équation  pri- 
mitive, à  la  méthode  des  coordonnées  polaires,  plus  facile  en 
apparence ,  mais  qui ,  en  général ,  dans  les  courbes  de  forme 
lompliquée ,  est  peu  propre  à  indiquer  d'une  manière  précise 
leur  limite  exacte,  le  sens  de  leur  courbure  et  la  position  des 
asymptotes,  lorsqu'il  en  existe. 

Dans  le  folium  de  Dcscarles ,  par  exemple ,  si  on  passe  de 
l'équation  primitive 

à  l'équation  aux  coordonnées  polaires,  au  moyen  des  for- 
mules-connues 

r  =  psinw,  x  =  pcosM, 

l'on  trouve 

3<zsinu  cosu 


Or,  en  posant 

on  en  lire 
Par  suite. 


sm^ûj  +  cos^w 

sin'o.  -f-  cos'o)  =  0 , 

sinu  =  — cosw. 
3asin\) 


d'où  l'on  doit  conclure  seulement  que  la  courbe  considérée 
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peut  avoir  une  asymptote  parallèle  à  la  bissectrice  ZAZ' 
(^3. 36)  de  l'angle  YAX'.  Mais  ce  résultat  ne  fait  connaître  ni 
l'existence  réelle  de  cette  asymptote,  ni  sa  distance  à  la 
bissectrice. 

Je  dis  son  exislence  réelle  :  en  effet,  il  pourrait  se  Caire, 
dans  de  certains  cas,  que,  malgré  une  indication  de  ce  genre, 
il  n'y  en  eût  aucune. 

Car  soit,  par  exemple,  l'équation 

disculée  dans  les  v^nna/es ,  I.  II,  p.  232;  son  équation  po- 
laire est 

_     1 

COS'o/  ' 

Quand  cj>=  -  ,  on  a 

=  i  =  -+-oo- 

P  Q 

et  cependant  la  courbe  n'a  pas  d'asymptote ,  ou  celle  ci  est  à 
une  distance  infinie  de  Taxe  dcs^',  ce  qui,  au  fond  ,  est  la 
même  chose.  • 

6.  L'auteur,  d'ailleurs  plein  do  mérite ,  de  l'article  inséré 
dans  le  même  tome  des  Annales ,  p.  314  ,  a  été  induit  en  er- 
reur par  une  discussion  de  ce  genre.  C'est  ce  que  je  vais  mon- 
trer par  la  discussion  directe  de  l'équation  à  laquelle  il  est 
parvenu. 

Cette  équation  est 

yi  —  jc^-fx  -t-^-x'  -I  y-f  x'-  xyr=(i.  (1) 
Elle  donne  la  solution  d'un  problème  trés-intéressant  pro- 
posé par  IM.  Breton  de  Champ.  Elle  est,  dans  une  suite  de  pa- 
rallélogrammes ACBM,  A'C'B'M  ....  etc.  [fig.  39),  qui  ont 
un  angle  commun  IVI  .  ri  dont  les  côtés  adjacents  varient  en 
conservant  une  différence  constante ,  le  lieu  des  pieds  des 
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perpendicnlairos  abaissées  des  sommets  C, C  ....  etc.,  sur  les 
diagonales  opposées  et  correspondantes. 

L'auteur  a  élé  amené  par  son  calcul  à  prendre  pour  ori- 
gine le  point  O  de  la  bissectrice  de  l'angle  AMG,  où  vont 
concourir,  par  une  propriété  fort  remarquable,  toutes  les 
perpendiculaires  considérées  et ,  pour  axes  des  coordonnées, 
les  droites  OX ,  OY,  parallèles  aux  côtés  de  cet  angle. 

L'équation  (1) ,  étant  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
deux  variables,  ne  peut  être  résolue  directement.  L'auteur 
de  l'article  la  discute  par  les  coordonnées  polaires.  Mais  la 
composition  de  cette  équation ,  comme  la  nature  même  de  la 
question,  indique  sufDsammenl  que  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  YOX  II  est  donc  na- 
turel alors  de  prendre  cette  droite  OX'  et  sa  perpendiculaire 
OY'  pour  axes  coordonnés  ;  et  c'est  à  ces  axes  nouveaux  que 
nous  allons  la  rapporter. 

Les  formules  d'où  dépend  cette  transformation  sont 

jr  =  -l/2fy+x'), 

L'équation  transformée  est ,  par  suite , 

y(aV'2x— l)-f2l/ix^— 3.r'  =  0.  (2) 

Elle  donne 


=-v 


/3  — 2l/2jr 
217^1  '  (^) 

cl  devient ,  sous  cette  forme ,  facile  à  discuter. 
Les  valeurs  de  .v  qui  satisfont  aux  équations  particulière» 

21/2  jr—1  =0, 

3  -  21/2  J,  =  0  , 

1  3 

étant  x'=  - 1/2  pour  la  première,    et  jc"  ^  -  |/2  pour  la 
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seconde,  il  suit  de  l'équation  (3)  que  les  abscisses  auxquelles 
correspondent  des  ordonnées  icelles  seront  toutes  comprise* 
entre  les  valeurs  r'  et  jc". 

Pour  interpréter  ces  résultais ,  il  faut  se  rappeler  que  l'é- 
quation (I)  a  été  obtenue  en  prenant  le  côté  du  carré  MPOQ 
pour  unité.  Alors  si  on  considère  le  carré  inscrit  inpq'p\ 
formé  en  joignant  les  points  milieux  des  côtés  du  premier,  l'on 

1  3 

aura  OR  =  - 1/2 ,  OS  =  - 1/  ^.  La  courbe  sera  donc  entiè- 

4  4 

rement  renfermée  entre  les  parallèies/v'i/',/;^  àl'axeOY';  et 
si  l'on  fait  croître  x  depuis  a'  jusqu'à  jt",  l'ordonnée  posi- 
tive correspondante  décroîtra  d'une  manière  continue  depuis 
l'infini  jusqu'à  zéro. 

La  première  de  ces  parallèles ,  cl  non  point  l'axe  OY',  sera 
donc  une  asymptote  de  la  courbe,  et  la  seconde  une  tangente- 
Ces  conséquences  se  trouvent  vérifiées  par  la  valeur  du 
coefiicient  angulaire  de  la  tangente,  qui  est 

8J.-'— 61/2x4-3 

tang<f  =  + .y  C*^ 

(21/2  X  —  1)  \/(2l/2  X  —  1)  (3  —  2^/2  x) 

Le  numérateur  a  ses  racines  imaginaires  et  ne  peut  en  con- 
séquence devenir  ni  nul,  ni  négatif.  Donc,  eu  adoptant  le 
signe  supérieur  qui  convient  à  la  partie  SPU  de  la  courbe, 
ce  coefficient  est  constamment  négatif ,  ou  l'angle  que  fait  la 
tangente  avec  OSX'  est  toujours  obtus. 

Pour  x-=^x'  ■=  x"  la  valeur  de  tangtp  devient  infinie.  Ce 
qui  prouve  de  nouveau  que  p'q'  est  une  asymptote ,  et  sa  pa- 
rallèle pq  une  tangente  au  sommet.  De  S  à  U  la  courbe 
change  donc  le  sens  de  sa  courbure.  Ainsi  il  y  a  un  point  d'in- 
flexion entre  ces  deux  points.  Pour  le  trouver,  cherchons  la 
condition  qui  rend  tangf  un  maximum  ou  un  minimum.  Elle 
sera  exprimée  pur  l'équation 

—  12x-f  61^2  =  0, 
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qui  donne 

.;  2 

d'où  il  faut  conclure  que  P  el  Q  sont  les  deux  points  d'in- 
flexion cherchés. 
Cette  hypothèse ,  introduite  dans  (4) ,  donne 
tangîp  =  ±  1  ; 

d'où  il  suit  que  les  côtés  MA  et  MB  ou  MG  de  l'angle  inva- 
riable des  parallélogrammes  sont  tangents  à  la  courbe. 

L'enveloppe  des  diagonales  successives  BA,  B'A' ....  etc., 
est,  comme  l'indique  l'auteur,  une  parabole.  Son  équation  , 
rapportée  aux  droites  MB ,  MA  ,  prises  pour  axes  des  x  et 

des  y   est 

xVr'+2xr4-2(j:— ^)  +  l=0.  (5) 

Si  on  y  fait  successivement  jt  :=  0 ,  ^  =  0 ,  l'on  trouve 

ce  qui  montre  que  les  droites  MP,  MQ  sont  des  tangentes  ;  et 
comme  elles  sont  rectangulaires,  il  s'ensuit  que  la  droite 
DD',  parallèle  à  PQ,  est  la  directrice  de  cette  parabole  ;  qu'en 
conséquence  le  point  I  en  est  le  foyer,  et  S  le  sommet.  Les 
trois  points  P,  S  ,  Q  sont  donc  des  points  communs  aux  deux 
courbes ,  où  elles  ont  une  tangente  commune  et  où  par  con- 
séquent elles  se  louchent  elles-mêmes.  Elles  différent  dans 
tous  les  autres  points. 

Note.  1 .  Le  folium  de  Descaries  est  une  courbe  du  troi- 
sième degré  de  première  espèce  ,  ayant  une  asymptote  rccli- 
lignc  du  genre  hyperbolique  ordinaire  [Introd.  in  Analys., 
lib.  II ,  cap.  i\).  On  trouve  de  suite  celle  asymptote,  en  ap- 
pliquant à  l'équation  (Ij  la  méthode  d'EuIcr  exposée  par 
M.  le  professeur  Vannson  (t.  II,  p.  398)  ;  le  marquis  de 
L'Hospital  construit  la  parlic  infinie  do  celte  courbe  avec  son 
asymptote  [Analyse  des  inf.  petits ,  secl.  i ,  p.  15  ,  et  scct.  x, 
p.  166,  deuxième  édition  ,  1715). 
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BprnouUi  (Jean)  procède  ainsi  pour  carrer  la  courhc  {Opéra 
omnia,  t.  IIF ,  p.  405).  Dansl'éqoalion  (3)  faisons  a— jr=z' ; 
on  on  tire 

,         2z'{z'—a}dz       2z'{z''—a)  dz 
yax .—  — 


\/4a— 3z'         l/4az'— 3z'  ' 
ce  qui  donne  immédiatement 

Çjrf.r  =  C-Js'{4a-3s')^=C  — i(fl  — x)'(a-3j:)'  ; 

l'intégrale  est  nulle  pour  x  =  0  ;  donc  C  =  -  a'  ;  ainsi  l'aire 

6 

1  r  -  '^         -T 

est  exprimée  par  -    a'—  (a—  x)'  (4  -f  3x)'  L  faisant  j:=a, 

on  trouve  ,  pour  l'aire  du  demi-folium,  -  a'  ;  faisant  ensuite 

6 

X  =  — -a;  la  demi  aire  as;mp(otiqac  est  équivalente  à  -a'; 

i  6 

l'ordonnée  maxima  est  y  =  a\/    -  .    Donc  le   carré  de 

cette  ordonnée  est  équivalent  à  l'aire  totale  du  folinm  ou 
bien  à  l'aire  totale  asymptoliquc. 

On  a  encore  ici  l'exemple  d'une  aire  fermée  carrable  ;  mais 
elle  est  dans  l'exception  indiquée  par  Newton,  (f^oirt.  H  , 
p.  351.) 

Tous  les  foliums  construits  dans  le  même  angle  des  axes 
sont  semblables.  11  reste  à  trouver  dans  quel  cas  une  équa- 
tion générale  du  troisième  degré  représente  un  folium. (^oir 
Mémoire  de  Nicole,  Acad.  des  Sciences,  1729.) 

2.  La  partie  fermée  de  la  courbe,  ressemblant  à  une  fo- 
liole ,  a  donné  son  nom  à  la  courbe.  J'ignore  pourquoi  cette 
courbe  est  attribuée  à  Descartes  il  n'en  est  point  question 
dans  sa  géométrie.  Elle  est  probablement  dans  les  lettres;  ce 
que  je  n'ose  pourtant  garantir,  car  je  n'ai  à  ma  disposition 
que  l'édition  de  M.  Cousin ,  qui  n'a  point  de  table  de  matières, 
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lacune  déplorable.  Il  est  vrai  que  dans  le  troisième  livre  de 
la  Géométrie ,  Descartes  construit  une  courbe  du  troisième 
degré,  dont  l'équation  a  quelque  analogie  avec  celle  du  fo- 
lium.  Voici  la  génération  de  cette  courbe  :  une  parabole  don- 
née se  meut  parallèlement  à  son  axe  ;  d'un  point  donné  sur 
cet  axe,  on  dirige  des  rayons  vers  un  point  6xe  situé  dans  le 
plan  de  la  parabole  ;  le  lieu  d'intersection  de  ce  rayon  avec  la 
parabole  est  une  ligne  du  troisième  degré,  dont  Descartes  fait 
usage  pour  construire  les  racines  de  l'équation  du  sixième 
degré ,  en  combinant  cette  courbe  avec  un  cercle. 

3.  Les  équations  polaires  peuvent  servir  à  déterminer  les 
asymptotes  avec  autant  de  certitude  et ,  en  certains  cas,  avec 
plus  de  facilité  que  les  équations  à  coordonnées  ordinaires. 
Dans  les  uns  et  les  autres ,  il  faut  toujours  deux  couditions 
la  direction  de  l'asymptote ,  et  sa  distance  à  un  point  connu  , 
et  il  est  naturel  de  choisir  le  pôle.  L'expression  de  cette  dis- 
tance est  dans  les  ouvrages  élémentaires,  et  peut  se  conclure, 
sans  difficulté,  delà  formule  de  M.  Rispal  (t.  II,  p.  511). 
Mais  une  ligne  peut  avoir  des  points  isolés  multiples  situés  à 
l'infini  ;  la  droite  qui  passe  par  ce  point  a  alors  une  direction 
déterminée  et  devient  une  asymptote,  quoique  la  courbe  n'ait 
que  des  branches  finies  ;  ce  qui  explique  le  fait ,  en  apparence 
paradoxal,  signalé  par  M.  le  professeur  Vannson  (t.  II, 
p.  402).  Nous  reviendrons  sur  ce  point  d'analyse  appliquée, 
et  sur  une  propriété  générale  des  surfaces  et  des  courbes  al- 
gébriques, peut-être  non  encore  remarquée.  Tm. 
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DEMONSTRATION  DE  THEOREMES 

sur  les  courbes  du  second  degré , 

v 

PAB  M.   aOGITET, 

professeur  de  maihémaliques. 


Hrx*gone  de  Pascal.  Lorsqu'on  prolonge  deux  à  deux  les  côtés 
opposés  d'un  hexagone  inscrit  à  une  courbe  du  second  degré , 
les  trois  points  de  concours  sont  en  ligne  droite. 

Soit  y —  <ix  —  b  =  0  et  y —  a'x  —  b'  =  0   les  équations 
des  droites  AB,DC  {fig.  ^lO),  si  l'on  multiplie  par  ordre 
ces  deux  équations ,  on  aura  une  équation  du  second  degré 
(1)  y  -\-BTy+Cx'+Dy+Ex+F  =0 

qui  sera  l'équation  des  deux  droites  AD  et  CD. 
On  aura  une  équation  de  la  môme  forme 

(•2)   y  +  B'xy  +  C'x'  -f  D'.r  +  E'x  -f-  F'=  0 
pour  les  droites  AF,DE. 

Soit  (3)  y +  B"xy +  C"x'  +l)"yj- E"x+F"  =  0  l'équa- 
tion de  la  courbe 
L'axe  dcs^  passant  par  les  points  A  et  D ,  ona 
D  =  D'=D"ct  F=F'  =  F"; 

en  effet ,  si  l'on  suppose  j:=  0  dans  chacune  des  trois  équa 
lions  ,  on  obtiendra  trois  équations  en  y 

.r'-fD^  +  F  =  0, 
y+D'y  +  F'  =  0, 
y+D"y  +  F"  =  0, 

qui  auront  toutes  trois  pour  racines  OD  et  OA. 
Si  l'on  soustrait  l'une  de  l'autre  les  équations  (3)  et  (1), 
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on  aura  une  équalion  qui  sera  satisfaite  par  les  valeurs  des 
coordonnées  des  points  A,  D,  C  et  B  ,  et  qui  sera 

x[  (B  —  B").y  -f  (C  —  C")  X  +  E  —  E"]  =  0  ; 
elle  se  décompose  en 

x=iOeHB—B")y+(C—C")jt:  +  E—E"  =  0.  (4) 

Celle  dernière  est  l'équation  de  la  droite  CB  ,  puisqu'elle  est 
du  premier  degré  et  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées 
des  points  C  et  B. 
Soustrayant  de  même  l'équation  (3)  de  (2),  on  aura 

x[(B'  -  B"lr  +  (C  —  C").r  +  E'  -  E"]  =  0 , 

qui  se  décompose  en 

x  =  Oet(B'— B")^r  +  (C'  — C'V  +  E'— E"  =  0.  (5) 

Cette  dernière  est  l'équation  de  FE. 

Les  valeurs  des  coordonnées  du  point  de  concours  des 
droites  CB  et  FE  doivent  donc  satisfaire  à  l'équation  : 

(B— B')r+(G— C')^+E  — E'  =  0,  (6) 

qu'on  obtient  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  (5) 
et  (4).  Mais  si  l'on  soustrait  l'une  de  l'autre  les  équations  (1) 
et  (2),  on  obtient  pour  équation  : 

x[(B— B')r  +  (C-C>+  E-E']  =  0  , 
qui  se  décompose  en  x  =  0,  et 

(B-B')y+  (C  — C')x+E  — E'  =  0. 

Cette  dernière  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs  des  coor 
données  du  point  de  rencontre  des  droites  AB  et  ED,  et  aussi 
par  les  valeurs  dos  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
droites  AF  et  CD.  Elle  est  donc  l'équation  de  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  de  rencontre.  Or  elle  n'est  autre  que 
l'équation  (6). 

Par  conséquent ,  les  trois  points  de  concours  sont  en  ligne 
droite. 

Ann.  uf  MAriim.  III  ^' 
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TIexagone  m  BniA>CHo:<i.  Les  trois  diagonales  qui  joignent  les 
sommets  des  angles  opposés  d'un  hexagone  circonscrit  à  une 
courbe  du  second  degré,  se  coupent  au  môme  point. 

Si  dupoini  A  (^gî.  41)  on  mène  une  sécante  à  la  courbe,  el  que 
par  les  points  de  rencontre  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe, 
ces  tangentes  se  couperont  en  un  point  de  la  corde  des  con- 
tacts des  côtés  AB ,  AF.  Il  en  sera  de  même  pour  je  point  D. 
Par  conséquent,  si  par  les  points  de  rencontre  de  AD  avec 
la  courbe  on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe,  ces  tangentes 
se  couperont  en  un  point  situé  à  la  fois  sur  la  corde  des  con- 
tacts des  tangentes  AB,  AF,  el  sur  la  corde  des  contacts  des 
tangentes  DC,  DE  ;  ce  point  sera  donc  le  point  de  concours 
de  deux  côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit  à  la  courbe  et 
formé  en  joignant,  deux  à  deux,  chaque  point  de  contact  au 
suivant.  La  diagonale  BE  sera  pareillement  dirigée  suivant 
In  rorde  des  contacts  de  deux  tangentes  menées  à  la  courbe 
par  le  point  de  concours  de  deux  autres  côtés  opposés  de 
l'hexagone  inscrit.  Enfin  la  diagonale  CF  sera  dirigée  sui- 
vant la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes  menées  du 
point  de  concours  des  côlés  formant  le  troisième  couple  de 
côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit.  Les  trois  diagonales  se 
confondent  donc  avec  les  cordes  de  contact  des  trois  couples 
de  tangentes  menées  de  trois  points  situés  en  ligne  droite.  Or, 
on  sait  que  si  de  dilTcrenls  points  d'une  droite  on  mène  des 
tangentes  à  une  courbe  du  second  degré ,  les  cordes  de  con- 
tact passent  toutes  par  un  même  point  ;  par  conséquent,  les 
diagonales  de  l'hexagone  circonscrit  doivent  se  couper  au 
môme  point 
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QUESTIONS  D'EXAMEN. 


PAR   M.    GUILMIN, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  normale  ,   professeur  de  mathématiques. 


PREMIÈRE  QD£STION. 

De  combien  de  manières  le  premier  membre  d'une  équ.i- 
tion  du  degré  2w  peut-il  se  décomposer  en  fadeurs  du 
second  degré? 

Désignons,  pour  abréger,  para,  b,  c....h,k,l,  les  :2m fac- 
teurs binômes .  X — a,  X — (3,  etc  ,  correspondant  aux  di- 
verses racines,  réelles  ou  imaginaires,  de  l'équation. 

Précisons  la  question  :  Combien  peut-on  écrire  de  listes 
de  facteurs  du  deuxième  degré,  telles  que  le  produit  des  fac 
leurs  de  chaque  liste  soit  égal  au  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée?  Deux  listes  différant  au  moins  par  un  fac- 
teur. 

Pour  former  ces  listes ,  on  peut  procéder  comme  suit  : 

Je  prends  le  facteur  a ,  que  je  multiplie  par  b.  Réservant 
d'abord  le  produit  ab^  je  suppose  qu'on  ait  résolu  le  pro- 
blème proposé  pour  le  produit  des  2»j  —  2  facteurs  restants , 
et  obtenu  toutes  les  décompositions  différentes  qu'il  demande  ; 
soit  P'îm— 2  le  nombre  de  ces  décompositions.  A  chacune  des 
listes  obtenues ,  je  joins  le  produit  réservé  ab  ,  et  j'ai  une 
première  série  de  P"2»i  -  2  décompositions  différentes  du  pro- 
duit des  2/«  facteurs  proposés. 

Je  joins  ensuite  au  facteur  a  un  facteur  c  autre  que  6;  je 
réserve  ce  produit  ;  je  forme  toutes  les  listes  différentes  de 
facteurs  du  deuxième  degré  des  2m — 2  facteurs  restants; 
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j'en  ai  cncor»'  P'am-^;  à  chacune  je  joins  ne,  et  j'ai  une  nou- 
velle série  de  listes  de  produits  de  ûm  facteurs,  lesquelles 
sont  dilTérentes  des  premières.  Je  joindrai  ainsi  successive 
nienl  le  facteur  a  à  chacun  des  2ni —  1  facteurs  restants  , 
et  chaque  fois  j'aurai  P"2m- 2  listes.  Cela  fait,  je  les  aurai 
évidemment  toutes  ;  car  dans  l'une  quelconque  des  listes  de- 
mandées ,  n  doit  C'tre  joint  à  l'un  des  '2ni  —  l  autres  facteurs, 
et  se  trouver  absent  des  autres  produits  du  deuxième  degré 
Uc  là  résulte  évidemment  la  formule 

P"2m—  P"2m-2  X  (-2/11— i). 

En  changeant  successivement 

w  en  w  —  1 ,  m  —  2, m  —  {m  —  1  ), 

fl  multipliant  les  égalités  résultantes,  on  obtient  la  formule , 
P"j„=  1.3.5.7....  {2m  — i) 

Corollaire.  Etant  donné  un  polynôme  entier  de  degré  im- 
pair [Hm  +  i],  de  combien  de  manières  peut-on  le  décompo- 
ser en  un  produit  de  facteurs  du  deuxième  degré  ,  multiplie 
par  un  facteur  du  premier;'  Soient /i,  /»,  c  ....  A,  k,  l,  n ,  les 
facteurs  du  premier  degré.  On  laissera  d'abord  n  de  cAté;  on 
formera  toutes  les  listes  de  facteurs  du  deuxième  degré  rela- 
tives aux  2m  facteurs  restants,  lesquelles  seront  au  nombre 
de  !?".,„,=  1.3.5.7...  {2m -i). 

Enjoignant  à  chaque  décomposition  le  facteur  réservé  n, 
on  aura  une  série  de  décompositions  relatives  à  la  question 
actuelle.  En  isolant  d'abord  successivement  chacun  des 
2m-^\  facteurs,  on  aura  autant  de  séries  différentes.  Le 
nombre  des  listes  est  donc  1.3.5.7...  {2m—i){2m-j-i). 

Deuxième  qdkstion. 

De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  produit 
de  3  m  facteurs  </,/',<,  ...   c,  h,  A  en  facteurs  ou  diviseurs 
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du  troisième  degré?  Celte  question  est  analogue  à  la  précé- 
dente. 

Je  mets  à  part  le  facteur  « ,  et  je  forme  toutes  les  combi- 
naisons des  3m— \  facteurs  restants  pris  2  à  2;  il  y  en  a 

(3/72  — 1)  (3m  — 2) 

ÎTJ. 

Je  multiplie  a  par  l'un  de  ces  produits  de  deux  facteurs, 
bc  par  exemple  ;  réservant  le  produit  abc  ainsi  obtenu  ,  je 
forme  toutes  les  décompositions  indiquées  par  la  question 
appliquée  au  produit  des  3m~3  facteurs,  autres  que  a,b,c; 
soil  P"'3„,_3  le  nombre  des  listes  obtenues.  A  chacune  d'elles 
j'ajoute  le  produit  abc,  et  j'ai  ainsi  une  liste  de  diviseurs  du 
troisième  degré  dont  le  produit  est  celui  des  3m  facteurs 
donnés.  Ayant  fait  cela  pour  lesP  "3,„_3  listes,  j'ai  un  nombre 
égal  de  décompositions  du  produit  donné. 

Je  multiplie  a  par  une  autre  combinaison  des  fadeurs 
restants,  bd  par  exemple;  j'opère  comme  précédemment  sur 
les  3w— 3  facteurs  restants  ;  puis  joignant  à  chaque  décom- 
position du  produit  de  ces  3/m—  3  facteurs  le  produit  abd, 
j'obtiens  une  série  de  P"'3„,_3  décompositions  relatives  au  pro 
duit  proposé  de  3m  facteurs;  ces  dernières  listes  sont  diffé- 
rentes des  premières,  puisque  dans  le  diviseur  qui  contient 
âdans  chacune,  ce  facteur  est  constamment  joint  à  bc  dans 
les  premières  et  à  bd  dans  les  dernières.  Quand  on  aura  fait 
usage,  de  la  môme  manière,  de  toutes  les  combinaisons  de 
deux  facteurs  autres  que  a ,  on  aura  toutes  les  décomposi 
tions  possibles.  Dans  chaque  liste  en  effet,  a  doit  acconipa 
gner  une  combinaison  de  deux  des  facteurs  restants,  et  être 
absent  des  autres  produits.  On  a  évidemment 

p,„     _p,„         (3m— 1)  {3m-2) 

3m        ^     5m— s  A   ,2 
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Remplaçant  successivement  m  par  m— 1  ,/n— 2, . . .«»— (w— 1) 
et  multipliant  toutes  les  égalités  obtenues  membres  à  membres 
on  trouve 

P"'sm=j^r  1.2.4.5.7.8 (3m-2)(3«— 1)Y 

On  obtiendrait  exactement  de  la  même  manière,  le  nombre 
desdécompositionsd'un  produilde  facteurs  du  premier  degré, 
en  diviseurs  d'un  degré  quelconque,  si  l'on  suppose  le  degré 
du  produit  multiple  de  celui  d'un  diviseur. 
Exemple  :  calculer  P''„ 

Soit  Cp_,  le  nombre  des  combinaisons  des  pm  —  1  fac- 
teurs autre  que  a ,  pris p  —  i  à  p—i.  On  aura  la  formule 
P^=P?m-pCp-,.  D'où  l'on  déduira  la  valeur  de  Pj„  par  la 
méthode  indiquée. 

Troisième  question. 
Si  on  demande  le  nombre  de  décompositions  en  diviseurs 
du  degré  p  accompagnés  d'un  seul  diviseur  du  degré  y,  pour 
un  produit  de  ^m+y  facteurs  du  premier  degré  [q<ip):  il 
suffira  évidemment  de  trouver  le  nombre  de  décompositions 
en  facteurs  du  degré/)  pour  un  produit  de  pm  facteurs  et  de 
mulliplierle  nombre  P?^  obtenu  par  celui  des  combinaisons  y 
à  9  de  tous  les  facteurs  du  produit  proposé  A&pm-^q  facteurs. 
En  effet  chacune  des  listes  demandées  s'obtient  en  mettant 
à  part  q  des  facteurs  proposés,  et  y  joignant  ensuite  chacune 
des  décompositions,  en  facteurs  du  degré  ;?,  du  produit  des/»/» 
facteurs  restants. 

Pendant  que  je  m'occupe  de  combinaisons,  je  crois  utile  de 
mettre  ici  une  solution  plus  simple  du  problème  des  mots 
(tomcI«f,  page  14). 

Quatrième  question. 

.le  reproduis  l'énoncé.  Déterminer  le  nombre  des  mots 
que  l'on  peut  former  avec   19   <onsonnes  et   5   voyelles. 
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chaque  mol  élanl  composé  de  3  consonnes  et  de  2  voyelles, 
en  excluant  tous  les  mots  renfermant  trois  consonnes  de  suite. 

Je  vais  d'abord  former  sans  exclusion ,  tous  les  mots  de  3 
consonnes  et  2  voyelles. 

Pour  que  deux  mots  soient  identiques,  il  faut,  1°  que 
toutes  les  lettres  soient  les  mêmes  dans  les  deux  ;  2°  qu'abs- 
traction faite  des  consonnes,  les  voyelles  y  occupent  la  même 
position  relative,  c'est-à-dire,  offrent  le  même  arrangremcnt  ; 
3°  que  les  voyelles  effacées ,  il  en  soit  ainsi  des  consonnes  ; 
4"  que  ces  trois  conditions  remplies  ,  la  même  lettre  ait  la 
même  place  dans  les  deux  mots  (*). 

Cela  posé  je  forme  les  arrangements  complets  des  19  con- 
sonnes 3  à  3  ;  il  y  en  a  19^  id.  des  5  voyelles  2  à  2  ;  il  y  en  a  5'. 
Je  prends  l'un  des  premiers  bcd;  l'un  des  seconds  ae,  et  je 
forme  tous  les  mots  dans  lesquels  les  3  consonnes  b,c,do(- 
frent,  abstraction  faite  des  voyelles,  l'arrangement  bcd,  et 
les  voyelles  semblablement,  l'arrangement  précité.  Pour  le 
faire  avec  ordre  et  sûrement,  je  forme  les  combinaisons  des 
5  numéros  de  places  1,2,3,4,5  pris  2  à  2  ;  j'écris  les  numéros 
de  chaque  combinaison  dans  l'ordre  de  leurs  grandeurs  ;  à 
côté  de  chacune  j'écris  la  combinaison  des  3  numéros  res- 
tants ,  aussi  par  ordre  de  grandeurs.  Ou  obtient  le  tableau 
ci-contre  : 

1 .2  3.4.3  Chaque  combinaison  de  2  numéros,  et  sa 
.r  ^'.t  r        correspondante  de  3  me  servent  à  former 

1  .*  '2.O.0 

1.5  2.3.4        un  mot  avec  les  consonnes  et  les  voyelles 

2.3  1.4.5        choisies.  Le  1"  chiffre  de  la  combinaison  de 

2.4  1.3  5 

2.5  13. 4        2  numéros  indique  la  place  de  fl,  le  2' celle 

3.4  1.25        de  e.  Le  1"  chiffre  de  la  correspondante  de 

4  5  1 .2.3        ^  indique  la  place  de  b,  le  2°  celle  de  c,  le 

3°  cel  le  de  ^  dans  l'ordre  de  l'arrangement . 

(*)  Celle  condition  est  suffisante  à  elle  seule,  et  comprend  implicitement  les 
trois  autres  :  on  vrrra  pour(|uoi  j'ai  cependant  énonce  celles-ci. 
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Exemples  .■  Icsfi™*  combinaisons  donnent  le  mot  bac  éd. 

5x4 

Nous  avons  ainsi ou  10  mots,  pour  lesquels  les  3  pre- 
mières conditions  sont  remplies,  mais  la  quatrième  ne  l'est 
pas.  Ces  mots  sont  donc  différents,  et  ce  sont  les  seuls  qui 
puissent  satisfaire  à  ces  3  premières  conditions  lorsqu'on  fait 
usage  des  arrangements  adoptés.  Avec  le  même  arrangement 
«e  j'emploie  un  autre  arrangement  quelconque  de  consonnes. 
En  opérant  de  même  j'aurai  10  mots  différents  entre  eux  à 
cause  de  (4°)  non  remplie  ;  et  différents  des  précédentes  d'après 
la  condition  3°  non  remplie,  si  les  consonnes  sont  les  mêmes 
que  dans  l'arrangement  bcd,  ou  d'après  1°  id. ,  s'il  n'en  est 
pas  ainsi. 

Employant  ainsi,  avec  le  même  arrangement  ae  de  voyelles, 

tous  les  arrangements  complets  de  consonnes,  j'obtiens  des 

5x4 
mots  différents  au  nombre  de  — ; —  X  19'. 

Prenant  au  lieu  de  ae,  un  autre  arrangement  de  voyelles, 
et  opérant  comme  avec  ae,  j'aurai  un  nombre  égal  de  mots 
différant  entre  eux  d'après  ce  qui  vient  d'Ctre  dit,  et  des  pré- 
cédents d'après  2°  ou  T. 

Et  ainsi  de  suite  après  avoir  employé  tous  les  arrange- 
ments complets  de  2  voyelles,  nous  aurons  des  mots  au  nom- 

brede^^Xl9'X5'. 

Evidemment  nous  avons  tous  les  mots  possibles  de  3  con- 
sonnes et  de  2  voyelles  ;  car  pour  chacun  les  consonnes  effa- 
cées ,  les  voyelles  doivent  offrir  un  certain  arrangement  ;  de 
même  pour  les  consonnes,  lorsqu'on  effacerait  les  voyelles. 

Considérons  à  part  les  mots  qu'il  faut  exclure  d'après  la 
Gn  de  l'énonce.  On  les  obtiendrait  isolément  de  la  manière 
suivante. 

On  prendra  I  arrangement  ac  et  l'arrangement  hcd ,  par 


—  313  — 

exemple.  On  mettra  le  deuxièDie  en  bloc ,  comme  une  seule 
lettre,  à  toutes  les  places  possibles  relativement  à  celles  de 
l'arrangement  ae,  ce  qui  donne  les  mots  aebcd,  abcde , 
bcdae ,  au  nombre  de  3  ;  les  seuls  qui ,  pour  la  disposition 
relative  ae  des  voyelles,  contiennent  l'arrangement  des  con 
sonnes  bcd  consécutives.  Tous  les  arrangements  de  consonnes 
étant  ainsi  employés  avec  le  même  arrangement  ae,  nous  au- 
rons pour  chacun  3  mots,  et  pour  tous,  3  X  19'  mots,  diffé- 
rents les  uns  des  autres,  à  cause  de  3°  ou  1"  non  remplie.  Si 
nous  employons  de  même  tous  les  arrangements  complets  de 
voyelles,  nous  aurons  en  tout  3  X  19'  x  5'  mots  à  retrancher. 
De  sorte  que  déGnitivement  le  nombre  demandé  est 

^-^  X19'X  5'  — 3X19^X5'. 

La  formule  donnée  (t.  I,  p.  48)  doit  être  rectifiée  ;  le  pre- 
mier terme  doit  être  divisé  par  2 ,  comme  le  deuxième.  Cela 
vient  de  ce  que ,  dans  la  formation  des  mots  contenant  3  con- 
sonnes et  2  voyelles  différentes  (  p.  46  ) ,  il  y  aura  double  em- 
ploi pour  chaque  mot  ;  on  a  le  même  mot ,  par  exemple , 
lorsque  dans  abcd ,  on  met  e  à  la  première  place ,  et  lorsque 
dans  ebcd ,  on  met  «  à  la  deuxième  (eabcd).  Il  faut  donc  di- 
viser par  2  le  nombre  des  mots  obtenus  dans  les  conditions 
de  ce  paragraphe.  La  formule  ainsi  modifiée  devient 

19' X  5  X4X^^  +  19'  X^-^X5-19'X5"X3  = 
=  19'X  ^^X5(4.-f  D— 19'.5'.3  = 
''^  ■*  X  19'  X  5'  — 19'.5\3. 


2 

C'est  la  considération  de  la  formule  ainsi  modifiée  qui  ma 
fait  penser  à  la  solution  que  je  propose  aujourd'hui 
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CINQUIÈME    QUESTION. 

Trouver,  par  des  considéralions  à  priori,  conibù'n  il  y  a 
de  nombres  dilTérents  dans  la  table  de  Pythagore. 

11  suftil  évidemment  de  se  rendre  compte  des  causes  de 
répétition,  pour  distinguer  les  nombres  sur  lesquels  elles 
influent. 

D'après  le  principe  relatif  à  l'interversion  de  deux  fac- 
teurs, 3x7=7x3  =  21,  si  l'on  a  égard  à  la  disposition 
de  la  table,  on  verra  que  21  sera  le  septième  de  la  troisième 
colonne  horizontale  et  le  troisième  de  la  septième  colonne  id. 
Ce  nombre  est  ainsi  répété  deux  fois.  Il  en  est  ainsi  pour 
tous  les  deux  produits  de  deux  facteurs  inégaux ,  c'est-à-dire 
pour  tous  ceux  de  la  table ,  excepté  les  carrés.  Cette  remar- 
que s'applique  donc  à  72  produits ,  parmi  lesquels  on  ne 
trouvera  au  plus  que  36  nombres  différents  :  joignons-y  les 
l)  carrés ,  cela  en  fera  45.  On  peut  les  mettre  à  part  dans  la 
table,  en  tirant  une  ligne  diagonale  le  long  des  carrés ,  sur 
leur  droite ,  par  exemple.  Tous  les  nombres  à  gauche  sont  les 
45  produits  indiqués. 

Si  un  produit  est  double  dans  cette  partie  de  la  table ,  ce 
n'est  plus  à  cause  de  l'interversion  des  facteurs  :  nous  n'y 
aurons  plus  égard. 

Tous  les  nombres  moindres  que  1 0 ,  qui  ne  sont  pas  pre  - 
miers,  donnent  lieu  à  répétition. 

Ainsi  4  =  1.2'  donne  les  produits  1.4ct4X  1  en  isolant  1  ; 
si  1  n'est  pas  isolé,  on  ne  doit  plus  y  avoir  égard,  et 
4  =  2*  =  2  X  2  ;  ce  qui  répète  ce  produit  ailleurs  que  dans 
les  premières  colonnes .  horizontales  ou  verticales.  11  en  est 
de  même  évidemment  de  6,  8,  9  ;  (4  nombres  à  déduire). 

Si ,  en  dehors  des  causes  précédentes  ,  deux  produits  sont 
égaux ,  c'est  qu'ils  sont  composés  des  mêmes  facteurs  pre- 
miers, et  que  ces  facteurs  premiers  peuvent  se  partager  an 
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moins  de  deux  manières,  en  deux  groupes  de  facteurs,  tels 
que  le  produit  des  facteurs  de  chaque  groupe  soit  moindre 
que  10. 

Les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  nos  produits  sont 
2,  3 ,  5 ,  7.  Or  un  produit  dans  lequel  entre  5  ou  7  ne  peut 
se  répéter  dans  nos  45  nombres.  En  effet,  en  groupant  les 
facteurs ,  on  est  obligé  de  laisser  5  ou  7  tout  seul  ;  car  si  on 
lui  adjoignait  un  autre  facteur ,  au  moins  2,  le  groupe  don- 
nerait au  moins  10  :  il  n'y  a  donc  qu'une  manière  de  parla- 
ger  un  tel  produit  en  deux  facteurs. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  s'occuper  des  nombres  qui  comprennent 
pour  facteurs  premiers ,  soit  2  seul ,  soit  3  id. ,  soit  3  et  2  , 
en  ne  dépassant  pas  81.  2%  2^  ont  été  considérés  dans  la  re- 
marque précédente  ;  de  même  ,2x3,3'.  Nous  n'avons  qu'à 
considérer  : 

j„  1 2^  2',  2^  2*  =  2  X  2'  =  2'  X  2".  (1  répétition.  ) 
1 2^  =  2'  X  23.  Pas  d'autre  ;  car  on  ne  peut  mettre  2*  pour 

un  des  facteurs.  2'^  ne  donne  que  2'  x  2'  pour  la  même  raison. 
Parmi  les  puissances  de  3,  nous  n'avons,  en  outre  de  9 

déjà  considéré ,  que  3'  et  3\  qui  ne  fournissent  chacun  qu'un 

produit,  3  x  3'  et  3'  X  3'. 

i2\3  =  4x  3  =  2X  (2x  :<)        (1  répétition). 
2'  X  3  =  8  X  3  =  2'  X  (2  X  3)     (1  répétition). 
2^.3  n'en  donne  pas  ;  car  on  ne  peut  mettre  que  2  avec  3 
dans  un  groupe.  De  même  des  puissances  supérieures  de  2 
avec  la  première  de  3. 

j         2.3'  =  2.9  =  (  2  X  3  )  X  3  (1  répétition  ) 


i 


[2  X  3'  ne  donne  rien  ;  car  on  doit  mettre,  et  on  ne  peut 
mettre  que  3  avec  2. 

EnQn ,  2'  X  3'  =4  X  9  =  (2  X  3)  x  (2  X  3)  (1  répétition) 
Aucune  autre  répétition  n'est  possible  ;  car  d'autres  puis- 
sances de  2  ne  peuvent  se  joindre  à  3  dans  un  groupe  ,  ni 
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réciproqucmenl.  Nous  avons  donc  en  tout  !)  ropélitions  parmi 
les  45  produits.  En  tout ,  36  nombres  différents  dans  la  table 
de  Pythagorc. 


THEOREME  DE  DESCARTES. 

PAR  M.  FINCK, 

professeur  au  collège  de  Strasbourg- 


Il  s'agit ,  comme  on  sait,  de  prouver  qac  (  x  — o)  f  (x) 
renferme  au  moins  une  variation  de  plus  que  fix). 

i"  La  proposition  est  évidente  si  f{x)  n'a  point  de  varia- 
lion.  Car  le  premier  terme  de  (x — a)  f(x)  est  positif,  et  le 
dernier  est  négatif.  Donc  il  y  a  au  produit  au  moins  une  va- 
riation. 

2°  Je  suppose  notre  proposition  prouvée  pour  le  cas  où  l'{x) 
renferme  n  variations,  et  je  dis  qu'elle  est  vraie  s'il  en 
renferme  n  -\-\ .  Car  soit 

f(x)  =  x''-\- ±  Aa;"q:Ba;'"'zp.  .  .  •  zpLr) 

Admettons  que  de  a;"*  à  x^  il  y  ait  n  variations ,  et  que  de  x» 
à  x't  il  y  en  ait  une  seule ,  de  sorte  que  f{x)  en  contient  «  +  i 

On  pourra  supposer  que  i  est  1 ,  2,  "3,  élc .  ;  i  peut  être  nul 
ou  non. 
(x — a)  f  (x)  comprend  deux  parties  ;  la  première 

<o  [X)  =  [x—a)  (x'"+  .  .  .±kx^  ), 
renferme  par  hypothèse  au  moins  une  variation  de  plus  que 
J?'"-f-  •  •  .  +  Ax' ,  c'est-à-dire  au  moins  w  -j- 1  ;   la  seconde 

'J'(a;)=  [x — a)  (q=  Ba-  "~  .  .  .  q:  hx'  )  en  contient  au  moins 
une  d'après  le  premier  cas.  Mais  le  dernier  de  <f  et  le  premier 
de  ■^  sont  de  même  signe ,  et  sont  respectivement 
=pAaa;''r=Ba:''-'+' 
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donc ^x -\- f r ,  ou  {x—a)fxA au  moins  n  -\-\  -\-\  variations 
quand  même  «  serait  =  1 .  Donc,  etc. 

Or,  la  proposition  est  prouvée  pour  m  =0,  donc  elle  est 
complètement  démontrée. 


N'oie  rectificative  sur  la  construction  des  tables  des  sinus 
naturels  (t.  I,  p.  27'2,  et  t.  III,  p.  12). 

M.  Fink  déclare  qu'il  n'a  jamais  argué  de  faux  les  cal- 
culs de  M.  Vincent;  qu'il  les  ttouve  exacts;  que  les  quantités 
qu'il  a  négligées,  étaient  négligeables  ;  mais  que  seulement  il 
a  omis  de  prouver  que  ces  quantités  n'inlluent  pas  sur  l'exac- 
titude. De  quoi  d'ailleurs  M.  Vincent  pouvait,  peut-être,  se 
dispenser,  puisque  à  propos  de  simis,  il  ne  prétendait  pas 
exposer  une  théorie  complète  des  approximations.  M.  Fink 
ajoute  que  s'il  a  employé  la  méthode  intégrale,  c'est  en  vue 
d'abréger  ;  et  qu'il  possède  une  méthode  élémentaire  très- 
simple  qui  sera  insérée  dans  la  seconde  édition  de  la  Trigo- 
nométrie ,  prête  à  paraître . 


THÉORÈME  SUR  LE  TRIANGLE  INSCRIT  DANS  UN  CERCLE. 

PAR  M.  ARISTIDE  MARE, 

élève  du  collège  Saint-Louis  (institution  Barbet). 


Soit  ABC  (Fig.  42) ,  un  triangle  acutangle  inscrit  dans  un 
cercle ,  dont  le  centre  0  est  situé  dans  l'intérieur  du  triangle  ; 
si  des  trois  sommets  A,  B,  C,  on  mène  les  rayons  AO,  BO,  CO. 
dont  lesprolongementsrenconlrent  la  circonférence  auxpoints 
.\',B',C',  :  les  six  points  A,B,C,A',B',G',  seront  les  sommets 
d'un  hexagone  inscrit,  dont  la  surface  sera  double  de  celle  du 
triangle  ABC. 
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Remarquons  ir abord  que  le  diamètre  AOA'  divise  l'hexa- 
gone on  deux  quadrilatères  AB'  CA',  AC  BA'  de  même  sur- 
face ;  car  le  quadrilatère  AB  CA'  se  compose  des  triangles 
AOB',  R'OC,  COA'  respectivement  égaux  aux  triangles 
BOA',  BOC ,  C  OA  qui  forment  le  quadrilatère  AC  BA'.  Tout 
se  réduit  donc  à  démontrer  que  le  triangle  ABC  est  équiva- 
lent au  quadrilatère  AB'  CA'.  Or,  les  triangles  AOB,  AOB' 
sont  équivalents  comme  ayant  des  bases  égales  OB,  OB',  et 
même  hauteur.  On  a  de  même  BOC  =  B'OC,  et  AOC  =  A' OC. 
Donc,  ABC=AB'CA. 

La  même  démonstration  s'applique  h  un  triangle  ABC , 
inscrit  dans  une  ellipse  dont  le  centre  O  serait  intérieur  au 
triangle  ;  car  la  démonstration  est  entièrement  fondée  sur  ce 
que  le  point  O  est  le  milieu  des  trois  droites  AOA',  BOB', 
COC. 

Si  le  centre  du  cercle  est  extérieur  au  triangle  ABC 
(fig.^3),  l'un  des  trois  angles  du  triangle  ABC  sera  obtus; 
supposons  que  ce  soit  l'angle  BAC ,  alors,  le  centre  du  cer- 
cle sera  intérieur  au  triangle  A'BC,  et  la  surface  de  l'hexa- 
gone sera  le  double  de  la  surface  du  triangle  A'BC  ;  ou  ,  ce 
qui  revient  au  même ,  la  surface  de  l'hexagone  sera  le  dou- 
ble de  la  somme  des  surfaces  des  triangles  BAC,  et  BCB' 

NOTE 

SI!  Il 

LA  THEORIE  DES  QUANTITES  NEGATIVES. 

PAR  M.  ABEZ.  TRANSON. 

répétiteur  d'analyse  à  l'Ecole  polytechnique- 
La  théorie  des  quantités  négatives  se  présente  dès  le  début 
de  1  algèbre ,  et  il  importe  qu'elle  ne  laisse  dans  l'esprit  dos 
élèves  aucun  nuage.  Cependant  les  explications  que  l'on 
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donne  ordinairoment  à  ce  sujet  ne  laissent  elles  rien  à  dé- 
sirer ? 

Par  exemple ,  si  on  l'ail  naître  ces  quantités  d'une  sous- 
traction impossible ,  demeure-t-il  bien  clair  qu'une  opération 
qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  puisse  produire  des  quantités 
quelconques  ? 

Ensuite ,  les  quantités  négatives  étant  une  fois  admises , 
on  ne  peut  pas  les  soumettre  aux  opérations  fondamentales 
du  calcul  sans  avoir  donné  à  la  définition  de  ces  mêmes  opé- 
rations une  extension  nouvelle.  Mais  si  cette  extension  pa- 
raît tout  à  fait  arbitraire,  elle  ne  jettera  aucun  jour  sur  les 
règles  qu'on  en  déduit.  Il  faudra  donc  que  l'élève  admette 
CCS  règles  sur  la  foi  du  professeur ,  sauf  à  en  constater  plus 
tard  l'utilité. 

Ayant  eu  l'occasion  ,  il  y  a  déjà  quelques  années ,  de  faire 
un  cours  de  mathématiques  élémentaires,  j'ai  essayé  de 
lever  ces  difficultés  en  présentant  la  théorie  à  peu  prés  de  la 
façon  suivante. 

J'ai  fait  remarquer  premièrement,  avec  tous  les  auteurs, 
que  certaines  grandeurs  concrètes  ne  sont  pas  complètement 
déterminées  par  leurs  valeurs  numériques.  Ces  sortes  de 
grandeurs  étant  susceptibles  de  croître  dans  deux  sens  con- 
traires, il  est  indispensable  de  spécifier  le  sens  dans  lequel 
elles  ont  été  formées  et  dans  lequel  elles  doivent  être  comptées . 
Ceci  n'est  pas ,  à  proprement  parler ,  une  convenance  du 
calculateur  :  c'est  une  nécessité  qui  résulte  de  la  nature 
même  des  choses. 

A  la  vérité ,  la  dualité  du  sens  ne  se  manifeste  pas  dans 
toute  sorte  de  grandeurs  concrètes  ,  mais  il  est  naturel  que 
la  grandeur  abstraite  soit  considérée  comme  absolument  sus- 
ceptible de  ce  double  aspect ,  puisque  toute  relation  entre  les 
grandeurs  reçoit  de  son  passage  à  l'abstrait  toute  la  géné- 
ralité possible.  Déjà  en  arithmétique,  on  a  rencontré  un  ré- 
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sullal  analogue.  Assurément  la  subdivision  de  l'unité  n'est 
pas  praticable  sur  toutes  sortes  de  grandeurs  concrètes  ,  et 
toutefois,  dans  le  passage  du  concret  à  l'abstrait,  l'unité 
n'est-elle  pas  considérée  comme  absolument  susceptible  de 
cette  subdivision ,  sauf  au  calculateur  à  rejeter  dans  l'appli- 
cation un  résultat  fractionnaire,  si  les  grandeurs  qu'il  com- 
bine entre  elles  n'admettent  pas  cette  forme  particulière  du 
nombre  ! 

Ainsi  dès  le  début  de  l'algèbre ,  il  y  aura  lieu  d'admettre 
des  monômes  positifs  et  des  monômes  négatifs ,  c'est-à-dire 
des  quantités  algébriques  isolées,  dans  lesquelles  on  dis- 
tinguera le  sens  de  formation  par  quelque  signe  convenable. 

Maintenant  si  on  fait  attention  que  le  propre  des  gran- 
deurs de  même  sens ,  lorsqu'elles  sont  réunies ,  est  de  for- 
mer un  total  qui  est  aussi  de  même  sens  ;  au  lieu  que  si  on 
réunit  deux  grandeurs  de  sens  contraires,  on  a  un  tout  nu- 
mériquement égal  à  leur  différence  et  conservant  le  signe 
de  la  plus  grande  ;  on  comprendra  que  les  signes  déjà  adop- 
tés pour  représenter  l'addition  et  la  soustraction  sont  singu- 
lièrement propres  à  spécifier  le  sens  de  la  formation  des 
grandeurs.  Car  lorsqu'on  voudra  réunir  des  grandeurs  de 
môme  nature ,  mais  de  sens  différents ,  les  signes  -f-  et  —  , 
dont  elles  auront  été  affectées  pour  marquer  le  sens  de  leur 
formation  ,  indiqueront  en  même  temps  les  opérations  à  ef- 
fectuer entre  elles  pour  obtenir  le  résultat  de  leur  réunion  ; 
et  de  nouveau ,  quand  ces  opérations  auront  été  effectuées , 
le  signe  du  résultat  marquera,  non  pas  une  opération  à  faire, 
mais  le  sens  dan   lequel  ce  résultat  doit  être  pris. 

[La  suite  prochainement.) 
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NOTE 

SDR 

LES    QUANTITÉS    NÉGATIVES. 

(Fin.— Voir  p.  318) 

PAR  RI.    ABEZ.   TB.AIITSO]ff  , 

répcliteur    à    l'École    polytechnique. 


Les  signes  propres  à  marquer  le  sens  des  grandeurs  étaient 
arbitraires  à  priori.  Mais  on  voit  que  les  signes  habituels  ont 
un  avantage  considérable,  et  que  leur  adoption  entraine 
forcément  la  règle  qu'on  pratique  dans  l'addition  algébrique, 
règle  qui  entraine  à  son  tour  celle  de  la  soustraction. 

Que  dirons-nous  maintenant  de  la  multiplication  ?  Comme 
l'introduction  d'une  forme  particulière  du  nombre,  de  la 
forme  fractionnaire ,  nécessite  que  l'on  modiflc  en  arithmé- 
tique les  déûnitions  de  la  multiplication  ;  s'étonnerait-on  qu'il 
fallût  modifier  encore  cette  même  définition  au  moment  où 
on  introduit  dans  le  calcul  un  aspect  nouveau  de  la  gran.- 
deur,  un  élément  qui  est  indispensable  à  sa  détermination 
complète,  et  que  jusque-là  on  avait  négligé  ? 

Nous  dirons  que  «  la  multiplication  a  pour  objet  de  trou- 
.«  ver  une  grandeur  qui  soit  composée  en  quantité  et  en  signe 
»  avec  le  multiplicande,  de  la  même  façon  que  le  multipli- 
.  cateurest  composé  avec  l'unité  positive.  » 

La  règle  des  signes  des  monômes  découle  avec  clarté  de 
cette  définition  ,  puisque  toutes  les  fois  que  le  multiplicateur 
aura  comme  l'unilé  le  signe  + ,  le  produit  aura  le  même  si- 
gne que  le  multiplicande  ;  au  lieu  que  si  le  multiplicateur  est 

Ann.  de  Matueu.  III.  22 
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Je  sens  opposé  à  l'unilé,  le  signe  du  produit  aura  un  signe 
contraire  à  celui  du  multiplicande. 

Il  résulte  aussi  de  cette  définition  que ,  si  on  change  le  signe 
de  l'un  de  ces  facteurs ,  le  signe  du  produit  est  changé  ;  au 
lieu  que  le  produit  conserve  son  signe,  lorsqu'on  change  à 
la  fois  les  signes  des  deux  facteurs.  Et  cette  remarque  suflira 
pour  qu'on  puisse  étendre  immédiatement,  à  tous  les  cas  de 
la  multiplication  des  polynômes,  la  règle  des  signes  qu'on 
aura  d'abord  démontrée,  comme  M.  Finck,  pour  le  cas  seu- 
lement où  ces  polynômes  ont  une  valeur  numérique  positive. 

Les  choses  ainsi  établies,  il  n  y  aura  ,  ce  me  semble,  rien 
d'imprévu  pour  les  élèves,  lorsqu'ils  rencontreront  plus  tard, 
dans  la  résolution  d'une  équation ,  une  quantité  négative  pour 
valeur  de  linconnue.  Ils  sauront  bien  que  la  justesse  d'une 
telle  solution  est  subordonnée  à  la  question  de  savoir  si  la 
quantité  cherchée  comporte  dans  l'ordre  concret  une  forma- 
tion en  double  sens.  Sinon,  il  faudra  bien,  pourquela  question 
proposée  ait  une  signification  raisonnable,  en  modifier  l'é- 
noncé de  telle  sorte  que  cette  quantité  inconnue  soit  comptée 
dans  un  sens  opposé  à  celui  qu'on  avait  pris  d'abord.  Mais 
quoi  qu'il  en  soit ,  les  solutions  négatives  leur  apparaîtront 
de  prime  abord  ce  qu'elles  sont  en  effet ,  c'est-à-dire  un  ré- 
sultat nécessaire  de  la  généralité  absolue  du  calcul  algébrique. 

Dans  son  Introduction  à  ta  Philosophie  des  Mathématiques, 
M.  Hocné  Wronsky  a  dit  avec  raison  ,  ce  me  semble,  que  les 
caractères  particuliers  qu'on  nomme  état  positif  cl  état  néga- 
tif des  nombres:  portent  sur  leur  qualité  ;  tandis  que  les  opé- 
rations d'addition  et  de  soustraction  ne  portent  que  sur  leur 
QUANTITÉ.  "  C'est ,  dit  l'auteur  ,  le  défaut  de  cette  distinction 
»  très-simple  qui ,  jusqu'à  ce  jour,  a  couvert  de  tant  d'obscu- 
).  rilé  les  questions  algorithmiques  concernant  l'état  positif 
i>  ou  négatif  des  nombres.  »  (  fntrod.,  1808 ,  pag.  159.  j 

Note.  Kant  a  essayé  d'introduire  en  philosophie  l'idée  des 
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grandeurs  négatives  (*).  Dans  la  préface  de  l'opuscule  con- 
sacré à  cet  essai ,  l'auteur  se  plaint  de  ce  que  la  philosophie, 
au  lieu  de  mettre  à  proût  les  doctrines  mathématiques ,  le 
plus  souvent  se  montre  hostile  contre  elles ,  et  cherche  à  les 
réduire  en  pures  abstractions,  n'ayantqu  une  utilité  spéciale. 
Il  est  facile  de  deviner,  dit-il,  de  quel  côté  est  l'avantage  dans 
cette  lutte  entre  deux  sciences,  dont  l'une  surpasse  tout  en 
certitude  et  en  clarté',  tandis  que  1  autre  aspire  seulement  à 
acquérir  ces  qualités.   Nous  recommandons  cette  réflexion 
aux  jeunes  philosophes  de  l'Ecole  normale,  qui  doivent  sans 
cesse  se  rappeler  que  Platon ,  Aristote ,  Spinosa ,  Mallebran- 
che,  Clarke ,  étaient  très  versés  dans  les  connaissances  géo- 
métriques et  physiques  de  leur  temps;  j'ai  omis  Descartes  et 
Leibnitz,  hommes  hors  rang ,  génies  créateurs.  Mais  reve- 
nons à  notre  sujet.        ^ 

Kant  distingue  deux  sortes  d'oppositions  ■  l'une ,  qu'il  ap- 
pelle logique,  implique  une  contradiction,  et  l'autre  n'im- 
plique point  de  contradiction.  Ainsi  le  mouvement  et  le  repos 
forment  une  opposition  logique  et  ne  sauraient  se  rencontrer 
dans  le  môme  objet.  Mais  la  diversité  de  direction  donne  lieu 
à  une  opposition  de  la  seconde  espèce,  d'une  existence  possi- 
ble ;  le  même  bâtiment  peut  être  poussé  par  un  vent  qui 
vient  de  l'est  et  par  un  autre  soufflant  de  l'ouest  ;  un  homme 
peut  avoir  simultanément  un  actif  et  un  passif.  Dans  le  pre- 
mier cas,  on  établit  deux  propositions  qui  s'excluent  :  A 
estB,  proposition  affirmative  ;  A  n'est  pas  B,  proposition  qui 
contient  une  négation  ;  les  deux  ne  sauraient  être  simul- 
tanément vraies.  Dans  le  deuxième  cas ,  on  a  ces  deux  pro- 
positions :  A  est  augmenté  de  Bj  A  est  diminué  de  B;  les 
deux  peuvent  exister  simultanément ,  et  le  résultat  est  que 


(•)  VersuchdenBegrin'dernegativenGrœssen  in  dit-  Weltweisheil  einzuruh- 
ren,  1763.  in-l2  de  73  pages. 
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A  nn  change  pas.  C'est  ce  dernier  genre  d'opposition  qu'on 
rencontre  en  mathématiques;  mais,  comme  dans  l'opposi- 
tion logique ,  on  a  conservé  en  algèbre  le  nom  de  proposition 
a/firmalive  ou  positive  à  l'une ,  et  le  nom  de  proposition  né- 
gative à  l'autre.  Quand  l'essence  des  deux  quantités  est  telle 
qu'elles  ne  peuvent  exister  ensemble  en  égale  grandeur  sans 
se  détruire,  si  l'on  appelle  positive  l'une  quelconque  de  ces 
grandeurs,  l'autre  sera  dite  négative'  Ainsi,  quoique  em- 
pruntées à  la  logique,  les  qualifications  positive  et  négative  y 
jointes  au  mot  quantité ,  n'ont  pas  le  sens  logique ,  et 
M.  Transon  fait  voir  clairement  comment  les  deux  signes 
+  et  —  ont  un  double  emploi,  lis  représentent  des  augmen- 
tations cl  des  diminutions,  et  en  même  temps  une  opposition. 
M.  Cauchy  ne  donne  même  le  nom  de  quantité  qu'au  nombre 
précédé  d'un  signe  ;  de  sorte  que  ><  le  signe  -f-  ou  —  place 
devant  un  nombre  en  modifie  la  signification ,  à  peu  près 
comme  un  adjectif  modifie  celle  du  substantif.  •>  (Cours  d'ana- 
li/se,  p.  2.) 

Il  est  probable  que  ce  sont  des  questions  d'arithmétique 
qui  ont  donné  naissance  à  l'algèbre  ;  on  donnait  à  deviner 
des  nombres  sur  lesquels  on  avait  fait  mentalement  diverses 
opérations.  Comme  les  nombres  pensés  étaient  toujours  posi- 
tifs, on  ne  trouvait  jamais  que  des  solutions  positives;  s'il 
arrivait  qu'elles  fussent  négatives,  on  les  déclarait  fausses; 
c'est-à-dire  que  l'opérateur  avait  fait  de  fausses  combinai- 
sons. De  là  le  nom  de  racines  fausses;  et  quoique  Descartes 
eut  découvert  le  véritable  emploi  des  racines  négatives,  il 
leur  a  pourtant  conservé  le  nom  de  racines  fausses ,  établi  par 
l'usage  {voyez  t.  II,  p.  550).  L'origine  très-probable  de  cette 
dénomination  est  indiquée  par  KmslnerlGeschichfe  der  Mathe- 
malik,  t.  I,  §48).  On  voit  d'ailleurs  que  Diophante  [*)  dédie 
son  ouvrage  à  un  certain  Denis  (Dionysius),  qui  désirait  beau- 

(■)  A  vécu  avant  1700. 
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coup  connailrc  l'cxplicalion  des  questions  qui  concernent  les 
nombres.  "J'ai  essaye,  dil-il,  d'établir  une  mothode  et  de 
chercher  la  nature  et  les  propriétés  des  nombres,  en  les  dédui- 
sant des  premières  bases  fondamentales  sur  lesquelles  s'appuie 
cette  théorie.  L'entreprise  peut  paraître  difficile  (ignorée 
môme  jusqu'ici  ) ,  surtout  auprès  des  commençants,  dont  1  es- 
prit n'est  pas  porté  à  bien  espérer  du  succès.  Toutefois  ton 
zèle  et  mes  démonstrations  feront  que  tu  comprendras  faci- 
lement. On  se  fait  comprendre  vite,  quand  l'enseignement 
s'adresse  à  ceux  qui  ont  le  désir  de  s'instruire.  »  Diophanle 
connaît  la  règle  des  signes  et  la  place,  sans  démonstration  , 
parmi  les  premiers  principes,  comme  chose  généralement 
connue  (IX).  Il  n'a  pas  de  signe  pour  représenter /)/«s  <'t 
se  sert  du  mot  uitap^îîj ,  qui  veut  dire  abondance;  mais  pour 
le  signe  moins,  il  prend  la  lettre  grecque  4*  écourlée  et  ren- 
versée, de  celte  forme  'p.  Tm. 

NOTE 

SUR 

LES  RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS 

et  sur  les  facteurs  des  polynômes  algébriques. 

PAS.  m.  'WAMTZEZ., 

rèpétileur  à  l'École  polytechnique. 


1 .  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  complexes  en- 
tiers et  dont  le  premier  terme  est  x",  ne  peut  avoir  une  racine 
complexe  fractionnaire.  Cette  proposition  est  énoncée  dans 
un  travail  inséré  à  la  page  41  de  ce  recueil  ;  mais  la  dé- 
monstration donnée  par  l'auteur  n'est  pas  complète.  Elle 

suppose  que  (a  +  bv  —  l)  ,  ne  peut  être  divisible  par  un 
nombre  premier  p  lorsque  a  et  b  ne  le  sont  pas  tous  deux  ; 
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ce  qui  est  inexact,  puisque  (i+l/—l)'  est  divisible  par  2 
La  démonstration  suivante  n'est  sujette  à  aucune  restric- 
tion. 
2.  Je  dis  d'abord  que  si  le  nombre  premier  p  est  différent 

de  2,  il  ne  peut  diviser  Ca  +  iV/ —  0"  ,  sans  diviser 
a  +  b  V  —  I .  En  effet  a-\-b  \/ —  1 ,  est  une  racine  de  l'é- 
quation .T  '  —  -lax  +  rt'  +  6'  =  0 ,  et  aussi  de  l'équation 
j?"—  2ax"~'+  (a'+  b'')  x"~'  =  0  ;  le  facteur  p  diviseur  de  .jc" 
divise  le  module  (a'+i)")",  et  par  suite  a^  +  i";  il  divisera 
également  le  terme  -lax"'',  puisqu'il  est  diviseur  des  termes 

extrêmes  de  celte  équation.  Si  p  ne  divisait  pas  a-^-b\/  —  \, 
il  ne  pourrait  diviser  2a,  puisqu'il  est  diviseur  de  a^Jrb\ 
et  différent  de  2,  il  faudrait  donc  qu'il  divisât  .r"'.  En  rem- 
plaçant Il  par  n  —  1 ,  on  démontrerait  de  même  que/»  doit 

diviser  x"""...  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  .r  ou  a  +  bv  — 1, 

a+b  \/— I 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc  si  est  frac 

P 

.     (a+b\/^rjT  ... 

tionnaire, lest  pareillement,  a  nioms  que  p 

ne  soit  égal  à  2. 

.3.  Lorsque  7?  =  2,  la  proposition  n'est  plus  vraie,  comme 
nous  l'avons  fait  remarquer  ci-dessus.  Toutefois ,  le  facteur 

2  ne  peut  diviser  {a+b  V — l)"  sans  diviser  «'+&%  ou  sans 
que  les  nombres  a  et  b  soient  tous  deux  impairs.  Alors 
a'+b''  est  de  la  forme  4/1  +  2,  c'est-à-dire  une  seule  fois 

divisible  par  2:  d'où  il   résulte  que  {a+bv  —\)   ,   et 

{a+b  V — 1 J  ,  sont  tout  au  plus  divisibles  par  la  puis- 
sance «  de  2 ,  puisque  les  carrés  de  leurs  modules  [a'  +  6')^" 
et  (rt'-f6y"+',  nadmcltent  pas  le  diviseur  2'"+'.  D'aiilcars 

(rt  +  iV/^^)'  ou  a—b'+laby—X  rsl  divisible  par  2: 
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ûonc  {a  +  b\/ — l)  et  \a  +  b\/ — l)  ,  sont  divisibles 
par  2"  el  ne  le  sont  pas  par  une  puissance  supérieure.  On 
verrait  de  même  que  généralement  le  produit  de  2«  ou  de 

2m+  1  facteurs  de  la  forme  a  +  b  1/ — 1 ,  pour  lesquels  a  et 
ù  sont  impairs ,  ne  peut  admettre  pour  diviseur  que  la  puis- 
sance 74  du  facteur  2. 

4.  L'équation  x"'+ a,-r"^' +  •+««  =0  ,  à  coefficients 
complexes  entiers  ne  peut   admettre  une  racine  fraction- 

a+by^ 

naire  -.  Car  si  l'on  substitue  et  bi  1  on  multiplie 

P 
par  p'",  il  vient  ; 

(a+b l/^y'+aj>  («-h  b K^)""'  +  ...  +«,„;'"'  =  0. 

Quand/;  n'est  pas  une  puissance  de  2,  tous  les  termes 
sont  divisibles  par/;  excepté  le  premier  (2),  et  l'impossibi- 
lité est  évidente  :  il  en  est  de  même  lorsque  /^  =  2,  ou  égal 
à  une  puissance  de  2 ,  si  /«=2«+l ,  puisque  tous  les  termes 
excepté  le  premier  (3) ,  sont  alors  divisibles  par  2""*"'.  Dans 
le  cas  où  m=  2n ,  le  troisième  terme  et  les  suivants  admet- 
tent le  diviseur  2"+',  tandis  que  la  somme  des  deux  pre- 
miers ia+b  \/ — l)  {a  +  b  {/ — 1 +/»«,),  est  un  produit 
de  2«  facteurs  impairs  qui  n'est  divisible  que  par  2"  (Sj. 

5.  La  recherche  des  racines  complexes  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs 
rationnels.  En  effet ,  considérons  d'abord  une  équation  à 

coefficients  réels  :  si  a  +  b  V —  1  est  une  racine  complexe , 
le  premier  membre  est  divisible  par  x^  —  lax  +  a'+b\  il 
suffira  donc ,  pour  avoir  toutes  les  racines  de  cette  espèce, 
de  chercher  les  diviseurs  rationnels  de  la  forme  x'+px+q , 

1 

et  d'écarter  ceux  où  a  —  —  ,  ne  serait  pas  un  carre. 

4 

Le  cas  où  l'équation  proposée  M  =  0,  a  des  coefficieuls 
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complexes  le  ramène  au  précédent  :  pour  cela  il  suffit  de 
changer  le  signe  de  \/—  l  dans  tous  les  termes  de  celte 
équation  et  de  multiplier  l'équation  M'=0  ainsi  obtenue 
membre  à  membre  par  M  =  0.  On  aura  ainsi  une  équation 
à  coefficients  réels  dont  les  racines  complexes  de  la  forme 
rtdrfcl/'— i  appartiendront  à  l'équation  proposée  en  choi- 
sissant un  signe  convenable  pour  b^/  —  \.  Ce  chois  pourra 
se  faire  au  moyen  du  dernier  terme  de  l'équation  qui  doit 
être  divisible  par  la  racine.  Pour  ne  pas  faire  de  calculs 
inutiles,  on  doit  débarrasser  les  premiers  membres  des  équa- 
tions I\1=0,  M'  =  0,  do  leur  commun  diviseur,  s'ils  en 
admettent,  et  opérer  séparément  sur  ce  commun  diviseur. 

6.  La  considération  des  diviseurs  conduit  à  une  autre  dc- 
monstratiou  de  la  proposition  énoncée  ci-dessus.  Soit  en 
effet  l'équation  x^  +  a  jr"  '+...+«„,  =0,  qu'on  peut  sup- 
poser à  coefficients  réels,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  si  elle  admettait  une  racine  complexe  fractionnaire 

a  +  bV^    ...  ,       2a         a'+i' 

,  le  facteur  a. xH auraitaumoms 

P  P  P 

un  coefficient  fractionnaire;  cary;  ne  peut  diviser  a  et  à'+b^ 

et  s'il  est  égal  à  2 ,  a'+b"  n'est  pas  divisible  par  4  ;  il  suffit 

donc  de  démontrer  qu'un  polynôme  à  coefficients  entiers 

dont  le  premier  terme  est  x"  ne  peut  admettre  un  diviseur 

à  coefficients  fractionnaires  (*). 

7.  Plus    généralement  pour   que    le   polynôme 

j:''+~j:'"-+...+  ^~,  soit  divisible  par  x"+-'x'— +...+-", 
a  a  '  b  b 

il  faut  nécessairement  que  b  divise  a.  On  suppose  naturelle- 
ment que  les  coefficients  de  l'un  et  l'autre  polynôme  sont 
réduils  au  plus  petit  dénominateur  commun.  Cela  posé,  en 
multipliant  le  dividende  par  a ,  et  par  une  puissance  de  b 

C,  V.  p.  \i.  Tm. 
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convenable ,  on  pourra  toujours  obtenir  un  quotient  à  coef- 
ficienls  entiers ,  en  sorte  que  l'on  aura  : 

b''{ax'"  +  a,x"'-...+a„)  ={bx"+b,x''-'+ b„)Q. 

Or  i""  est  premier  avec  le  diviseur,  donc  il  doit  diviser  tous 
les  termes  de  Q;  par  conséquent  ax""  +  a, x""'' -{-...,  est  égal 
à  bx''+b^x'^'-\-...,  multiplié  par  un  polynôme  à  coefficients 
entiers,  ce  qui  exige  que  a  soit  un  multiple  de  /;. 

8.  La  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  rationnels 
a  beaucoup  d'autres  applications.  Par  exemple,  il  est  souvent 
important  de  sa  voir  reconnaître  qu'un  polynôme  est  premier, 
ou  que  l'équation  dont  il  est  le  premier  membre  est  irré- 
ductible. Je  me  propose  d'indiquer  dans  un  autre  article  un 
procédé  régulier  et  d'une  application  facile  pour  trouver  les 
diviseurs  rationnels  d'un  polynôme  algébrique. 


THÉORÈME 

RELATIF  AU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 

FAR  M.  BOUVEBAT, 

ancien  élève  de  l'Ecole  polylecbniifue. 

Théorème.  Soit  proposé  de  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a,x'"+  a.x"'-  +  a  jx"-'  +  a^x'^^  +  a.x^'i^  +  etc. 
6,x'"-+  6,x'"-'+  Z»3x'"-'+  b^x^-'^-V  b,x^-'^  +  etc. 

Le  quotient  sera  du  premier  degré  et  de  la  forme 

aX —  ë. 

Le  reste  devant  être  du  degré  m  —  2  pourra  être  représenté 

par 

A.x'"-'+  A.x"'-^  A,x'"-^+  A.x'-'  +  elc. 
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On  multipliera  le  premier  polynôme  par  b,\  cl  on  effectuera 
la  division.  On  trouvera  l'expression  du  reste  qui  est  repré- 
sentée dans  le  tableau  suivant  : 


a,b: 

x'^+aA' 

x^-+aA' 

x'"-'+a,b; 

x^-^+a,b 

b,« 

— 6,a 

-^« 

-b,a 

-b,. 

+bfi 

+bfi 

+bfi 

+bfi 

Les  coelTicients  de  x"  et  x"  '  devant  être  nuls ,  on  aura , 
pour  déterminer  les  valeurs  de  a  et  6 ,  les  deux  relations 


aA'—b,oL  +  bfi=:0\ 
a.b,'—b,<i  =  0      \ 


d'où 


a  =  a,b, 

6  =  a,b, —  a,b,. 


«  et  e  étant  connus ,  on  obtiendra  les  valeurs  des  coeffi- 
cients A, ,  A,,  A,,  etc.  des  ternies  du  reste  de  la  di,vision,  au 
moyen  des  égalités 

A,  =  a,b;—b,'x  +  b,^, 

A,  =  a^b'—b^<i  +  bp, 

A,=  rt,fr,'— ija  +  ^jg, 

A,  =  <i,b;—  b,oL  +  b.c.. 

La  loi  de  ces  coefficients  est  évidente. 

2.  Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples ,  que  ce 
théorème  s'applique  à  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
et  indiquer  les  dispositions  qu'il  convient  de  donner  aux  cal- 
culs ;  ensuite  nous  ferons  conoaitrc  certains  caractères  au 
moyen  desquels  on  peut  s  assurer  que  deux  polynômes  sont 
ou  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par  l'autre  sans  cflecluer  la  di- 
vision ;  ce  qui  évitera  toujours  de  faire  la  dernière  opération 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  soit  par 
la  méthode  que  nous  proposons ,  soit  par  la  méthode  connue. 

Règle  générale.  On  écrit  les  deux  polynômes  l'un  au-des- 
sous de  l'autre  ,  ou  place  sur  une  ligne  horizontale  les  trois 
multiplicateurs  b',  a ,  ê ,  en  ayant  soin  de  supprimer  les  fac- 
teurs  communs.  On  multiplie  par  /','  les  coefficients  des 
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Jermesdu  dividende,  à  partir  du  troisième,  et  on  place  les 
résultats  sur  une  ligne  horizontale  ;  on  multiplie  par  a  changé 
de  signe  les  coefficients  des  termes  du  diviseur,  en  commen- 
çant par  le  troisième ,  et  on  écrit  les  produits  au-dessous  des 
premiers ,  dans  le  même  ordre  qu'on  les  a  obtenus  ;  on  mul- 
tiplie par  e  les  coefficients  des  termes  du  diviseur,  à  partir  du 
second ,  et  on  écrit  les  produits  encore  au-dessous  des  précé- 
dents. On  additionne  par  colonnes  verticales,  et  les  résultats 
sont  les  coefficients  des  termes  du  reste  de  la  division  du 
premier  polynôme  par  le  second . 

Cette  règle  est  appliquée  à  l'exemple  suivant  que  nous 
avons  pris  dans  le  Traité  d'Algèbre  de  M.  Choquet  : 

.r*— 2x'— 6x5-|-4^'-f  1 3x-f  6 
3  jr*-|-4x5— 6j:'— 1  2jc— 5 
-1-9,  — 3,   -1-10 


— 54+36+1 17-f  54 
+18+36+  15 
+40—60—120—50 

1"  reste...     j:-'+3x'+3ar+l...  dans  lequel  on  a  supprimé 
1 ,  —  3 ,  +  5  le  facteur  4 . 


—  6—12—5 

—  9—3 

4-15+15+5 


2' reste....  0 


La  seconde  opération  est  inutile  ;  car  il  est  facile  de  recon- 
naître que  le  premier  reste  est  le  diviseur  cherché.  En  effet, 
toutes  les  fois  que  le  produit  du  dernier  terme  du  dividende 
par  b^  est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit  du  dernier 
terme  du  diviseur  par  6  ,  ou  lorsque  la  somme  de  ces  deux 
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produits  est  nulle,  on  doit,  d'après  ce  qui  prerède,  trouver 
zéro  pour  reste,  si  l'on  effectue  la  division. 

Ainsi  ce  théorème  se  réduit  à  effectuer  de  simples  multi- 
plications sur  les  coefficients  des  termes  des  polynômes  pro- 
poses, sans  faire  subir  aucune  préparation  au  dividende.  On 
remarque ,  en  outre ,  qu'en  appliquant  la  méthode  ordinaire 
à  l'exemple  précèdent ,  il  faudrait  écrire  quarante-trois  ter- 
mes de  plus. 

3.  Dans  l'application  de  ce  théorème ,  on  suppose  que  le 
dividende  contienne  toutes  les  puissances  de  la  lettre  par 
rapport  à  laquelle  il  est  ordonné  depuis  m  jusqu'au  terme 
indépendant  de  cette  lettre  ,  et  de  mémo  le  diviseur  à  partir 
de  w  —  1 .  Quand  cola  n'a  pas  lieu ,  il  faut  tenir  compte  des 
puissances  qui  manquent ,  en  les  considérant  comme  affec- 
tées du  coefficient  zéro. 

Cette  circonstance  abrège  le  théorème. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  polynômes 

xi  _  3.r'-f  2a?«  +  4 x'  -  3 x  -|-  x  -(-  4 , 
a;«  —  2X-* -j- jt' -(- .r' -|- X  +  4 . 

Comme  il  faut  avoir  égard  aux  rangs  des  termes ,  on  pourra 
faire  l'opération  ainsi  qu'elle  est  représentée  dans  le  tableau 
suivant  : 
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x'-{-0x^—2xi+x^+x'-{-x-\-i 
1,  -1,  0 

—3+2+4—3+1+4 
+2—1—1—1—4 

1"  reste. . .  — ;c5+x*+3j:'— ix'— 3x+4 
1,  +1,  +1 


—2+1+1+1+4 
+3_4_34.4 

+1+3—4—3+4. 

2»  reste...  x^+Ox^ — 3a;^+x+4...  dans  lequel  on  a  supprimé 
1 ,  +  1  —  1    .  le  facteur  2. 


0 
D'après  la  remarque  ci-dessus ,  on  est  assuré  que  le  second 
reste  est  le  diviseur  demandé. 

4.  Il  est  évident  que  ce  théorème  s'applique  également  à 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  des  po- 
lynômes contenant  un  nombre  quelconque  de  lettres. 
Soient  pour  exemple  les  deux  polynômes  à  deux  lettres 
3^3_7yx"+3j'"j:— 2^' 
2x'—3yx—2y 
4,  -6  +  5)' 


+12JK'— 8y5 

i"  reste. . .  x — 2y. . .  dans  lequel  on  a  supprimé  le  facteur  9y. 
1— 2-r 
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5.  Tout  ce  que  nous  avons  dil  jusqu'ici  esl  relatif  aux  po- 
lynômes des  degrés  m  el  m —  1.  Quand  l'un  des  polynômes 
est  du  degré  m ,  et  l'autre  du  degré  m  —  2 ,  il  faut  calculer 
un  multiplicateur  de  plus ,  en  suivant  le  procédé  indiqué  plus 
haut. 
Prenons  pour  exemple  les  deux  polynômes 

20:c5_  4.1^^4  _j_  50^07»—  iSy'x"  +  2by^x  —  ôy' 
5x'  —  ^yx'  +  bfx  —  Sy'. 

On  trouvera  les  quatre  multiplicateurs  1,4,  by,  2^%  qui, 
étant  écrits  avec  des  signes  convenables  pour  l'opération, 
seront  +1,-4,  +5}-,  — 2^. 

Mais  au  lieu  de  commencer  la  multiplication  par  les  troi- 
sièmes termes ,  il  faudra  la  commencer  par  les  quatrièmes 
pour  les  multiplicateurs  -j-  1  et  — 4,  et  par  le  troisième  et 
le  second  terme  du  diviseur  respectivement  pour  les  mulli- 
plicateurs  5^,  — 2^'. 

Voici  le  détail  de  l'opération  : 

20j,-5—  41j'x'  +  50^0-^  —  45>'V  -f  iby''x—  6y^ 
5Jtr'  —  liyx'  +  5y''x  —  dy^ 

1.  — 4; +5r,  — 2r'  # 

—  ^by^-{.'ihy'—%y'- 

+  25y'— ISr" 


0 

On  pouvait  reconnaître  à  l'inspection  des  multiplicateurs 
que  la  division  se  ferait  exactement,  et  par  conséquent  évi- 
ter de  faire  l'opération. 

6.  Il  nous  reste  à  examiner  un  dernier  cas;  c'est  celui  où 
les  polynômes  sont  l'un  et  l'autre  du  degré  m.  Si  les  coeffî- 
cienls  des  termes  en  x*"  ne  sont  pas  égaux,  ou  multipliera 
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l'un  d'eux  par  un  facteur  convcuablc  ,  alin  qu'ils  le  devien- 
nent. On  retranchera  l'un  des  polynômes  de  l'autre  ;  on  ob- 
tiendra un  résultat  du  degré  m  —  1 ,  auquel  on  appliquera  le 
théorème  conjointement  avec  l'un  des  polynômes  proposés. 

Soient  donc  pour  exemple  les  deux  polynômes  du  qua- 
trième degré 

x*+8x5-f-12ar'— 8x-f3 
x«-}-3x'— 1 3x'-f  7x— 2 
;+5x'+25a:'— 15.r-|-5 


Résultat  de  la  soustraction ,  ,      ,,        ,      „     ,. 

'  -f-  ^  -T  5x —  3x-(-l 


-1+2 


0 

7.  Quand  on  applique  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser à  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
un  polynôme  jt"-}-  ax""''  -\-  bjo"'~'  -f-  etc.  et  sa  fonction  déri- 
vée, on  voit  que  les  trois  multiplicateurs  sont  m',  — m,  — a. 
Ainsi  on  peut  les  écrire  à  l'inspection  de  la  quantité  proposée. 
En  examinant  la  composition  des  coefficients  des  termes 
du  reste,  on  reconnaît  qu'ils  suivent  une  loi  très-simple  qui 
donne  le  moyen  de  les  obtenir  sans  écrire  la  fonction  dérivée. 
Prenons,  pour  tixer  les  idées,  le  polynôme  du  cinquième 
degré 

x^+ax^+bx^+cx^+dx+e 
5x^+iax^+Zbx^+'2cx+d 
25,  —5,  —a 


256+25c-|-25(^+25(; 
—156— 10c— 5^ 
—4a" — 3ab — 2ac — ad 


Le  reste  sera 

■     -4a 


(—4 


106 


x^+i5c 
~3ab 


.v'+20d\x+23e 
— 2rtC    — ad 
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On  voit  que  chaque  coefficient  est  formé  de  deux  parties. 
On  obtient  les  premières  en  multipliant ,  à  partir  du  troisième 
terme,  les  coefficients  b,c,  etc.  respectivement  par  2,  3, 
4,  etc.  fois  le  degré  du  polynôme  ;  et  les  secondes,  en  mul- 
tipliant, à  partir  du  deuxième ,  les  coefficients  a,  b,  c,  etc., 
tous  par  a  et  par  le  degré  de  chaque  terme. 

Cherchons  par  cette  méthode ,  encore  plus  expédilive  que 
la  précédente,  le  reste  de  la  division  de 

ar''-f-2jr' — Sjr'+Sor+lO  par  sa  fonction  dérivée, 


—24+60+160 
—12+12—  10 


Le  reste  sera....  — 36j:'+72x+150 

Si  l'on  a  a=0,  le  reste  s'obtient  encore  plus  simplement  ; 
car  les  quantités  ia',  3ab,  etc.,  contenant  toutes  le  facteur  a, 
se  réduisent  à  zéro  :  de  plus,  les  autres  quantités  106, 15c, etc. 
renferment  le  facteur  commun  5  ou  le  degré  du  polynôme 
D'où  il  suit  que  les  coefficients  du  reste  sont  2b,  3c ,  M, 
5e ,  etc. 
Par  exemple,  le  reste  de  la  division  de 

par  sa  fon(S 
tien  dérivée 
sera      +14j;|*— 27a:'— 52jr*+40x'— 30x'— 14x+160 

I\/ote.  Nous  reviendrons  sur  ce  théorème  et  sur  les  auteurs 
qui  s'en  sont  occupés ,  dans  notre  article  interrompu  sur  l'É- 
limination (I,  p.  125).  Tm. 


x'+7x«— 9.r  5— 1 3a?'+8j?5— 5x'— 2X+20 
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THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  NOMBRES 

D'après  Euler,  Legendre,  MM.  Gauss  et  Cauchy. 
,  Suite,  V.  p.  219.  ) 


28.  «  +  1  est  un  nombre  premier  ;  car,  s'il  était  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  mn ,  alors  2"" —  1  serait  divisible  par 
2*" —  1  et  par  2" —  1  ;  et  par  conséquent  2=<+'  —  1  n'étant  plus 
un  nombre  premier,  N  ne  sera  plus  un  nombre  parfait.  Fai- 
sons 2=<  =  jr  ;  alors  N  =  2j:"  —  x  ;  lorsque  .r  =  1 ,  N  de- 
vient égal  à  l'unité  ;  donc  N  —  1  est  divisible  par  x  —  1  ;  et 
l'on  a  N  —  \  =  {x —  1)  (2x-|-  1)  ;  remplaçant  x  par  sa  va- 
leur, on-a  l'idenlitéN  =2='(2'+'— 1)  =  (2«— l)(2'<+'  +  l)+l  , 
a  est  essentiellement  pair ,  et  2=^  =  (3  —  1)'  ;  donc  2"  est  de 
la  forme  3  +  1  ;  par  conséquent  2°' — i  est  divisible  par  3  ;  il  en 
est  de  même  de  2'+'  + 1  ;  donc  N  est  de  la  forme  9  +  1 .  Soit 
N,  la  somme  des  chiffres  de  N  ;  JN,  la  somme  des  chiffres  de 
N,  i  N3  la  somme  des  chiffres  de  N, ,  et  ainsi  de  suite  ;  tous 
ces  nombres ,  en  vertu  de  la  propriété  connue  du  diviseur  9 
dans  la  numération  décimale ,  sont  de  la  forme  9  +  1 .  Ces 
nombres  vont  toujours  en  diminuant  ;  le  dernier  de  ces 
nombres  est  donc  l'unité,  et  l'avant-dernier  est  dix  ou  une 
puissance  de  dix. 

Nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  le  professeur  Wantzel 
la  démonstration  de  cette  observation  de  Krafft  (27) . 

Le  premier  chiffre  à  droite  de  2"  étant  4  ou  6 ,  il  en  résulte 
que  le  premier  chiffre  à  droite  d'un  nombre  parfait  est  6 
ou  8. 


Ann.  de  Mathémat.  111.  23 
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/{èitidus  négatifs;  diviseur  commun  maximum;  multiple 
minimum- 

29.  Dans  la  division,  si  la  partie  entière  du  quolirnl  est 
trop  faible  à  moins  d'une  unité  près,  on  dit  que  la  division 
se  fait  en  dedans,  et  dans  ce  cas  le  résidu  est  positif;  si  la 
partie  entière  est  trop  forte  à  moins  d'une  unité  près,  la  di- 
vision est  dite  en  dehors ,  et  le  résidu  est  négatif. 

L'équation  <z  =  iy +  r  {§  13,  p.  214)  peut  s'écrire 
a  =  b{q  +  i)+r—  b; 

7+1  est  le  quotient  en  dehors,  et  r —  b  est  le  résidu  néga- 
tif correspondant  ;  exemple  : 

15  =  4.3  +  3=4.^—1  ; 

ainsi  dans  la  d  "ision  de  15  par  4  ,  3  est  le  résidu  positif  et 
—  1  le  résidu  négatif.  Les  théorèmes  5,6,7  ont  également 
lieu  pour  les  résidus  négatifs. 

30.  La  somme  du  résidu  positif  et  du  résidu  négatif  pris 
positivement,  est  égale  au  diviseur;  car  r+(b  —  r)=i; 
donc,  lorsqu'un  de  ces  résidus  est  plus  grand  que  la  moitié 
dudi  viseur,  l'autre  est  nécessairement  plus  petit  que  cette  moi- 
tié ;  ils  ne  peuvent  être  égaux  que  lorsque  le  diviseur  est  pair. 

31.  Problèmes.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  nombres  A  et  B. 

1"  solution.  Méthode  d'Euclide.  Elle  est  fondée  sur  le  théo- 
rème 5  (p.  216)  ;  si  A  =  B  ,  le  diviseur  commun  maximum 
est  A  :  si  A >  B,  soit  r,  leur  résidu  ;  ainsi  le  diviseur  cher- 
ché divise  r,  (théor.  5) ,  et  vice  versa  le  diviseur  de  r,  et  de  B 
divise  A  ;  soit  r,  le  résidu  de  B  et  de  r .  On  démontre  de 
même  que  le  diviseur  commun  cherché  appartient  aussi  à  r, 
elr,i  les  résidus  r,,  r,,  r,....  allant  en  diminuant,  on  par- 
viendra nécessairement  à  zéro  ou  à  l'unité.  Dans  le  premier 
cas,  le  diviseur  correspondant  au  résidu  nul  est  le  diviseur 
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commun  maximum  cherché  ;  dans  le  second  cas ,  les  deux 
nombres  n'ayant  d'autres  diviseurs  que  l'unité ,  sont  premiers 
entre  eux.  (Euclide,  liv.  VII,  prop.  2;  liv.  X,  prop.  3.) 

2"  solution.  Méthode  de  décomposition.  On  décompose  cha- 
que nombre  en  ses  facteurs  premiers.  On  prend  tous  les  fac- 
teurs communs  aux  deux  ;  on  donne  à  chacun  de  ces  facteurs 
le  plus  petit  exposant  qu'il  a  dans  les  deux  nombres  ;  le  pro- 
duit de  ces  puissances  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché.  Exemple  : 

504=2^3\7;     2880:^=  2'*. 3' 5  , 

ainsi  le  diviseur  commun  maximum  de  504  et  de  2880  est 
■2\y  =  T2. 

32.  Problème  6.  Trouver  une  limite  pour  le  nombre  d'o- 
pérations à  effectuer  dans  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur ,  par  la  méthode  d'Euclide. 

Solution.  Soient  A  et  B  les  deux  nombres  ;  A  >>  B  ;  et 
'".1  f,,  '■3  ••••  '"n  les  résidus  ;  u  indique  le  nombres  d'opéra- 
tions et  r„  le  dernier  résidu.  On  suppose  qu'on  prend  tou- 
jours les  résidus  les  plus  petits,  et  au  besoin  des  résidus  né- 
gatifs. Ainsi  on  a  donc 

^  B  ^  n  ^  '•n-i 

'  ^  2        '2  "^~-     2    ' 

sans  exclure  l'égalité  (30).  Donc 

B  B  B 

or  T-R  étant  un  nombre  entier,  on  a  nécessairement 

2-<B;      ou     n<p:Ë        or     ,-î-<l^; 
^  log.2'  log.2^  3  ' 

donc  n<C— log.B; 

si  B  a  w  chiffres  ,  alors  m  >  log.  B  ;  donc  /i  <  —  m. 
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Le  plus  souvent ,  le  nombre  d  opérations  est  bien  au-des- 
sous de  cette  limite  ;  ainsi  dès  qu'on  parvient  à  un  résidu 
premier  avec  le  diviseur  correspondant,  l'opération  se  ter- 
mine là.  {f^oir  t.  I ,  p.  355.) 

32  {bis).  Théorème  de  M.  Gauss.  Les  carrés  des  modules 
des  termes  de  la  série  A  ,  B ,  r, ,  /•, ,  r,  ..../■„  vont  toujours  en 
diminuant. 

Démonslralioti.  La  proposition  est  évidente  quand  A  et  B 
«nt  des  nombres  réels.  Si  A  et  B  sont  imaginaires,  soit 

—  ^b  +  ci,  belc  sont  réels  ,  et  1=  l^ — 1  ;  soient  b'  et  c' 
B 

les  entiers  les  plus  rapprochés  à  -  près  de  ft  et  c  ;  de  sorte 
jue  {b  — 1')'<;  7  ;  (c  —  «')'•<  7  ;  on  a  A  =  B^.-l-  r .  Faisons 

q,  =  b'  +  c'i;     B  =  /i  +  ki  ;     r,  =y+  gi  ; 
h,  k,J\g  sont  des  nombres  réels.  De  ces  diverses  équations 
on  tire 

l  =  b-^yu^-^)=J^. 

et  passant  aux  modules  , 

Le  premier  membre  est  plus  petit  que  -  ;  donc/'  +g^',  carré 

du  module  de  r,,  ne  surpasse  pas  la  moitié  de  /*'  +  A',  carré 
du  module  de  B.  Ce  qu'il  fallait  (it-raontrer. 

Observation.  M.  Gauss  appelle  norme  le  carré  d'un  mo- 
dule :  cette  expression  abrège  beaucoup  d'énoncés.  Le  théo- 
rème précédent  sert  de  base  à  la  théorie  des  racines  com- 
plexes des  équations. 

Corollaire,  rn  est  diviseur  commun  de  A  et  B ,  et  si  l'on  a 
r»  =  rtl  ou  bien  r»=d:t,  les  nombres  A  et  B  n'ont  pas 
de  diviseur  commun. 


—  341  — 

33.  Problème  7.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  A ,  B ,  C ,  D ,  etc. 

1'*  Solution.  Méthode  d'Euclide.  Soit  M  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  A  et  B  ;  on  cherche  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  M  et  C,  et  ainsi  de  suite.  (Euclide,  liv.  VII , 
prop.  3  ;  liv.  X ,  prop.  2-4.) 

2«  Solution.  Méthode  de  décomposition.  On  prend  les  fac- 
teurs premiers  communs ,  avec  leurs  plus  petits  exposants  ; 
on  en  forme  un  produit  qui  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché. 

Corollaire.  En  divisant  tous  ces  nombres  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  les  quotients  n'ont  plus  de  commun 
diviseur. 

34.  Problèmes.  Trouver  le  plus  petit  multiple  de  deux 
nombres  A  et  B. 

1"  Solution.  Méthode  d'Euclide.  Soit  D  le  plus  grand  com- 

A  B 

mun  diviseur,  a  le  quotient  de  —  et  ^  le  quotient  de  — ,   le 

plus  petit  multiple  est  abB.  (Euclide ,  liv.  VII ,  prop.  36.) 

2°  Solution.  Méthode  de  décomposition.  On  fait  le  produit 
de  tous  les  facteurs  premiers  élevés  chacun  au  plus  haut 
exposant. 

35.  Problème  9.  Trouver  le  plus  petit  multiple  des  nom- 
bres A,  B,C,D 

1'^  Solution.  Méthode  d'Euclide.  Soit  M  le  plus  petit  mul 
liple  de  A  et  B,  on  cherche  le  plus  petit  multiple  M,  de  M 
et  C,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  plus  petit  multiple  satisfait 
à  la  question.  (Euclide,  liv.  VII ,  prop.  38,  seulement  pour 
trois  nombres.  ) 

2'=  Solution.  Méthode  de  décomposition.  Comme  pour  le 
problème  précédent. 

Observation.  Les  problèmes  5,  7,  8,  9  servent  à  simplifier 
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les  fractiuns  il  à  les  ramener  au  muindre  dcDominaleur 
commun. 

Nombres  congruents,  modules  et  congruences. 

36.  Définition.  Deux  nombres  sont  dits  congruents  rclali- 
vement  à  un  troisième  nombre,  lorsque,  étant  divisés  cha- 
cun par  ce  troisième  nombre ,  ils  laissent  des  résidus  égaux  ; 
et  ce  (roisiéme  nombre  est  dit  le  module  des  deux  nombres 
f.ongruenis. 

37.  Si  a.  et  b  sont  congruents  par  rapport  au  module/», 

on  aura  a  —  b^p  (th.  6,  p.  216);  et  réciproquement,  si 

l'on  an—b=p,aetlf  sont  congruents  par  rapport  au 
module  p.  Une  telle  équation  se  nomme  une  congruence. 
Pour  exprimer  que  a — b  n'est  pas  divisible  par/»,  nous 

écrirons  a  —  b^  p  \  et  dans  ce  cas ,  ^  et  6  ne  sont  pas  con- 
gruents relativement  à  p.  Ainsi  a^ p  signifie  que  a  n'est 
pas  divisible  par/?.  Si  <x  >>  x ,  x  désignant  un  nombre  quel- 
conque supérieur  à  l'unilé,  a  est  un  nombre  premier. 

Remarque.  Euclide,  au  livre  X,  prop.  80 ,  dit  qu'une  ligne 
est  congrue  (irpotjapfjLtîÇei)  à  une  autre,  lorsqu'elle  satisfait  à 
certaine  condition  de  commensurabilitc.  M.Gauss  atransporté 
cette  locution  en  arithmétique  et  en  a  fait  la  base  d'une  doc- 
trine qui  fait  époque  dans  la  théorie  des  nombres  ;  l'illustre 
géomètre  écrit  ainsi  les  congruences  a  -^  b  (mod.  p)\  les 
notations  étant  purement  conventionnelles,  lorsqu'elles  n'ont 
pas  encore  acquis  la  sanction  des  siècles ,  on  peut  et  on  doit 
les  changer,  s'il  y  a  avantage.  Legendre  a  adopté  cette  forme 
a  —  b=M{p)  ,o\\  M  est  la  lettre  initiale  du  mot  multiplica- 

leur  ;  quelquefois  encore,  il  emploie  cette  forme =e, 

e  étant  la  lettre  initiale  du  mot  entier.  Nous  avons  pensé 
que  le  point ,  élant  déjà  admis  pour  désigner  une  mulliplica- 
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lion,  pourrait  par  analogie  encore  servir  dans  les  congruen- 
ces.  On  fait  ce  signe  facilement  et  promptcment  ;  ce  qui  est 
un  avantage  pour  le  calculateur  et  aussi  sous  le  rapport 
typographique. 

M.  Cauchy  s'est  servi  des  mots  équivalents  et  équivalence , 
pour  remplacer  les  mois  congruents  et  congruence.  Ces  nou- 
velles dénominations  ne  paraissent  pas  avoir  été  adoptées. 

Théorie  des  résidus  dans  les  progressions  arithmétiques  ; 
congruences  du  i"  degré. 

38.  Lemmb  1.  Etant  données  n  quantités  quelconques,  dis- 
posées dans  un  ordre  quelconque  sur  une  ligne  horizontale, 
la  dernière  moins  la  première  est  égale  à  la  somme  des  n —  1 
restes  qu'on  obtient  en  retranchant  chaque  quantité  de  celle 
qui  la  précède. 

Démonstration.  Soient  a,  a,,  «, ,  a^  .  ..  «n—i,  an  les  n 
quantités,  on  a  l'identité 

«„— rt=(a,— <z)+  (rt,—  a^)  +  {a,  —  a,)  +  ....  (a„  —  rt»-i). 

Corollaire.  Si  ces  différences  sont  toutes  égales ,  on  a 

an  —  a=(/i  —  i)  {a,  —  a)  ; 

ce  qui  a  lieu  dans  les  progressions  arithmétiques. 

Observation.  Ce  lemme  est  la  base  du  calcul  aux  différences 
finies. 

39.  Lemme  2.  Lorsque  les  n  quantités  étant  réelles  sont 
écrites  suivant  leur  ordre  de  grandeur,  la  différence  des 
quantités  extrêmes  est  plus  grande  qu'aucune  différence  entre 
des  quantités  intermédiaires. 

Démonstration.  Soient  «,,  a„  a,....ap....aq....an,  «quan- 
tités écrites  suivant  un  ordre  ascendant ,  on  aura 

Un  —  <ï,  >  «î  —  (^p  ; 

car  aq  —  ap  est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  différences  in- 
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tcrniédiaires,  et  a»  —  n,  est  égale  à  cotte  môme  somme,  plus 
les  différences  comprises  entre  a^  et  a,  ;  et  encore  entre  On 
et  aq.  Donc,  etc.  • 

40.  Lemme  3.  Si  n  nombres  inégaux  se  succèdent  suivant 
un  ordre  ascendant ,  deux  quelconques  de  ces  nombres  ne 
peuvent  <5trc  congruents  par  rapport  à  un  module  plus  grand 
que  la  différence  des  nombres  extrêmes. 

Démonstration.  Le  module  étant  plus  grand  que  la  diffé- 
rence des  extrêmes ,  est  plus  grand  à  fortiori  qu'une  diffé- 
rence entre  deux  nombres  intermédiaires  (lemme  2);  le 
module  ne  peut  donc  diviser  cette  différence;  les  deux  nom- 
bres ne  sont  donc  pas  congruents. 

Corollaire.  Divisant  donc  tous  les  nombres  par  ce  module, 
on  obtient  n  restes  différents. 

41.  THtoRÈME  1 1 .  K  nombres  entiers  consécutifs  étant  di- 
visés chacun  par  n,  donnent  les  résidus  0,l,2,3....n  —  1, 
dans  un  ordre  quelconque. 

Démonslration.  Ce  théorème  est  une  conséquence  immé- 
diate du  lemme  précédent.  (Disq.  arith.,  sec.  1 ,  §  3.) 

4-2.  Théorème  12.  Soit  la  progression  arithmétique  a,  2a, 
3a  ....  {n  —  1  ) a ,  n  étant  premier  avec  a  -,  si  l'on  divise  cha- 
que terme  par  n ,  on  obtient  les  résidus  l,2,3....n  —  t. 

Démonstration.  La  différence  de  deux  termes  quelconques 
est  ka  ,  ou  ^  <  «  ;  et  a  étant  premier  avec  n ,  ka  n'est  donc 
pas  divisible  par  n.  Par  conséquent ,  aucune  différence  n'est 
divisible  par  n  ;  tous  les  restes  sont  donc  différents  et  moin- 
dres que  n,  tl  aucun  reste  n'est  nul.  Doue,  etc. 

f  f.a  suite  prochainement.  ) 
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LES  DEUX  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 

DES   DIAMÈTRES   CONJUGUÉS,    DANS   LES   CONIQUES, 
d'après  Apollonius. 


On  sait  que  ces  deux  propriétés  sont  l'une  des  plus  belles 
découvertes  du  j;rand  géomètre  ;  il  y  a  peut-être  encore  quel- 
que intérêt ,  au  moins  historique  ,  à  connaître  sa  marche  ; 
elle  est  même  plus  simple  que  celle  qui  est  communément 
en  usage.  Nous  allons  indiquer  la  suite  des  propositions 
nécessaires  telles  qu'on  les  trouve  dans  le  livre  VII  ;  et  parce 
qu'elles  sont  un  moyen  d'exercice,  nous  supprimons  les 
démonstrations,  et  nous  rendons  les  énoncés  conformes  au 
langage  moderne. 

Proposition  II. 

A  sommet  d'une  hyperbole,  A'  second  sommet;  T  un 

\'T  AA' 

point  sur  A  A'  entre  A  et  A',  tel  que  l'on  ait  ^-^p-  = 


AT      paramètre' 
soit  AB  une  corde  quelconque  ;  BE  une  perpendiculaire  sur 

ÂB'         AA' 
l'axe  A'A  prolongé  ;  on  aura  ,pg-^  =  ^• 

Observation.  La  longueur  AT  est  homologue  au  paramétre 
dans  la  proportion  qui  sert  à  déterminer  le  point  T,et  comme 
cette  longueur  revient  dans  presque  toutes  les  propositions 
du  VIP  livre,  Apollonius  appelle  celte  longueur  TAorno- 
logue ,  nom  caractéristique  que  nous  conserverons  ;  si  nous 

désignons  cette  longueur  par  h ,  on  aura  h  =:   "  ^    où  a 

■2a+p 

est  le  dcmi-axc  Iransvcrse,  cl  p  son  paramètre. 
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PnOPOSITION   III. 

A  sommet  d  une  ellipse,  A'  autre  sommcl  sur  le  même 
axc|  T  un  point  sur  \c  prolongement  de  AA',  Ici  qu'on  ait 

AT       AA'  ^       . 

AT  ~  Xt  '      ''^***'  comme  dans  la  proposition  précédente. 

Observation.  On  a  /»  ^  — — . 
2a— p 

Proposition  IV. 

AA'  axe  d'une  hyperbole  ou  d'une  ellipse;  C  le  centre, 
CB  un  demi-diamctrc  quelconque;  CH  le  demi-diamètre 
conjugué;  BE  une  perpendiculaire  sur  l'axe;  BD  une  tan- 

.       .  ..  T.  ^'        BE 

gentc  rencontrant  Taxe  en  D;  on  a  -^-7  =  — _. 

CH'         CE 

Observation.  La  proposition  V  est  relative  à  la  parabole. 
Proposition  VI. 

A  et  A'  deux  sommets  d'une  hyperbole;  C  le  centre;  AT 
l'homologue  par  rapport  au  sommet  A  ;  A'T'  l'homologue  par 
rapport  au  sommet  A  {voir  proposition  II) ,  de  sorte  qu'on 
a  AT  =  AT  ;  les  points  T  et  T'  sont  entre  A  et  A'  ;  B  point 
pris  sur  l'hyperbole  dont  le  sommet  est  A  ;  BD  une  tangente 
en  B,  rencontrant  l'axe  AA'  en  D;  CB  un  demi-diamctre ; 
CH  le  demi-diamctrc  conjugué  à  CB;  AL  corde  parallèle  à 
CH  et  à  BD;  LM  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  ;  on  aura 

CB'  _  MT 
CH'  "~  I\1T' 

Proposition  VII. 
Même  proposition  pour  l'ellipse ,  les  points  T  et  T'  sont 
sur  le  prolongement  de  l'axe  AA'. 

Proposition  VIII. 
Mémos  constructions  et  notations  qu'en  VI  et  VII.  Soit 
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Y  une  moyenne  proportionnelle  entre  MT  et  MT',  on  aura 
AA"  A'T'.MT 


4[CB'+CH']       [MT  +  Y]' 

Proposition  IX. 

Mêmes  constructions  et  notations  qu'en  VI ,  VII  et  VIII; 
AT'.MT    _        AA" 
""  ^  [MT  -  Y]'  "■  4  [CB  —  CH]' ' 

Proposition  X. 

AA"  AT' 

Mêmes  constructions  et  notations;  on  a     _  =  — rr-, 

4.(jD.(jil  X 

ellipse. 

Proposition  XI. 

Même  proposition  pour  l'hyperbole. 
Proposition  XII. 

Dans  l'ellipse,  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
axes. 

Proposition  XIII 

Dans  l'hyperbole,  la  différence  des  carrés  des  axes  est  égale 
à  la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués 
quelconques. 

Observations.  Apollonius  déduit  ces  deux  dernières  pro- 
positions des  propositions  VII  et  VIII ,  qui  reviennent  iden- 
tiquement à  celle-ci  :  la  somme  (algébrique)  des  carrés  des 
projections  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  sur 
un  axe  est  égale  au  carré  de  cet  axe;  au  lieu  d'un  axe  on 
peut  même  prendre  un  diamètre,  pourvu  qu  on  fasse  les 
projections  parallèlement  au  diamètre  conjugué  à  celui  sur 
lequel  on  projette;  ainsi  la  méthode  analytique  de  M.  Ger- 
gonne  (t.  I ,  p.  245)  est  la  traduction  algébrique  de  la  mé- 
thode synthétique  d  Apollonius. 
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Proposition  XXXI. 

Si  l'on  mène  deux  diamètres  conjugués  quelconques  dans 
l'ellipse,  ou  entre  les  hyperboles  conjuguées,  le  parallélo- 
gramme construit  avec  ces  diamètres,  est  égal  au  rectangle 
construit  sur  les  axes  ;  pourvu  que  les  angles  du  parallélo- 
gramme soient  égaux  aux  angles  formés  au  centre  pour  les 
diamètres  conjugués. 

Apollonius  n'a  ici  recours  qu'à  la  proposition  IV  ;  con- 
servons les  mêmes  constructions  et  notations;  par  H  menons 
une  tangente  rencontrant  en  1  la  tangente  BD  et  en  D' l'axe 
AA',  la  figure  CBIH  est  un  parallélogramme;  et  on  sait 
par  la  géométrie  élémentaire  que  Taire  de  ce  parallélo- 
gramme est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires 
doublées  des  triangles  semblables  DBC,  D'HG  ;  or,  d'après  la 
proposition  IV,  Apollonius  démontre  facilement ,  emprun- 
tant le  langage  moderne ,  que  l'aire  doublée  du  triangle 

va'  xb^ 

DBC  est  - —  et  l'aire  doublée  du  triangle  D'HC  est  —  ;  a  , 

j-  y 

h  étant  les  demi-axes  principaux;  et  x  ci  y  les  coordonnées 
du  point  B ,  donc  l'aire  du  parallélogramme  est  ab  ,  etc. 

La  proposition  IV  est  une  transformation  de  celle-ci  :  le 
produit  des  distances  des  extrémités  d'un  diamètre  D  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  est  égal  au  produit  des 
distances,  à  ces  mêmes  diamètres,  de  l'extrémité  du  diamètre 
conjugué  à  D  ;  c'est  l'interprétation  géométrique  de  la  troi- 
sième équation  de  M.  Gergonne  (t.  I ,  p.  246). 

III.  Apollonius  ne  donne  pas  la  solution  du  problème  où 
il  s'agit  de  trouver  les  axes  au  moyen  de  deux  diamètres 
conjugues.  Cette  solution  se  trouvait  probablement  dans  le 
livre  VllI"  qui  ne  nous  est  pas  parvenu  ;  elle  est  d'ailleurs 
une  conséquence  de  la  proposition  IV,  puisqu'on  en  déduit 
que  le  produit  des  deux  segments  d'une  tangente  interceptée 
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entre  les  deux  axes  est  égal  au  carre  du  demi-diaraètre  Con- 
jugué à  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact  ;  ce  qui  sub- 
siste encore  lorsqu'on  remplace  les  axes  par  des  diamètres 
conjugués  quelconques. 

C'est  précisément ,  en  se  fondant  sur  cette  propriété ,  que 
Pappus  donne  la  solution  du  problème,  dans  le  huitième  et 
dernier  livre  de  la  collection  (Prop.  XIV).  Comme  il  a  dédié 
ce  livre  à  son  fils  Hermodore  ,  à  l'usage  duquel,  dit- il ,  il  a 
réuni ,  tout  ce  qui  se  trouve  d'épars  dans  les  écrits  de  divers 
géomètres  et  surtout  d'Apollonius,  qu'il  ne  fait  que  com- 
menter et  transcrire,  il  est  probable  que  cette  solution 
que  Pappus  a  placée  dans  son  huitième  et  dernier  livre  est 
celle  qu'Apollonius  avait  mise  aussi  dans  son  huitième  et 
dernier  Uvre  ;  on  peut  étendre  celte  construction  à  l'hyper- 
bole. Euler,  dans  ses  mémoires ,  donne  trois  constructions 
différentes  pour  résoudre  ce  problème.  [Novi-Comment.  VII, 
1750-51);  au  moyen  des  diamètres  conjugués ,  il  trouve 
la  direction  du  diamètre  égal  à  l'un  d'entre  eux  ;  dès  lors  la 
bissection  d'un  angle  donne  les  directions  des  axes. 

IV.  Dans  ces  derniers  temps,  M.  Chasles  a  indiqué  pour 
l'elhpse,  cette  construction  d'une  élégance  remarquable. 
Soit  O  le  centre  de  la  courbe  ;  OA ,  OB ,  deux  demi-diamètres 
conjugués  ;  par  le  point  A ,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
AI  sur  OB  ;  et  sur  cette  perpendiculaire,  on  prend  de  part 
et  d'autre  AE,  AE'  égaux  à  OB  ;  on  lire  les  droites  OE,  OE'; 
les  bissectrices  de  l'angle  EOE',  et  de  son  supplément  sont 
les  axes  principaux  de  l'ellipse,  le  grand  axe  est  égal  à  la 
somme  des  droites  OE ,  OE'  et  le  petit  axe  est  égal  à  leur 
différence  ,  et  le  grand  axe  traverse  l'angle  aigu  formé  par 
les  diamètres  conjugués  donnés. 

L'auteur  a  été  conduit  à  celte  construction  en  résolvant 
le  problème  analogue  pour  les  surfaces  du  second  degré. 
{ Aperçu  historique ,  p.  45);  la  vérification  immédiate  est 
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facile.  Soit  0^  —  a,OB  =  AE  =  AE'=b,  sin BOA  =  sinv  ; 
prenons  O  A  pour  axe  des  x ,  OB  pour  axe  des  y  ;  il  vient 
AI  =  <isin7,  El=as'my  —  b,  E'I  =  asin7  +  6,  OE'=a'+ 
+  b'  —  2fl&sin7,  0E"=a'+b'+2absin'ti  ainsi ,  d'après  les 
deux  propriétés  fondamentales,  OE+OE'  est  égal  au  grand 
axe,  et  OE — OE'  ou  OE — OE  égal  au  petit  axc;  les  coor- 
données du  point  E  sont  b  coty,  a  —  ftcoséc.7  ;  l'équation  du 

b  COS7 

diamètre  OE  est  donc  r  =  — : —r^i  et  celle  du  dia- 

asin7 — b 

^_„  b  cos  7 

mètre  OE  estj'  = -. ;. 

rt  sm  7  +  6 

Les  deux  coefficients  angulaires  vériOent  l'équation  13 
(T.  11,  p.  29),  dans  laquelle  A  =  a%  B=c,  G=b^;  ainsi  les 
diamètres  OC,  OE'  sont  égaux,  donc ,  etc.  Cette  belle  con- 
struction ne  s'applique  pas  à  l'hyperbole  ;  en  désignant  par  K 
le  point  où  un  axe  principal  rencontre  la  droite  EE'  il  est  fa- 

.,    .    .  ..  .     „         OE       KE      , 

eue  de  démontrer  directement  que  1  on  a  -r=  =  — — ,  ;  donc 

OE        KË 

l'axe  est  une  bissectrice  de  l'angle  EOE'. 

Un  prochain  article  sur  les  noms  des  coniques ,  les  para- 
mètres  et  les  foyers,  selon  Apollonius.  Tm. 


NOTICE  BIBLIOGRAPHIQUE  SUR  APOLLONIUS 


Aucun  renseignement  ne  nous  est  parvenu  sur  la  vie  pri- 
vée d'un  homme  que  l'antiquité  a  surnommé  le  grand  géo- 
mètre ;  titre  qu'il  a  conservé  chez  les  modernes.  On  sait 
seulement  qu'il  est  né  à  Perge  (Pamphylie) ,  au  temps  de 
Ptolémée  Evergète,  qui  a  commencé  à  régner  en  —  247; 
c'estce  que  nous  apprend  Hcraplius,  auteur  d'une  vied'Archi- 
mède,  et  cité  par  Eutocius.  Il  étudia  les  mathématiques  à 
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Alexandrie,  chez  les  disciples  d'Euclide ,  et  acquit  sa  plus 
grande  célébrité  sous  Philopator,  mort  en  — 205  ;  ainsi  il  a 
suivi  Archimède  d'environ  un  demi-siècle ,  et  précédé  de  peu 
Géminuset  Hipparque,  Il  est  probable  que  se  dévouant  entiè- 
rement à  la  science ,  Apollonius  a  mené  une  vie  studieuse  et 
méditative  dans  l'Académie  d'Alexandrie.  Nous  savons  tou- 
tefois qu'il  a  fait  quelques  excursions  à  Pergame  et  à  Ephèse. 
Il  a  composé  beaucoup  d'ouvrages ,  dont  deux  seulement 
nous  sont  parvenus,  et  a  eu  quatre  commentateurs  :  Pappus, 
Hypatie,  Serenus  et  Eutocius.  Le  premier  elle  dernier  existent 
encore.  Pappus,  au  commencement  du  septième  livre  ,  qu'il 
dédie  à  son  fils  Hermodore,  donne  la  liste  suivante  de  ces 
ouvrages ,  avec  quelques  indications  sur  leur  contenu. 

1 .  De  Seclione  proportionis  (irepî  \6yoti  àiroxoiJi^ç)  ;  faire  des 
sections  en  vue  de  certains  rapports.  Pappus  en  donne 
l'exemple  suivant  ;  deux  droites  sont  données,  et  sur  chaque 
droite  un  point  fixe  0,0';  par  un  troisième  point  donné  , 
mener  une  transversale  qui  coupe  les  deux  droites  en  deux 

OP 

points  P  et  P'  tels  que  l'on  ait  -^^  =  un  rapport  donné.  Cet 

ouvrage  contient  deux  livires.  Il  existe  en  arabe  et  une  traduc- 
tion latine  en  a  été  publiée  par  Halley ,  sous  ce  titre  :  ApoUonii 
Pergœi  de  sectione  rationis ,  lib.  II;  ex  arabica  MS.  latine 
versi,  accedunt  ejusdem  de  sectione  spatii ,  lib.  II,  restituti 
Oaromo,  1706,  in-8°i  ouvrage  rare,  n'ayant  été  tiré  qu'à 
quatre  cents  exemplaires. 

2.  De  Spatii  sectione  {ywpioM  àitoTO|j[.^(T),en  2  livres;  mener 
des  transversales  qui  retranchent  des  espaces  donnés  ;  perdu. 

3.  Determinatâ  sectione  (oeopKjfAév»;;  tojatîi;),  en  2  livres, 
contenait  83  théorèmes  et  51  lemmes  ;  Pappus  en  cite  un 
exemple  :  plusieurs  droites  données  sont  coupées  par  une 
transversale,  trouver  sur  cette  transversale  un  point  tel  que 
ses  distances  aux  points  d'intersections  de  celte  transversale 
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avec  les  droites  aient  une  relation  donnée  ;  problème  déter- 
miné; ouvrage  perdu. 

4.  De  Tactionibus  (iitaipûiv),  en  2  livres,  contenait  20 
lemmes,  60  théorèmes  et  21  problèmes;  renfermait  la  solu- 
tion de  tous  les  problèmes  où  il  s'agit  de  mener  un  cercle 
tangent  à  des  droites,  à  des  cercles,  et  passant  par  des 
points  donnés.  Pappus  donne  1  enumération  de  ce  genre  de 
problèmes  ;  ouvrage  perdu. 

5.  De  Convergentibus{'tt'^<!iM-^),  en  2  livres,  125  théorèmes 
et  28  lemmes  ;  traitait  à  ce  qu'il  parait  des  droites  qui  se 
dirigent  vers  un  même  point ,  des  faisceaux  convergents  ; 
ouvrage  perdu. 

6.  Planis  Locis  (totkuv  èitmâSiov).  Sur  les  lieux  géométri- 
ques de  la  droite  et  du  cercle.  Exemple  Deux  droites  passant 
par  deux  points  fixes,  font  un  angle  donné,  le  lieu  du  sommet 
est  un  cercle  ;  contenait  en  2  livres ,  1 47  théorèmes  et  2 
lemmes;  perdu.  {La  suite  prochainement.) 


LIEU   GÉOMÉTRIQUE 

d'un  point  du  grand  axe  d'une  ellipse  qui  se  meut  en  restant 
tangente  à  deux  droites  fixes. 

FAR    M.    X.OUIS    FEaRIEH, 

élève  du  collège  royal  de  Mâcon. 


La  solution  générale  que  nous  allons  donner  de  ce  pro- 
blème est  fondée  sur  cette  propriété  de  Tellipse,  que,  si  on 
décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  une  circonférence, 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  les  tan- 
gentes se  trouvent  tous  sur  cette  circonférence. 

I.  Supposons  d'abord  que  le  point  pris  sur  l'axe  soit  le 
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foyer,  el  que  les  deux  tangentes  soient  rectangulaires.  Si  on 
considère  l'ellipse  dans  une  quelconque  de  ses  positions,  on 
obtiendra  les  coordonnées  du  foyer,  en  abaissant  de  ce  point 
des  perpendiculaires  sur  les  deux  tangentes.  Les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  se  trouveront,  d'après  le  théorème  que 
nous  venons  de  citer ,  sur  une  circonférence  décrite  sur  le 
grand  axe  comme  diamètre ,  et  le  problème  sera  ramené  au 
suivant  : 

Étant  donnes  une  circonférence  de  cercle  et  un  point  F  situé 
à  une  distance  c  du  centre,  trouver  la  relation  qui  existe  entre 
les  deux  droites  rectangulaires  menées  du  point  F  à  la  circon- 
férence (Gg.  44). 

Posons  FP=jK,  FQ  =  x,  OP  =  a  et  c  =  V'a'—b'. 

Les  deux  triangles  OFP  et  OFQ  nous  donneront  : 

c^-\-y' — a'       r' — b' 
cosOFP  =  -^ =- =  —  cosAFP  , 

^       c'+jr' — a'       j:' — 6'  . 

cosOFQ  =  —-- = =  —  sin  AFP. 

Ajoutant  ces  deux  équations,  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
on  trouve 

Cette  équation  peut  se  mettre  aussi  sous  la  forme  : 

et  c'est  sous  cette  forme  qu'on  la  trouverait  immédiatement, 
en  exprimant  que  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées 
des  foyers  sur  les  tangentes  est  égal  à  b\  et  que  la  distance 
des  deux  foyers  est  égale  à  2c. 

11  résulte  de  la  solution  que  nous  avons  donnée  et  de  l'é- 
noncé même  du  problème,  que  l'on  devra  trouver  la  même 
ann.  de  mathém.  m.  24 
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équation  pour  la  courbe  décrite  par  le  second  foyer,  et  que 
pendant  que  le  premier  foyer  décrira  une  portion  de  la 
courbe,  le  deuxième  foyer  décrira  l'autre.  Quant  à  l'équa- 
tion (1) ,  elle  nous  montre  immédiatement,  d'après  sa  forme, 
que  l'origine  est  un  centre ,  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  aux  deux  axes  et  à  leurs  bissectrices ,  cl  que  les  por- 
tions de  la  courbe  comprises  dans  les  angles  yox\  y'ox'  cl 
y'ox  sont  tout  à  fait  semblables  à  la  partie  comprise  dans 
l'angle >'o,r.  Nous  pouvons  donc,  dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
nous  contenter  de  considérer  celte  dernière  portion  4c  courbe 
décrite  par  une  ellipse  qui  ne  sort  pas  de  l'angle  yox.  On 
remarque  encore  que  l'équation  est  satisfaite  par  j:  =  0  et 
^'  =  0  ;  mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  que  la  courbe  passe  à 
l'origine,  car  si  l'on  résout  l'équation  par  rapport  à  j',  et 
que  l'on  cherche  les  conditions  de  réalité  des  racines ,  on 
trouve  que  les  valeurs  de  j:  ,  et  par  suite  celles  de  ^  (  à  cause 
de  la  symétrie),  sont  comprises  entre  a  +  ya' — b"  et 
a  —  \/a' — b'.  L'origine  est  donc  un  point  isolé.  On  con- 
clut encore  de  là  que  la  courbe  n'a  pas  de  branches  infinies  ; 
ce  que  nous  annoncent  aussi  les  considérations  géométriques 
du  problème. 

En  résolvant  l'équation ,  on  trouverait  facilement  la  forme 
de  la  courbe  tracée  dans  la  figure  45  mais  nous  préférons 
construire  la  courbe  par  points  et  la  discuter  d'après  cette 
construction. 

An  point  F  élevons  une  perpendiculaire  au  diamètre  OF, 
et  prenons  pour  axes  les  lignes  FA  cl  FB.  Cela  fait,  voici 
comment  on  construira  les  différents  points  de  la  courbe  :  par 
le  point  F  on  mènera  deux  droites  rectangulaires  quelcon- 
ques ,  et  on  considérera  les  lignes  FA,  FD  comme  les  abscis- 
ses, et  les  lignes  FB,  FC  comme  les  ordonnées.  Ensuite,  on 
rabattra  par  des  arcs  de  cercle  ces  longueurs  sur  les  axes  FX, 
FY,  et  prenant ,  pour  chaque  abscisse ,  les  deux  ordonnées 
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correspondantes,  on  déterminera  quatre  points  de  la  courbe. 
En  continuant  ainsi ,  on  trouvera  la  forme  de  courbe  indi- 
quée par  la  fig^ure  45. 

Nous  allons  maintenant  chercher  les  points  remarquables. 
Occupons-nous  des  limites  parallèlement  à  l'axe  des  y.  On 
sait  que  si ,  par  un  point  F  pris  dans  un  cercle,  on  mène  dif- 
férentes lignes,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  sont  les  lignes 
FA  et  FD  comptées  sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  F, 
et  que  de  FA  à  FD  la  ligne  menée  du  point  F  à  la  circonfé- 
rence va  toujours  en  croissant.  Il  résulte  de  là  que  FA  et  FI) 
seront  les  limites  des  abscisses.  Et  comme  ,  dans  ce  cas,  à  la 
même  abscisse  correspondent  deux  ordonnées  égales  FI  et 
FC,  on  obtiendra  par  la  considération  de  ces  ordonnées,  pour 
l'abscisse  FA,  deux  points  réunis  en  un  seul  au  point  K  j  et  pour 
l'abscisse  FD,  deux  autres  points  réunis  en  R.  Comme  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  bissectrices  des  angles 
des  axes,  les  limites  prises  parallèlement  à  l'axe  des  abscisses 
seront  absolument  les  mêmes  que  pour  l'axe  des  ordonnées. 
On  aura  ainsi  deux  autres  points  extrêmes  N  et  L 

Oq  peut  déterminer  facilement  les  points  où  la  courbe 
coupe  la  bissectrice  ;  il  suffit  pour  cela  de  faire  au  point  F, 
de  chaque  côté  du  diamètre,  un  angle  de  45  degrés.  On  aura 
alors  quatre  coordonnées  égales  deux  à  deux,  qui  seront 
celles  des  points  cherchés . 

2.  On  peut  construire  la  courbe  d'une  autre  manière  aussi 
simple.  Pour  cela  nous  remarquons  que ,  si  nous  décrivons 
du  centre  de  l'ellipse  une  circonférence  avec  un  rayon  égal 
à  rt,  nous  couperons  les  axes  en  quatre  points  dont  les  dis- 
tances à  l'origine  seront  les  coordonnées  des  foyers.  Les  lon- 
gueurs de  ces  lignes  ne  dépendent  donc  que  des  diverses  posi- 
tions du  centre  pendant  le  mouvement  de  l'ellipse.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  le  centre  décrit  un  arc  de  cercle  limité  par 
deux  parallèles  aux  axes,  IGetQS  menées  à  la  distance  b;  car 
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il  est  toujours  distant  du  sommet del'angle droilformé par hs 


deux  tangentes,  de  laquanlilé  constante  \/a'+  b\  et  sa  plus 
courte  distance  à  la  tangente  est  égale  à  b.  On  peut  remar- 
quer que  le  centre  décrit  deux  fois  le  mémo  arc ,  puisqu'il 
ne  peut  pas  dépasser  deux  lignes  fixes ,  et  qu'après  la  rotation 
entière  de  l'ellipse ,  il  revient  à  sa  première  position. 

La  portion  de  cercle  comprise  entre  les  deux  parallèles 
étant  tracée ,  d'après  les  remarques  précédentes ,  il  suffira  , 
pour  déterminer  les  différents  points  de  la  courbe,  de  décrire 
de  tous  les  points  de  cet  arc  de  cercle  une  circonférence  d'un 
rayon  égal  à  a ,  qui  coupera  les  deux  axes  chacun  en  deux 
points  On  obtiendra  ainsi  les  coordonnées  de  quatre  points , 
et  on  déterminera ,  en  opérant  ainsi ,  la  forme  de  la  courbe 
déjà  trouvée  {fig.  45). 

11  est  bien  évident  qu'on  aura  les  points  limites  en  décri- 
vant la  circonférence  des  deux  extrémités  de  l'arc  m,  et  les 
points  situes  sur  la  bissectrice  en  la  décrivant  du  milieu  de 
cet  arc. 

3.  Connaissant  le  lieu  décrit  par  le  foyer,  nous  allons  dé- 
terminer facilement  celui  d'un  point  quelconque  pris  sur 
l'axe. 

Soit  M  ce  point  pris  sur  l'axe  (^'z;.  44).  11  est  facile  de  voir, 
en  menant  les  coordonnées  du  point  M  et  les  coordonnées 
parallèles  du  foyer,  que  si  on  projette  M  sur  FP  et  FQ  en  H 
et  E ,  les  lignes  PH  et  QE  seront  les  coordonnées  (x',  y']  du 
point  M.  Il  résulte  de  là  que  si  nous  pouvons  exprimer  FP 
et  FQ  (y,  x)  au  moyen  de  PH  et  QE  {y',  x'),  en  substi- 
tuant les  valeurs  de  y  et  de  x  dans  l'équation  du  foyer,  nous 
aurons  une  relation  entre  x'  et  y.  Soit  FM  =  /.  On  a 


y=y'  +  HF,     HF  =  /cosWA  =  Z 
d'où  yz^y'  +  l 


icy 


2cy 


- 
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ou  bien  en  effectuant  : 

i'2c  +  l)x'- 

-2cry  —  ib'  = 

0. 

Eu  posant  (2c  +l)  —  /i  et 

(ic  4-  /)  ll>'  =  A 

,  on 

tire  de 

là  la 

valeur 

^-.^y 

±:J/cy'+/t 

k 

On  voit  bien  que  l'on  aura 

1  aussi 

ex 

'±yc'^"+k 

h 

Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  nous  trouvons 
pour  l'équation  du  lieu  cherché  : 


(2)         [c  (A + b^i')  y  +  (A — b'h')  ycy +k]'  + 


+  c{k—  b'K')  x'+  (c—b'h')  yc'x"+k=\c'{*). 

En  élevant  au  carré  et  faisant  les  opérations  nécessaires 
pour  l'évanouissement  des  radicaux ,  on  arrive  à  une  équa- 
tion en  x'  et  y  du  huilième  degré.  Mais  après  quelques  pré- 
parations ,  on  voit  qu'elle  ne  contient  que  des  ternies  en  x'y, 
x"+y,  x'H/'i  ou  bien  ((x" +/')'  — 2x'y'))  ;  et  que 
par  conséquent  en  la  transformant  en  coordonnées  polaires, 
elle  sera  fonction  de  o  et  de  sin2o).  En  élevant  au  carré  une 
seconde  fois ,  on  trouve  une  équalion  bicarrée  par  rapport  à 
sinâu,  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  à  cette  variable. 

4.  Voyons  maintenant  si,  en  faisant  certaines  hypoîhèses,  on 
ne  pourrait  pas  faire  disparaître  immédiatement  les  radicaux. 

Cela  arrive  évidemment  lorsqu'on  pose  c=^Q,  A+//7j'=0, 
ou  bien  encore  k  —  b'h'  =:  0. 

En  développant  ces  deux  dernières  conditions,  elles  nous 
donnent  les  relations  /  =  —  c  et  r  =  0. 

La  première  relation,  /= — c,  nous  indique  que  le  pointM 

(■)  Colle  éc|uation  n'éUnl  p.is  homoginc  est  évidemment  fausse.        Tni. 
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est  le  centre  mêuie  de  l'ellipse.  En  faisant  dans  l'équation (2) 
k  +  b'h'z^O  et  /=:  —  c,  on  trouve  un  cercle  dont  le  rayon 


est  égal  à  Va'+b'. 

Nous  voyons,  d'après  la  valeur  c  =  (),  que  l'ellipse  se 
change  en  une  circonférence  ;  et  en  faisant  cette  hypothèse 
dans  l'équation ,  on  trouve  le  résultat  x''+y'  =  f ,  c'est-à- 
dire  que  le  point  M  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  est  /.  Ce 
qui  était  évident  à  priori. 

Si  le  point  M  est  le  sommet,  l'équation  n'offre  rien  de 
remarquable. 

5.  Maintenant  nous  supposerons  que  l'angle  des  deux  tan- 
gentes soit  quekoiique,  et  nous  aurons  à  chercher  : 

Le  lieu  gcomélrique  des  points  du  grand  axe  d'une  ellipse 
qui  se  meut  en  restant  tangente  à  deux  droites  fixes  faisant  un 
angle  quelconque. 

Si  nous  rapportons  la  courbe  ;i  ces  deux  lanftentes  fixes 
prises  pour  iixes ,  les  coordonnées  de  ses  différents  points 
s'obtiendront  en  divisant  par  l'angle  des  axes  les  perpendi- 
culaires abaissées  du  point  décrivant  sur  ces  lignes  La  ques- 
tion est  donc  ramenée  à  trouver  une  relation  entre  ces  per- 
pendiculaires. 

En  supposant  d'abord  que  le  point  que  l'on  considère  soit 
le  foyer ,  nous  reprendrons  les  calculs  comme  dans  le  pro- 
blème précédent.  Seulement,  arrivé  au  point  où  la  première 
solution  exige  que  l'angle  PFQ  soit  droit,  il  faudra  seule- 
ment exprimer  que  cet  angle  est  constant.  Voici  comment 
nous  continuerons  les  calculs 

Posons       cos  PFQ  =  m  =  cos  (PF A  -(-  A  FQ) 
Aous  déduisons  de  là 

(„i_cosPFA  cosAFQ)'=sin  PFA  sin'AFQ. 

II  suffit  maintenant,  pour  avoir  notre  relation  cherchée, 
de   remplacer   cosPFAcosAFQ   et   sin'PFA  sin'AFQ  par 
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leurs  valeurs  on  fonctions  de  x  et^ ,  valeurs  trouvées  dans 
le  premier  problème. 

On  déduira  de  ce  lieu  celui  d'un  point  quelconque  pris  sur 
l'axe ,  tout  à  fait  de  la  même  manière  que  dans  la  première 
partie. 

Ainsi  le  problème  est  résolu'génèralement  pour  un  point 
quelconque  du  grand  axe. 

6.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le 
point  qui  décrit  la  courbe  est  un  point  quelconque  de  l'axe. 
Si  noDS  supposons  maintenant  que  ce  point  soit  pris  comme 
on  voudra  sur  le  plan  de  l'ellipse,  l'angle  OFM,  au  lieu 
d'élre  égal  a  deux  angles  droits,  sera  égal  à  un  angle  con- 
stant quelconque  ;  et  la  seule  différence  entre  ce  cas  et  celui 
que  nous  avons  examiné  précédemment,  proviendra  de  ce 
que  le  cosinus  de  l'angle  HFM ,  au  lieu  d'être  égal  à 
—  cosOFP,  sera  égal  à  cos(OFM  —  OFP).  Le  sinus  de  l'an- 
gle OFP  entrera  dans  l'expression  de  cosHFM,  et  si  on 
calcule  sa  valeur  au  moyen  de  celle  de  cosOFP  trouvée  pré- 
cédemment, on  introduira  j)'  sous  un  radical ,  dans  l'expres- 
sion de  y  ;  alors  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  y  au 
moyen  dey  ne  sera  plus  du  second  degré.  On  aura  bien  en- 
core, de  cette  manière,  un  nombre  suffisant  d'équations  pour 
résoudre  le  problème  ;  mais  on  ne  pourra  pas  faire  l'élimi- 
nation comme  dans  le  cas  précédent. 

Note.  1.  On  parvient  directement  et  promptement  à  ces 
solutions  en  faisant  usage  de  nos  formules  générales.  Pre- 
nons les  deux  tangentes  pour  axes  des  coordonnées  ;  on  aura 
1  =  1!  =0;  or  m  =  B' — 4AC  ;  remplaçant  A,  B,  C  par 
leurs  valeurs  en  k,  k,  L,  il  vient 

4L'  _  ^hldn  n'   _      r 

m'  m*  m'         siu^y  ' 

où  r  négatif  est  le  produit  des  carréi  des  demi-axes  dans  Tel- 
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lipsc  ,  el  r  positif  le  niéiuc  produit  dans  Ihypcrbolc.  Un  a 

N  =  A  +  C  —  B  cos/  = -r-, ■ • 

4L 

4LN        A'  +  A"+2(W  +  mn)cos-/ 

el =  ^ =  j;  ; 

m  ni 

dans  cette  expression  ,  s  est  la  somme  algébrique  des  carrés 
des  demi-axes  (t.  I ,  p.  493,  VII  )  ;  ainsi  r  et  «  sont  des  quan- 
tités données. 
2.  Centre.  Soient  x  cKy  les  coordonnées  du  centre  ;  donc 

k  h' 

x  =  -i  y=  — ; 
m  m 

on  a  donc 


n      „       «  r 

~+2xy—  =  -r-î- 
m  m       sin  7 

n 

et  J:'+y'+  '2j.x  COS  y  +  2  —  COS7  =  s  ; 

m 

éliminant      ,  il  vient 
m 

(r'+  •*"' —  *)' —  *-*'y  COS'v  =  rcol'7  ; 
lieu  du  centre  ;  courbe  du  4'  degré ,  n'ayant  point  de  bran- 
ches inGnicset  du  premier  genre  (Euler,  Inlrod,  t.  II,  lib.  ii, 
§  261)  ;  si  7  =  1',  elle  se  réduit  à  un  cercle  double. 

3.  Foyer.  Soient  X  et  Y  les  coordonnées  du  foyer,  et  tou- 
jours X  et  ^  celles  du  centre  ;  on  a  X=;a  —  x;  Y  =  p  — y  ; 
a=  sin'7=:  .r'sin'7  —  b'  ;  p'sin'7  =.r'sin*7  -  b'  (t.  II ,  p.  430); 

4AL       k'  ,  4CL 

car  — r  =  — î  =  ■'^  i     f'    — r  =:>''; 

m  m  m 

d'où  (X  +  X)'  sin'7  =  jt'  sin'y —  6' ,  et  de  là 

_      b'+  X'  sin'7 
■^""         2X  sin'7     ' 

.      ^  0'+  Y'  sin'7 

et  de  mémo  y  =^ ^^  .  . — ; 

2ï  sm  7 
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substituant  ces  valeurs  dans  le  lieu  du  centre,  il  vient 

[b*  {X'+ Y=)  +  Y'X"  [Y'+  X'—  4s)  sin^v  +  WY'X'  sin'-/]'— 
—  4X'Y'  [&'+  X"  sin'y]  [b'+Y'  sin'7]  cosy  =  1 6rY*X*  cos'7  sin^, 

lieu  des  foyers  ,  courbe  du  12"  degré.  Si  y  =  1',  la  courbe  est 
du  6°  degré  et  la  même  que  celle  de  M.  Ferrier.  Ceci  est  pour 
l'ellipse  et  l'hyperbole  ;  pour  la  parabole  dont  le  paramètre 

est  donné ,  =^  est  une  quantité  constante  =/>"  (t.  I ,  p.  494)  ; 

iL'  —  2kk'n;   N= -.  a  et  p  étant  les  coor- 

4L 

données  du  foyer,  on  a  a  =  -— -;  p  =  — — ^(t.II,p.432); 

d'où  l'on  déduit  facilement 

/>'  («'+  P'+  2a9  ces  v)  =  x'P". 

Si  7  =  1',  on  trouve  l'équation  (3)  de  la  p.  299 ,  t  I. 

4.  Pour  un  point  quelconque  du  plan ,  voir  a  solution  de 
M.  Rispal ,  p.  226  de  ce  volume.  Tm. 


QUESTIONS  D'EXAMEN. 

Surfaces  et  volumes  engendrés  par  les  polygones  réguliers , 
lorsqu'ils  tournent  autour  d'une  perpendiculaire  au  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit  menée  par  le  sommet  auquel 
aboutit  ce  diamètre. 

FAR  la.   HUET, 

ancien  professeur  de  nialbemaliques  spéciales  à  l'École  de  Sorrèze , 
régent  de  malhémaliques  spéciales  au  collège  de  Pamiers. 


Nous  adopterons  dans  la  résolution  de  ces  questions ,  les 
mêmes  notations  que  celles  que  nous  avons  employées 
p.  353,  t.  II;  seulement,  pour  varier  les  difficultés,  nous 
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chercherons  directcincnt  les  expressions  des  volumes  et  des 
surfaces  que  nous  nous  nous  proposons  de  trouver  en  fonc- 
tion du  rayon  R  du  cercle  circonscrit.  La  marche  que  nous 
allons  suivre  est  d'aillenrs  la  même. 

SCRF4CES    ENGBNDRËES. 

V  Triangle  {ûç;.  46). 

Surf.  T  =  surf.  CB+2surf.  AB  =  27tBF.CB+27rBF.AB  = 

2BF 
=  47r.AB.BF=3AB.2;r.      -  =  3AB.-2itAO  I    (1) 

or  AB  =  R\/3,     AO=R, 

donc  surf.  T  =  3.R\/3.2KR  =  6TtR' 1/3. 

2°  Carré  (6g.  47). 
Surf.  C=2(surf.AB4-surf.CB)=2it  { BE.  AB+CB(CA+BE) }  = 

=  27rAB(2BE+CA)==4AB.27rOAi  (2) 

or  AB  =  R|/2,  et  0A  =  R;  donc  surf.  C  =  8^R'|/2. 

3°  Pentagone  (fig.  48). 

Surf.  P  =  2  surf.  AB  +  2  surf.  CB  +  surf.  EC  =  2itBH.AB  + 

+  2TtBC  (CG  +  BH)  +  27:CG.EC  =  47cAB  (BH  +  CG)  ; 
or  on  a 

AB  =  I  J^10-2V/5,  BF  =  D  =  ^  {i+VZ)  = 

=  ?(l+l/H)V/l0-2V/5=y40+8\/E=:^N/l0+2\/5  ; 
4  4-  ^ 


AH=-  =  5j^I04-2l/5, 
2         4 


BH: 


Vw- 


ÂB-ÂÏÏ=\  /^(lO-2V/i)-^ClO+2V/5)  = 

y/    4  16 

=  LV30-10Kg=^(5-^^5)i 
4  4 
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CG=AD=\/d'-DC=\/  y(lO+2\/5)-^(lO-2V/5)  = 

=  J\/30+10|/i  =  ^(5H-l/5). 
Donc 
surf.  P  =  4-rt.R\/lO— 2I/5  1^(5- 1/5) +-(5+1/5)!  = 

=  5irR'  \/lO  — 2\/5. 

4°  Hexagone  (fig.  49}. 

Surf.  H  =  2- (surf.  AB  +  surf.BC  +  surf.  CD)  = 

=  2-rr  { BG.AB  +  CG  —  BG "+  DC  (DA  +  CG)  j  = 

=  2Tr  { BG.AB  +  (CG  +  BG)  (CG  —  CG)  +  DC  (DA  +  CG) }  = 

=  27:AB  (i3G+  2DA+CG)  =  2-:tAB.3DA  =  6AB.271OA  ;    (3) 

or  OA  =  AB  =  R  ,      donc      surf.  H  =  1  2!tR\ 

5°  Octogone  (flg.  50). 

Surf.  0  =  2  (surf.  AB  +  surf.  BC  +surf.  CD  +  surf.  ED)  — 
=  2n  j  AB.BF+BC(BF-!-CG)+DC(CG+DF)+ED(DF+AE) }  — 
=27tAB(2BF+2CG+2DF+AE)=277AB.4AE=8AB.27rAO;  (4) 

or  AB=RV^2— \/2,    0A  =  R; 

donc  surf.  O  .=  1  GttR^  y  2  —  \/2. 

6"  Décagone  (Gg.  51). 

Surf.  D=2(surf .  AB+surf  .BC+surf  .CD+surf .  ED+surf .  EF)  = 

_       (aB.BG+BC(BG+CK)+DK— CK+ED(DK+EG)+I   _ 

~    "j  +EF(EG+FA)       )  ~ 

_       |AB.BG+BC(BG+CK)+.(DK+CK)(DR— CK)  +  ^  _ 
~    "  l  +ED(DK  +  EG)  +  EF(EG  +  FA)  i  ~ 

=  27rAB  (2BG  +  CK  +  DK  +  2EG  +  2FA)  = 
=  27rAB  {2(BG+EG)f3FA|=27vAB.5FA=10AB.2;:AO;  (5) 
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or       '  AB=-(\/5— l),    OA  =  Rj 

donc  surf.  D  =  10nR'(\/5— O- 

7°  Dodécagone  (fig.  52). 

c     r  Tx      „  /surf.  AB  +  surf.  BC  +8urf.  DC  +surf.  DE  + 
^"■•^•^^n  +  surf.  FE-f  surf. GF 

|AB.BH+BC(BH  +  CK)+CD(CK  +  DL)+  1_ 

""    "  (  +  ED  (DL+EK)  +  FE  (EK+  FH)  +  GF  (FH+AG)  )  ~ 
=  27tAB(2BH+2CK+2DL  +  2EK+2FH  +  AG)  = 
=  2uAB  J2(BH  +  FH)  +  2(CK4-EK)+2DL  +  GA}  = 

=  27r.AB.6GA  =  12AB.2)TOA;  (6) 

or      AB  =  RV/2-\/3=-(l/6-\/2),  OA=Ri 

donc  surf.  D  =  12rR^  (\/6  —  l/i) 

Les  expressions  (1) ,  (2) ,  (3),  (4) ,  (5),  (6),  n'étant  autre 
chose  que  la  traduction  du  théorème  de  Guldin,  on  en  con- 
clut que  ce  théorème  conduit  immédiatement  aux  mêmes 
expressions  que  celles  que  nous  fournit  la  géométrie. 

Quant  à  la  surface  engendrée  par  le  pentagone ,  on  a ,  en 
appliquant  le  théorème  de  Guldin  :  surf.  P=3AB.27tR;  or 

AB=:  -V^IO  — 2V/5;donc  surf.P=5;rR' %/lO— 2\/5; 

résultat  identique  à  celui  que  nous  av.ons  trouvé. 

On  pourrait  chercher,  d'une  manière  analogue ,  les  ex- 
pressions de  ces  surfaces  en  fonction  du  côté  c,  ou  en 
fonction  de  l'apothème  r.  La  géométrie  et  le  théorème  de 
Guldin  pourraient  encore  servir  mutuellement  de  vériGca- 
tion.  En  cherchant ,  par  exemple,  ces  surfaces  en  fonction 
de  c,  on  trouve 

1  °  Triangle        surf.  T  =  2tzc'  Vl  ; 
2*  Carré  surf.C=  4rc' V/2  ; 
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3"  Pentagone      surf.  P  =  ttc'  V  50  +  10  \/b  ; 
4°  Hexagone      surf.  H  =  1 27rc'  ; 
5°  Octogone       surf.  O  =  8vc'  V  4  +  2  V^2; 
6o  Décagone      surf.  D  =  ISitc"  (t  +  V/5)  , 
T  Dodécagone  surf.D  =  12itc'  (\/6  +  \/2). 

(/.a  suite  prochainement.) 

PROBLÈME  44  (t.  I,  p.  519). 

FAB  M.  FAURE  (H.), 

élève  en  spéciales. 


Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  un  rayon  vecteur 
quelconque  et  une  perpendiculaire  à  ce  rayon  ;  puis  sur  ces 
deux  droites  comme  côtés ,  et  avec  la  normale  au  point  pris 
sur  la  parabole,  comme  diagonale ,  on  construit  un  rectan- 
gle. Quel  est  le  lieu  du  sommet  opposé  au  foyer  ? 

Soit  M  ifig.  53)  un  point  du  lieu  cherché,  w  et  p  ses  coor- 
données polaires ,  w'  et  p'  celles  du  point  K  de  la  parabole.  Si 
l'on  observe  que  la  tangente  en  un  point  d'une  parabole 
forme  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  qui  va  au  point 
de  contact  et  l'axe  focal ,  on  aura  la  relation 

w'— «  =  90°— -, 
2' 

2(i> 
d'où  û>'  =  60°-t-;— . 

Dans  le  triangle  rectangle  FMK  l'on  a 

p'  =  nCOS(w' — 0))  ; 

et  puisque 

cos((«  —  w)  =  sin  — 1=  sm(  SC^  -1, 
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il  vient  p'  =  psin(  30°+ -  J. 

Le  point  K  étant  sur  la  parabole  dont  l'équation  au  foyer  est 


p  =  , — ,  1  on  a  p  = ^ ;. 

1 — COSw  1  — COSw 

Substituant  dans  cette  expression  la  valeur  trouvée  pour 
m'  et  p',  on  aura  pour  l'équation  du  lieu 

P 


psin(30°  +  -)= —  

^3/  /^      ,  2io\' 

1  —  cos(60''-f —j 

1  -cos('60°  +  ^^'"^  =  2sin*(30'-t-  ^)  ; 


1 
mais 


donc 


2sin'r30°+-^ 

Discussion.  Pour  u  =  w'  on  trouve  la  même  valeur  de  p 
que  pour  w  =  360"  —  </  ;  la  courbe  est  donc  partagée  en 
deux  parties  symétriques  par  l'axe  polaire.  Déplus,  si  l'on 
fait  w  =  u'  et  w^540°-f-  w',  on  a  pour  p  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  11  faudra  alors  porter  la  seconde  va- 
leur de  p  dans  le  prolongement  du  rayon  vecteur  formant 
l'angle  de  540° +w'  avec  l'axe  polaire ,  de  sorte  qu'on  aura  le 
point  déjà  obtenu  u)=ii)'.  Par  conséquent,  en  faisant  varier 
w  de  540°  à  1080°,  on  aura  les  points  déjà  obtenus  en  fai- 
sant varier  w  depuis  0  jusqu'à  540' 

On  voit  encore  qu'il  ne  sera  pas  nécessaire  de  donner  à  w 
des  valeurs  supérieures  à  1080°,  car  l'équation  déterminant 
alors  pour  p  la  même  valeur  que  quand  m  était  •<  1080",  la 
partie  de  courbe  déterminée  par  ces  valeurs  se  trouve  déjà  tra- 
cée. Comme  d'ailleurs  les  valeurs  négatives  de  «  ne  sauraien* 
fournir  de  nouveaux  points ,  la  courbe  sera  construite  en 
faisant  passer  w  par  les  valeurs  comprises  entre  0  et  540°. 
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Pour    u  =  0 

on  a 

f)=    ip    =FR, 

«  =  90" 

^-3'^3-^S' 

o)=180° 

,=     1     =AF. 

0)  =  270° 

û-^--FS' 

•       3i/3~*^^' 

f,.  =  360° 

p=    4/î    =FR, 

0)  =  450° 

p  =  OC, 

■      «  =  540" 

p  =  —  ip. 

Ainsi  la  courbe  cherchée  coupe  l'axe  polaire  à  la  distance 
OR  =  4/>  ;  elle  s'approche  de  plus  en  plus  du  pôle  à  mesure 
que  0)  augmente  ;  et  pour  w  =  180°,  elle  vient  passer  par  le 
sommet  A.  On  obtient  ensuite  la  branche  symétrique  de 
RMA.  L'angle  a  continuant  sa  marche,  à  partir  de  360°,  p  va 
en  augmentant ,  et  ce  rayon  devient  infini  pour  w  =  450°.  Les 
valeurs  supérieures  de  w  donnent  la  branche  symétrique  de 
celle-ci. 

D'après  cette  discussion ,  il  semblerait  que  la  perpendicu- 
laire élevée  par  le  pôle  à  l'axe  polaire  est  une  asymptote  de  la 
courbe  ;  mais  il  n'en  est  rien,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Soit  ç  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  la 
perpendiculaire  NN',  on  aura 

«COSw 

i;  =  pcosw  =  -- ■ 


2sin 


(^"°  +  i)' 


et  ce  qu'il  s'agit  de  trouver  c'est  la  véritable  valeur  de  ç 

qui  se  réduit  à  -  pour  w  =450°. 

Développant  le  dénominateur  et  remplaçant  cos  u  par  sa 
valeur  en  fonction  du  tiers  de  l'arc ,  on  trouve  : 


t 
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4  cos* 3  cos 


^       cos' -  +  9sin   -cos-  +  3l/3sin  - 


4  cos'  -  —  3 
ces'  5  +  9  sic'  -  3  +\/  3  tang  - 


On  sait  que 

tang'  ^  . 

.   ,  w  J  ,  w  1 

sin  -  = ,        cos  -  = ; 

3  ,0)  3        ,      ^       ,  (0 

1  +  tang'  -  1  +  tang  - 

posant  tang  -  =  x,  et  remplaçant, 

Ç 1  —  3x' 1  — 3x' 

p~  1  +  3V/  3a:  +  9.r'  +  3x V  3  ~  (1+  -rV/  3)5' 

Supprimant  le  facteur  commun  1+x  \/3,  aux  deux  termes 
de  cette  fraction , 

i  _  1—^1^3      • 

p  ~  {i+x\/3f 

Ainsi  c'était  le  facteur  1  +  jc  \/  3  qui ,  en  s'annulant  dans 
l'hypothèse  de  w  =  450%  masquait  la  vraie  valeur  de  la 
fraction  qui  se  réduit  à  l'inflni.  Donc  la  perpendiculaire 
NN'  n'est  pas  une  asymptote  de  la  courbe  ,  et  même  nous 
allons  voir  que  celte  courbe  n'a  aucune  asymptote.  Pour  y 
parvenir,  cherchons  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente ,  qui  nous  servira  aussi  à  mener  des  tangentes  aux 
points  remarquables  de  la  courbe.  On  a ,  comme  on  sait , 

fi  h 

tang  M  =  p  hm  j ,  et  la  sous-tangente  polaire  S  =  pMim  -r  • 

11  s'agit  de  déterminer  la  limite  de  -. 
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On  a 

P et     p-f  A- 


w+A\  ' 


équation  que  l'on  peut  transformer  ainsi  : 


,  ?+h=- 


3sinl  1 — cosw  Ssinl I — cos(w+/j) 

puis,  après  avoir  renversé  les  deux  membres  de  ces  équa- 
tions, jfi  les  retranche  et  je  trouve 

r  .    /90''+w+/A       .    /9Ô''+o/\-l 
.         3    sm  1 I  — sm  (  — - —  I    +cosw-cos(w+A) 

~p(p+A-5~  *  ^ 

3  cos  (^ j  +  sin  (^«  +-  )  sm  - 

P 
d'après  les  formules  connues  de  trigonométrie  ;  puis  : 


sm  -  j^3cos  ( j+3Af  0.+- j+4sm'-sm  U+^\ 


d'où 

6 


P  (p  +  k)   '  h 

.    h                180°+2w+A  /      h\  h      /      h 

sm  -       3cos 1-3C0S  (  iù+-  1  — 4sm  -  sm  I  o>+~ 

~    P  P 

6 

passant  à  la  limite ,  on  trouvera 

h  2^, 


lim.  -  =  — 

n.* 


p'  fcosf SC  +  '^j+sinto] 


Ann.  de  MATniSu.  lU 


par  conséquent 

tang  M  =  — 

el 

S=  — - 
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2/> 


Fcos  ^30»  +  ^  j  +  sinc)  1 
2p 


cos  (SC  +  ^l+sinu 


Pour  avoir  les  asymptotes  il  faut  trouver  ce  que  devient 

la  valeur  de  S  lorsque  o=oc.  Alors  uj=450",  partant  S=oc; 

puis  donc  que  S  n'a  pas  de  limite ,  la  courbe  ne  peut  avoir 

d'asymptote. 

'   La  considération  des  Iangentes4fc  nous  permettre  de  tracer 

la  courbe  plus  exactement  ; 

4» 
pour        w  =  0       on  a    S  =  -  -j—, 

Vî 
*)  =  360  S  =      — ^-  . 

Si  donc ,  à  partir  du  point  F,  on  prend  les  deux  distances 
FN ,  FN'  triples  de  FS ,  en  joignant  le  point  R  aux  points 
N ,  N',  on  aura  la  direction  des  tangentes  au  point  R.  La 
tangente  en  A  est  perpendiculaire  à  l'axe,  par  conséquent 
cette  tangente  se  confond  avec  celle  qui  est  menée  au  même 
point  à  la  parabole. 

Si  l'on  résout  l'équation 


1  —  cosw=2sin'  [30°  +  -)  , 


on  verra  qu'elle  ne  donne  que  la  seule  valeur  réelle  o>=180''; 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne  rencontre  la  parabole  qu'au 
point  A  seulement. 

Note,  dette  belle  discussion  peut  s  abréger  en  adoptant  la 
formule  donnée  par  M.  Rispal  (tome  II,  p.  512).         Tm. 
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a" 
CONSTRUCTION  GEOMETRIQUE  DU   RAPPORT  y,. 

PAR  M.  A.  BEYHONNT, 

Élève  internu  du  collège  Saint-Louis.  (  Classe  de  M.  Vincent  ) 


Il  arrive  quelquefois  que  dans  certaines  constructions 
géométriques,  on  est  conduit  à  déterminer  deux  lignes  dont 
le  rapport  soit  égal  à  une  puissance  quelconque  du  rapport 
de  deux  autres  lignes ,  et  on  y  parvient  toujours  au  moyen 
de  troisièmes,  et  de  quatrièmes  proportionnelles  successives. 
Je  me  propose  d'exposer  ici  une  méthode  plus  simple ,  et 
qui  a  surtout  l'avantage  de  représenter  par  la  figure  elle- 
même  ,  la  suite  de  toutes  les  opérations. 

Soient  aet  b  les  deux  lignes  données,  p  la  puissance  en- 
tière et  positive,  à  laquelle  on  suppose  élevé  le  rapport  de 
ces  deux  lignes.  Il  s'agit  de  déterminer  deux  droites  m  et  «, 

.,       •    "*       '^' 
telles  que  Ion  ait —  =  7-i.  * 

^  n        b^ 

1 .  On  connaît  la  construction  à  effectuer ,  lorsque  p  est 
une  puissance  exacte  de  2. 

Il  faut  construire  un  triangle  rectangle  ayant  ael  b  pour 
côtés ,  comprenant  l'angle  droit  ;  abaisser  du  sommet  une 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  puis  rabattre  sur'cette 
perpendiculaire  l'un  des  deux  segments  de  l'hypoténuse; 
répéter  sur  le  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  ces  deux 
segments,  l'opération  que  l'on  vient  d'effectuer  sur  le  pre* 
mier  et  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  abaissé  autant 
de  perpendiculaires  que  p  contient  de  fois  la  puissance  de  2. 
Alors  le  rapport  des  deux  derniers  segments  est  le  rapport 
cherché. 
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2.  Cousidéruiis  luaiiileoaut  le  cas  où  p  est  un  nombre 

impair. 

m       a" 
Je  vais  détermiucr  le    rapport  —  =  — ,    au    mojen   de 

deux  lignes  m"  et  n  ,  dont  je  supposerai  le  rapport  égal 

Je  prends  deux  droites  rectangulaires,  fig.  54,  et  sur  ces 
deux  droites  je  porte  à  partir  de  leur  point  d'intersection , 
deux  longueurs  OA  et  OB  respectivement  égales  à  a  et  à  b  \ 
puis  deux  autres  lignes  OM  et  0J\'  égales,  l'une  à  m",  et 
l'autre  à  n".  Je  "mène  ensuite  par  les  poinis  M  et  N,  les 
droites  MM'  et  NN'  parallèles  à  AB. 

Les  deux  triangles  OMM'  et  ONN'  sont  semblables  et 
donnent 

OM'  =  OMt,  ON'  =  ON-; 
b  a 


d'où 


OM'  _  OM     à'  _  oF"     a' 


OM'  .         .  ,        ,,   m 

et  -rt^  est  le    rapport  cherche  — . 

On  aurait  pu  donner  aux  droites  OiVI  et  ON  (OM  par  ex.), 
des  positions  différentes  par  rapport  aux  axes ,  telles  que 
OM, ,  OM,,  OM3 ,  alors  la  droite  MM, ,  aurait  pris  l'une  des 
positions  M,M,',  M,M,',  M3M3',  la  seconde  étant  parallèle  à 
AB,  et  les  deux  autres  étant  perpendiculaires  à  cette  ligne. 
11  est  évident ,  qu'en  supposant  égales  entre  elles  les  lignes 
OM ,  OM, ,  0M„  OM,,  il  en  serait  de  même  des  lignes  OM', 
OM',,  OM',,  OM',;  et  que  l'on  aura 

OM^_OM'.  _  OM,  _  Oftl',  _  a' 

ON'  ~"M^~  ON'  ~"  ON'  "  t^' 

m" 
Supposons  que  l'on  ait  /'  =  3 ,  alors  le  rapport  —^  n'est 
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autre  chose  que  le  rapport   - ,  et  les  deux  lignes  OM  et  ON 

peuvent  être  représentées  par  OA  et  OB.  On  voit  alors,  que 
si  nous  menons  les  droites  AA,  et  BB,,  perpendiculairement 

a  AB ,  nous  aurons  -p-^  =  — . 

OA.  ,  m"    _, 

Ue  même  pr^  représentant  le  rapport  — ;;,  dans  le  cas  ou 

l'on  suppose  /»  =  5 ,  on  aura  en  menant  les  lignes  A,A, ,  B,B, 

.„    OA,       û5 
parallèlement  a  AB ,  —-  =^  — . 

Et  continuant  ainsi  à  tracer  les  lignes  A^A,,  AjA^...  B,Bj, 
BjB^...,  successivement  perpendiculaires  et  parallèles  à  AB, 
on  obtiendra  les  dillérentes  valeurs  de  toutes  les  puissances 

impaires  du  rapport  -. 

OA.  _  a3      OA,  _  a'--      OA,  _  «'      OA,  _  a^ 
ÔB,~¥'    ÔB,~1P''    ÔB;~^'    ÔB,  ~  Ï'"'  *''^" 

3.  Les  deux  modes  de  construction  que  je  viens  d'exposer 

nous  permettent  dedetermmer  le  rapport  —  quelquesoit^. 

Car/;  pouvant  contenir  le  facteur  2  à  une  certaine  puis- 
sance A,  on  aura  p  —  p' .2' ,  p'  étant  un  nombre  impair,  et 


par  suite  yj  ^  (  n*  j     La  première  méthode  nous  fait 

naître  le  rapport  — ^  =;  — j- ,  et  la  seconde  le  rapport 
n        V 


con- 


h.  Au  heu  de  construire—,   en  passant  par  toutes  les 
puissances  impaires  moindres  que  p\  il  est  préférable  de 


—  374  — 

décomposer  p'  en  ses  facteurs  premiers  «,  p,  y,...  et  de 
conslruirc  successivement 

m,        a*      m,       rn„3       a^fi      m,       m;i     ■  a^ih 
n,       b"  '     n,       nfi        b^fi  '    «,        n;t        b'^h  ' 

et  ainsi  de  suite  ;  «,6,7...  sont  tous  des  nombres  premiers, 

mais  plusieurs  peuvent  être  égaux  entre  eux. 

Il  peut  arriver  que  les  facteurs  premiers  de/V  soient  des 

nombres  assez  grands,  mais  qu'il  n'en  soit  pas  de  môme  du 

nombre  p'  diminue  d'un  nombre  pair  2.c.  Alors  il  faudra 

aj/— 2c 
construire  le  rapport  — ,—     ,  on  déterminera    ensuite  le 
^'^      pp'-'i"  ' 

aP'-'i(c~i)  ap'-2(ir--i) 

rapport    ^,_^,^_^^,  puis  ^p,_,^^_,^,  et  ainsi  de  suite  jus- 

quà  ,—7. 

Nous  remarquerons  que  dans  le  second  mode  d'opérations 
les  lignes  qui  expriment  le  rapport  cherché ,  vont  l'une  en 
augmentant,  et  Tautrc  en  diminuant,  et  que  l'avantage  de 
la  précision  est  ainsi  uni  à  celui  de  pouvoir  effectuer  toutes 
les  opérations  sur  une  portion  de  surface  plane  peu  étendue. 


CONSTRUCTION  DES  FORMULES,  sia{adzb), 
cos{a±b). 

FAR  Vt.  aiIDY, 

Ancien  proresscur  des  collèges  royaui. 


Les  formules  qui  donnent  les  sinus  et  cosinus  des  sommes 
ou  des  différences  de  deux  arcs  en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  ces  arcs  ne  sont  prouvées  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires  qu'au  moyen  de  constructions  et  de 
démonstrations  qui  sont  assez  compliquées. 


—  375  — 

Les  élèves  nous  sauront  peut-être  gré  de'  leur  faire  con- 
naitre  celles  qui  suivent,  recueillies  dans  un  des  examens 
pour  l'École  polytechnique,  à  Par*  et  qui,  par  leur  simpli- 
cité ,  me  paraissent  pouvoir  être  substituées  avec  avantage 
aux  solutions  connues. 

Soient  AB,  fig.  55,  le  diamètre  d'un  cercle ,  et  ACBD  un 
quadrilatère  inscrit.  Prenons  le  rayon  de  ce  cercle  pour 
celui  des  lignes  trigonométriques ,  ou  pour  unité ,  faisons 
l'arc  BC  =  2^  et  BD  =  2^. 

Alors  les  cordes  BC,  BD  seront  égales,  la  première  à  2sinrt , 
la  seconde  à  2sin6,  et  les  cordes  AC  et  AB  à  2cosaet  2cos6; 
par  suite  l'on  aura 

.corde  CD  =  2  sin  (a  +  i) . 

Donc,  en  s'appuyant  sur  le  principe  connu  que  le  produit 
des  deux  diagonales  du  quadrilatère  est  égal  à  la  somme  des 
produits  des  côtés  opposés ,  l'on  aura 

2  X  2sin(a+6)=  2sina  X  2cos6  +  2cosa  x  âsinZ» , 
et  par  suite 

sin  {a  +  b)  =  sinacosi  +cos  asiab. 

En  vertu  du  même  principe,  les  fig.  (56),  (57)  et  (58),  dans 
la  dernière  desquelles  on  suppose  CI  =  BD,  donneront  sans 
peine  les  trois  autres  relations  connues  ; 
sin  [a — c)  =  etc. 

Noie.  Le  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit  et  la  for- 
mule des  cordes  se  trouvent  pour  la  première  fois  dans  l'Al- 
megeste  de  Ptolémèe  (liv.  I,  eh.  IX).  Carnot  s'est  appuyé 
indirectement  sur  ce  théorème  pour  démontrer  les  formules 
trigonométriques  {Géom.  de  position,  p.  155).  Ce  sont  celles 
qu'on  vient  de  lire;  nous  rappellerons  une  autre  démons- 
tration consignée  dans  le  Géomètre  (p.  161). 

r  On  a  les  deux  identités 

sin  (2'  —  A)  =  sin  A ,      cos  (2'—  A)  =  —  cos  A  ; 
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2"  Soit  un  Iritingle  ABC  ot  Aa,  Bb,  Ce  les  trois  hauteurs; 
on  a  Tiquation  évidente  AC.B6  =  Aa.Ba  +  Aa.aC ,  et  de  là 
Bb   _  A>.Ba        Aa      oC 
ÂB  "  AC.AB  "^  ÂB    ÂC' 
ou  bien  sin  A  =  sin  (B  +  G)  =  sin  C  ces  B  +  sin  B  ces  C  ; 

3°  Sur  BC  comme  diamètre ,  décrivons  une  demi-circon- 
férence ;  elle  passe  par  les  points  i  et  c ,  et  coupe  la  hauteur 
Aa  en  un  point  0  ;  on  a  ,  par  la  propriété  des  sécantes , 

\b.AC  =  Â^  —  ÂÔ'=Â^'  — Ba.aC; 
d'où 

Ab         ha     ka       Ba     aÇ, 

ÂB  "^  AB    ÂC^ÂB    ÀC* 

ou  bien  cosA  =  —  cos(B+C)  =  sin  B  sin  C  —  cosBcosC  ; 

4°  Soit  A'  l'angle  adjacent  et  supplémentaire  à  A ,  on  a 

sinB=  sinAcosC+sinCcosA,  sinA=:sinA',  cosA= — cosA', 

donc  sinB  =  sin  (A'  —  C)  =  sin  A'cpsG —  sinCcosA'; 

5°  cos  B  =  sin  A  sin  C  —  cosAcosC,  donc 

cos  B  =  cos  (A'  —  C)  =  sin  A'  sin  C  +  cos  A'  cos  C. 

("Voir  tome  II ,  p.  309.)  Tm. 

QUESTIONS  PROPOSÉES 

87.  Si  on  multiplie  142857  (multiplicande),  par  326451 
(multiplicateur) ,  tous  les  chiiVres  d'une  même  colonne  ver- 
ticale dans  les  produits  partiels  sont  égaux  ;  trouver  d'autres 
nombres  jouissant  de  la  même  propriété. 

88.  Trois  circonférences  étant  tracées  sur  un  même  plan, 
on  propose  de  trguver  sur  ces  circonférences,  en  ne  faisant 
usage  que  du  compas,  trois  points  qui  soient  les  sommets 
d'un  triangle  équilatoral. 

89.  Soit  F  (x)  une  fonction  entière  en  -x;  a,  b  deux  nom- 

.  ..       ,  .  F' {a)  F(b)-'-  F(a)  ^^  ., 

bres  positifs  et  ^  >  a  ;  si  =^  >  0  et         L, ,  .        <0,  *l 
r  [0]  i*  [a] 

y  aura  aumoins  deux  racines  de  F' (a)  comprises  entre  a  et/». 
Ces  questions  sont  proposées  par  M.  E.  Prouhet.    pro- 
fesseur au  collège  d'Auch  (voir  t.  1 ,  p.  438). 
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GRAND  CONCOURS  DE  1844  [F.  t.  II,  p.  374). 

• 

ÇUBSTIONS    PROPOSEKS. 

Mathématiques  spéciales. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  la  circonfé- 
rence ,  on  décrit  un  cercle  tangent  à  la  courbe  en  ce  point . 
et  l'on  mène  an  cercle  et  à  l'ellipse ,  les  deux  tangentes  com- 
munes ,  autres  que  celles  qui  toucheraient  les  deux  courbes 
au  point  donné  A. 

On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  d'inter- 
section de  ces  deux  tangentes ,  quand  on  fait  varier  le  rayon 
du  cercle. 

A'oto.  Si  on  représente  1  ellipse  par  l'équation  -- +— =1, 

a        0' 

on  pourra  si  l'on  veut  exprimer  les  coordonnées  du  point  A 
en'  fonction   d'une  seule  constante  <p  de  cette  manière 

x  =  (2  sin  y ,      y  ^  b  cos  y. 

Mathématiques  élémentaires. 

Pour  un  point  O  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamèlre 
BA  d'un  cercle ,  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  ren- 
contre le  cercle  en  deux  points  m  et  m',  et  de  ces  points  on 
mène  au  centre  C,  deux  rayons  mÇ, ,  m'C. 

Prouver  que  le  produit  des  tang  -MCA  par  tang  -  MCA 
*  ^ 

est  constant,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante. 

Nous  donnerons  incessamment  la  solution  couronnée  de 
la  belle  question  spéciale,  qui  renferme  une  propriété 
importante,  récemment  découverte,  des  coniques  bi-confo- 
cales.  Voilà  enOn  un  sujet  de  concours,  digne  de  l'Académie 
de  Paris.  Tm. 

Amn.  de  Mathém.  Ul  "o 
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i!;léments  oi:  géométrie, 


par  Ei'GËNE  Catalan  ,  répétiteur  à  l'École  polytechnique,  etc.  1843, 1-8,  xi.v, 
SIO  pages;  17  planches  (*). 


Quel  est  \o  point  do  pcrfoclion  que  doit  se  proposer  l'au- 
teur d'un  traité  élcmcnlainî  de  géométrie  ?  Son  ouvrage  s'an- 
nonce comme  une  transition  entre  les  idées  premières ,  dont 
le  fonds  est  commun  à  tous  les  esprits,  et  les  profondes 
conceptions  dont  les  génies  les  plus  élevés  ont  construit  peu 
à  peu  l'admirable  édifice  de  la  science.  Sa  tâche  est  de  com- 
bler l'intervalle  en  ménageant  toutes  les  liaisons ,  d'établir 
les  voies  les  plus  directes,  les  mieux  affermies  qu'il  est  pos- 
sible en  répandant  partout  la  clarté  d'une  évidence  com- 
plète. 11  accepte  un  cadre  donné  embrassant  essenliellcmenl 
une  certaine  somme  de  connaissances ,  une  collection  de 
théorèmes  d'une  importance  reconnue.  Le  mérite  est  d'en 
former  un  ensemble  logique  où  tout  s'harmonise ,  où  les 
choses  se  groupent  naturellement ,  où  l'esprit  puisse  em- 
brasser sans  effort  le  chemin  qu'il  a  parcouru.  L'élève 
dont  on  veut  développer  les  idées  qui  seront  la  base  de 
son  instruction  ultérieure ,  réclame  à  la  fois  un  fonds  solide 
et  la  méthode  la  plus  propre  à  étendre  ce  fonds  et  à  le  faire 
valoir. 

Si  tout  le  monde  est  à  cet  égard  d'accord  ei^  principe , 
l'application  offre  des  difficultés.  Le  grand  nombre  de  traités 
qui  ont  paru  jusqu'ici  témoigne  des  efforts  nombreux  qui 
ont  été  faits,  et  des  différences  qui  peuvent  exister  sur  la 
manière  d'envisager  la  question.  Quel  doit  être  d'abord  le 


(•)  Chei  BacheliiT,    imprimeur-libiaire.    Les    planches    sont    gravées    par 
E.  Wormser. 
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jMiint  de  dcparl  '^  où  doit  s'arrêter  l'axiome  pour  lairo  place 
au  llicorèrae  '  les  règlos  do  la  rigueur  géouiétriqu;'  ne  sont 
pas  uniformément  tranchées  pour  tous  les  esprits ,  et  l'auteur 
d'un  traité  élémentaire,  eu  butte  aux  critiques  les  plus  oppo- 
sées, se  trouve  entre  des  ccupils  également  à  craindre ,  et 
que,  de  l'avis  général,  d(^s  livres  juslemeiU  célèbres  n'ont  pas 
évités. 

L'ouvrage  que  nous  avons  en  vue  d'analyser  ,  parait  le 
résultat  de  réflexions  approfondies  à  ces  divers  égards.  On  y 
remarque  une  rédaction  nette ,  une  grande  précision  dans 
les  termes ,  et  un  enchaincnient  naturel  entre  les  proposi- 
tions. Une  tradition  respectée  depuis  Euclide,  a  consacré  en 
quelque  sorte  la  géométrie  élémentaire  à  la  méthode  synthé- 
tique ;  c'est  là  que  cette  méthode  se  présente  sous  son  jour  le 
|)lus  favorable  ;  une  iégére  induction  suffisant  le  plus  souvent 
()our  conduire  d'une  vérité  à  la  découverte  d'une  autre,  et  le 
principal  intérêt  consistant  à  régulariser  les  résultats  de  la 
manière  la  plus  simple.  En  se  conformant  aux  habitudes  de 
l'enseignement ,  l'auteur  n'a  pas  refusé  le  concours  de  l'ana- 
lyse lorsque  son  emploi  s'offrait  naturellement  ;  on  ne  saurait 
«n  effet  trop  tôt  s'initier  a^ec  celte  méthode  qui  acquiert 
une  si  grande  importance  dans  les  parties  élevées  de  la 
science ,  où  son  rôle  a  été  si  brillant  depuis  deux  siècles. 
Un  grand  nombre  de  questions  choisies  servent  aussi  d'ali- 
ment à  cette  méthode  d'invention  ,  en  même  temps  qu'elles 
forment,  comme  application ,  un  compiétnent  nécessaire  des 
théories  développées  dans  l'ouvrage.  La  considération  des 
limites  remplace  partout  la  réduction  à  l'absurde ,  aujour- 
d  hui  généralement  repousséo. 

L'ouvrage  est  partagé  en  huit  livres  qui  correspondent 
exactement  et  dans  le  même  ordre  à  ceux  de  la  Géométrie  de 
Legendre.  En  sacriQant  peut-être  ses  propres  idées  sur  le 
classement  général  des  matières,  il  est  évident  que  l'auteur 
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.1  voulu  s'adrcsspr  plus  inim«''iliatcment  à  la  grande  raajorilé 
tics  élèves  déjà  familiarisés  avec  le  plan  du  traité,  qui  depuis 
longtemps  sert  de  base  à  renseignement  classique.  Tout  en 
reproduisant  le  cadre  adopté  par  noire  célèbre  géomètre ,  il 
a  cherché  à  y  introduire  les  modiOcations ,  les  additions  nom- 
breuses dont  la  nécessité  est  reconnue. 

Il  lai>isc  avec  raison  de  côté ,  les  dénominations  vagues  des 
trois  dimensions  de  l'étendue  ;  partant  des  idées  acquises  re- 
lativement aux  corps  matériels,  il  suffit  de  définir  les  sur- 
faces comm^  limites  des  corps,  les  lignes  comme  limites  ou 
intersections  des  surfaces  ,\cs  points  comme  limites  ou  inlcr- 
seciions  dos  lignes.  Los  corps,  les  surfaces,  les  lignes  se 
nomment  figures  ;  la  géométrie  est  la  science  des  figures. 

Après  avoir  posé  ces  définitions  qui  nous  paraissent  très- 
lonvenables,  l'auteur  admet  la  notion  de  la  ligne  droite 
ronmie  une  idée  promicre  acquise  par  l'expérience ,  et  qui  se 
refuse  à  èlre  définie.  C'est  en  effet  le  terme  le  plus  simple 
que  notre  esprit  aperçoive  dans  le  cercle  des  idées  relatives 
aux  grandeurs ,  et  à  ce  titre  il  sort  lui-même  d'élément  à  la 
plupart  do  ces  idées.  Les  notions  primitives  sur  la  ligne 
droite  sont  traduites  en  demandes  qu'il  est  essentiel  d'ad- 
mettre ,  cl  sur  lesquelles  en  effet  il  ne  peut  s'élever  aucun 
doute. 

La  définition  du  plan  toile  qu'on  la  trouve  ici,  e(  dans  tous 
les  traités  élémentaires ,  reproduit  assez  bien  l'idée  que  nous 
avons  de  cette  surface  la  plus  simple  de  toutes.  Cependant, 
comme  il  importe  de  restreindre  autant  que  possible  le 
nombre  nécessaire  dos  notions  primitives,  il  conviendrait 
sans  doute  on  posant  cotte  définition  do  la  présenter  d'abord 
comme  anticipée,  et  d'établir  plus  tard  qu'elle  appartient 
réellement  à  une  surface  engendrée  suivant  une  certaine 
loi.  Cette  remarque  a  déjà  été  faite  depuis  longtemps  par 
M,    Duhamel    (  Problèmes  et   développenxents  sur    diverses 
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parties  des  mathémaliques ,  par  MM.  Reynaud  et  Duhamel). 

11  parait  très  difficile  de  trouver  une  définition  convenable 
de  l'angle.  Ce  mol  ou  ceux  d'écarleraent ,  d'inclinaison, 
réveillent  une  idée  simple  et  précise  résultant  immédiate- 
ment de  l'inspection  de  deux  droites  qui  se  coupent  ;  ils  flxent 
pour  notre  esprit  la  position  actuelle  de  ces  deux  lignes,  l'une 
par  rapport  à  l'autre.  Les  mots  e<<pace  infini  compris  entre 
deux  droiles  ne  peuvent  rendre  cette  idée  qui  est  indépen- 
dante de  la  considération  insaisissable  de  l'inGni.  Si  l'auteur 
adopte  cette  déflnition  à  l'exemple  de  beaucoup  d'autres  ou- 
vrages, il  avertit  que  c'est  faute  d'une  meilleure;  mais, 
ainsi  que  ledit  Lacroix  dans  l'Essai  sur  renseignement,  est-il 
indispensable  de  définir  l'angle  ?  ne  suHit-il  pas  de  le  mon- 
trer? 

Le  premier  livre,  comparé  à  celui  de  Legendre,  offre  d'abord 
comme  addition,  divers  théorèmes  sur  les  longueurs  relatives 
des  lignes  droites  et  brisées,  sur  les  bissectrices  des  angles,  etc. , 
propositions  dune  importance  reconnue.  Mais  la  princi- 
pale différence  ne  pouvait  manquer  d'avoir  rapport  à  la 
théorie  des  parallèles  qu'il  fallait  refaire  enlièreaient.  Celte 
théorie,  comme  l'on  sait ,  est  le  désespoir  de  la  gcuraélrie  élé- 
mentaire ,  de  quelque  manière  qu'on  l'ait  retournée,  il  reste 
toujours  une  lacune  entre  les  propositions  qui  s'y  rattachent, 
et  celles  qu'une  logique  sévère  a  fondées  sur  les  premiers 
axiomes.  L'auteur  a  cru  devoir  franchir  l'intervalle ,  en  fai- 
sant intervenir  littéralement  sa  définition  de  l'angle  ,  c'est-à- 
dire  qu'il  a  employé  la  considération  d'espaces  infinis  de 
différentes  grandeurs.  Toutes  les  démonstrations  proposées 
jusqu'ici  roulent  en  général  sur  ce  même  fonds;  elles 
commencent,  je  crois,  à  être  peu  goûtées  aujourd  hui,  et 
l'infini  est  regardé  comme  d'autant  moins  abordable  à  la 
géométrie  élémenlairc,  que  l'esprit  de  précision  de  notre 
époque  le  baimit  même  des  hautes  parties  de  la  science  ,  oii 
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son  intervention  fut  sii^tialée  par  de  si  belles  diicoiivcrles.  Le 
mieux  n'est-il  pas  d'accepter  sans  détour  1  imperfection  de  la 
théorie  des  parallèles,  et  de  la  baser  sur  quelque  demande  aussi 
facile  à  accorder,  que  celles  qui  sont  relatives  aux  notions  de 
la  ligne  droite ,  et  qui  soit  elle-même  comme  une  suite  néces- 
saire de  ces  notions.  Au  re?le  rien  n'empêcherait,  dans  l'ou 
vrage  que  nous  analysons,  d'ériger  en  poslulatum  la  première 
proposition  de  cette  théorie ,  ce  qui  reviendrait  à  passer  par- 
dessus une  démonstration  de  quelques  lignes,  sans  autres 
modifications 

Tous  les  théorèmes  relatifs  aux  triangles,  aux  parallélo- 
grammes, aux  trapèzes,  aux  polygones  quelconques  dont 
les  énoncés  appartiennent  an  premier  livre ,  ont  été  réunis 
sans  interruption  à  la  fin  de  celui-ci.  L  ensemble  ne  peut  qu'y 
gagner. 

Si  nous  comparons  encore  le  second  livre  à  celui  de  Le- 
gendre,  les  principales  différences  portent  d'abord  sur  les 
contacts  et  les  intersections  des  cercles,  qui  en  effet  avaient 
besoin  d'être  J)résenté,s  d'une  manière  plus  satisfaisante.  La 
mesure  des  angles  est  complétée;  le  cas  des  angles  incom- 
mensurables, est  Iraité  par  la  méthode  des  limites,  qui  se  pré- 
seiitoiil  ici  pour  la  première  fois,  et  sert  à  délinir  nettement 
(('  qu  on  doit  entendre  par  le  rapport  de  quanlités  incom 
mcnsurables.  Ce  livre  est  terminé  par  les  lliéorèmes  sur  les 
polygones  inscriptibles  1 1  circonscriptibhîs. 

Viennent  ensuite  Ijl's  jtroblèmes  qui  se  rapportent  aux 
lieux  premiers  Ii.vrc.<: .  et  qui  offreiil  vin  ensemble  trèscom 
plel. 

Le  troisième  livre  commence  par  la  théorie  des  lignes 
proportionnelles  présentée  ainsi  indépendamment  des  théo- 
rèmes sur  la  mesure  des  surfaces;  celte  séparation  se  tom- 
inaudait  (i'elle-mêmc  De  là  découlent  toutes  les  |)roposilions 
^ur  la  similitude  des  polygones  ,  sur  la  proportionnalité  des 
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lignes  homologues  iJLe  théorémo  sur  lus  bissectrices  d'un 
angle  d'au  triangle  it  de  l'angle  supplémentaire ,  donne 
lieu  à  la  division  harmonique  dont  il  serait  sans  doute  à  dé- 
sirer que  les  propriétés  les  plus  simples  fussent  du  domaine 
de  l'enseignement  élémentaire.  Le  théorème  sur  le  concours 
des  médianes  conduit  à  la  considération  si  importante  du 
centre  des  moyennes  distances  de  trois  points. 

La  mesure  des  aires;  des  polygones  et  les  théorèmes  qui 
s'y  rattachent  forment  la  dernière  moitié  du  troisième  livre. 
Outre  les  propositions  données  dans  Legcndre ,  on  y  trouve 
le  théorème  sur  la  somme  des  carrés  des  cotés  d'un  quadri- 
latère ,  l'expression  en  fonctions  des  côtés  de  l'aire  du  trian- 
gle et  du  quadrilatère  inscrit. 

Parmi  les  problèmes  placés  à  la  fin  de  ce  livre ,  citons  le 
partage  d'un  trapèze  par  des  parallèles  à  la  base  en  parties 
proportionnelles  à  des  nombres  donnés  ;  la  construction  d'un 
quadrilatère  inscriptible  décotes  donnés  (quelques  problèmes 
sur  la  construction  d'un  cercle  tangent  à  des  droites  ou  à  des 
cercles  donnés. 

Dans  le  quatrième  livre,  relatif  aux  polygones  réguliers 
et  à  la  mesure  du  ccrelc ,  on  remarque  les  expressions  du 
côté  et  de  l'aire  en  fonction  du  rayon  pour  chacun  des  poly- 
gones inscrits  dont  la  construction  peut  s'exécuter  géométri- 
quement, et  un  ensemble  assez  complet  de  toutes  les  autres 
formules  auxquelles  peuvent  donner  lieu  les  polygones  ré- 
guliers. 

La  transition  des  polygones  aux  figures  terminées  par  des 
courbes  donne  lieu  à  une  observation  importante  D'accord 
avec  l'esprit  actuel  de  l'enseignement ,  avec  la  marche  natu- 
relle des  idées,  l'auteur  eflectue  cette  transition  simplement 
en  considérant  ces  dernières  figures  comme  les  limites  vers 
lesquelles  tendent  les  polygones  à  mesure  que  le  nombre  de 
leurs  côtés  augnicnle  :  mais  peut-^'-ire  Iniuvera-t-on  qu'il  a 
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été  trop  loin  en  introduisant  l'idée  de  limite  dans  les  déQnf- 
tions  mêmes.  Ainsi ,  en  se  conformant  aux  dcOnilions  pré- 
sentées jusqu'ici  dans  tous  les  ouvrages  élémentaires,  l'aire 
d'une  figure  curviligne  ne  peut-elle  pas  être  conçue  comme 
une  portion  limitée  de  plan  sans  que  cette  idée  exige  néces- 
sairement celle  de  polygones  dont  les  côtés  deviennent  de 
plus  en  plus  nombreux?  Celte  observation  se  présente  de 
même  dans  le  sixième  livre  à  l'égard  des  corps  terminés  par 
des  surfaces  courbes.  Dans  tous  les  cas  l'esprit  isole  de  l'idée 
de  forme ,  celle  d  espace  qui  en  est  essentiellement  distincte. 
Toutefois ,  relativement  aux  longueurs  des  lignes,  aux  aires 
des  surfaces ,  on  ne  peut  s'empêcher  de  reconnaître  que  l'idée 
de  limites  se  présente  plus  nécessairement  pour  la  transition 
des  lignes  droites  aux  lignes  courbes,  des  surfaces  planes 
aux  surfaces  courbes  ;  aussi  l'expression  de  longueur  ne 
.■•emble-t-eUe  pas  oITrir  le  même  sens  pour  des  lignes  non 
superposables .  de  même  que  celle  de  superficie  pour  les 
surfaces  qui  ne  peuvent  s'appliquer  exactement  les  unes  sur 
les  autres. 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  obtenue 
par  la  niélhode  la  plus  simple,  savoir,  la  méthode  desisopé- 
rimètres  ;  mais  des  formules  données  précédemment  sur  les 
polygones  réguliers ,  on  déduit  de  même  immédiatement  les 
autres  méthodes  élémentaires. 

D  ns  un  appendice  au  quatrième  livre,  on  trouve  une 
démonstration  très-simple  de  ce  théorème,  que. le  cercle  est 
plus  grand  que  toute  autre  Ogurc  plane  de  même  péri- 
mètre (*)  ;  il  contient  aussi  plusieurs  questions  d'exercices 
sur  les  polygones  réguliers. 


(*)  Celle  dômonslralion  esl  cilraile  d'un  beau  mémoire  de  M.  Sleiner,  insère 
dans  le  Journal  de  Malhéinali(|ues  de  M.  Lieu  ville,  1  Si).  On  peu  l  en  voir  d'au  1res 
d'une  grandcsimplicité  qui  s'élendenl  également  aux  surfaces  sphériques,  dan» 
le  lome  2'  des  Nouvelles  annales  de  Matbémaliqucs.  pai^e  480. 
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Le  ciuquiémc  livre  sur  les  plans  et  les  angles  pol^ièclres, 
uous  paraît  parfaiicment  remplir  le  cadre  qu'il  embrasse.  11 
foruie  une  inlroduclion  aussi  complète  qu'on  peut  le  désirer 
pour  la  Géométrie  descriptive.  On  y  trouve  les  lliéorémes 
sur  le  quadrilatère  gauche,  sur  la  plus  courte  distance  de 
deux  droites ,  sur  les  angles  trièdres  supplémentaires  et  sur 
tous  les  cas  de  l'égalité  des  angles  trièdres. 

Dans  le  sixième  livre,  relatif  aux  polyèdres,  on  remarque 
le  théorème  d'Euler  sur  le  nombre  des  côtés  des  faces  et  des 
sommets  d'un  polyèdre  quelconque,  ceux  qui  sont  relatifs  au 
nombre  des  faces  d'un  nombre  impair  de  côtés ,  etc. ,  à  la 
somme  des  angles  plans.  L'égalité  de  volume  des  tétraèdres,  de 
même  hauteur  et  de  bases  équivalentes  est  démontrée  en  consi- 
dérant ces  tétraèdres  comme  les  limites  des  prismes  intérieurs 
formées  sur  des  sections  parallèles  aux  bases.  On  pourrait 
regretter  de  ne  pas  trouver  aussi  la  belle  démonstration  de 
ce  théorème,  telle  qu'elle  est  dans  Legendre,  indépendam- 
ment de  la  considération  des  limites.  L'égalité  des  polyèdres 
de  faces  égales,  démontrée  par  I\L  Cauchy,  forme  un  des 
plus  beaux  théorèmes  de  la  géométrie;  son  absence  laisse 
dans  cet  ouvrage,  comme  dans  tous  (eus  qu'on  a  publiés 
jusqu'ici,  une  lacune  qu'il  serait  à  désirer  de  voir  combler. 

Plusieurs  problèmes  importants  sont  traités  à  la  flii  de 
ce  livre,  particulièrement  la  recherche  de  la  hauteur  d'un 
tétraèdre  de  côtés  donnés,  le  partage  d  un  tronc  de  pyra- 
mide en  parties  proportionnelles  à  des  nombres  donnés  par 
des  plans  parallèles  aux  bases,  l'expression  du  volume  du 
rhomboèdre ,  du  dodécaèdre  rhomboïdal  en  fonction  du 
côté. 

Dans  le  septième  livre,  nous  remarquerons  les  théorèmes 
sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  à  un  tétraèdre  ,  à  un 
polyèdre  régulier  ;  la  construction  des  cinq  polyèdres  ré 
guliers. 
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Un  appendice  à  co  livro  Irailc  des  figures  symélriques , 
par  rapport  h  un  point,  à  une  droitcou  à  un  plan.  Il  contienl 
aussi  diverses  questions  sur  la  sphère  et  les  polyèdres  régu- 
liers; nous  indiquerons  les  suivantes  Trouver  le  rayon 
d'une  sphère  solide,  construction  d'un  quadrilatère  sphèrique 
inscriptible  de  c(Mcs  donnés ,  lieu  des  sommets  des  triangles 
sphériqucs  de  même  base  et  de  même  surface,  expressions 
des  rayons  de  la  sphère  inscrite  et  de  la  sphère  circonscrite 
à  chacun  des  cinq  polyèdres  réguliers ,  expressions  des  aires 
et  des  volumes  de  chacun  de  ces  polyèdres  en  fonction  du 
rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

Relativement  au  huitième  livre  nous  parlerons  seulement 
de  l'appendice  qui  le  termine.  Entre  plusieurs  problèmes 
d'exercice  sur  les  corps  ronds,  on  y  trouve  cette  proposition 
importante,  que  parmi  tous  les  corps  de  même  surface,  la 
sphère  est  celui  du  plus  grand  volume.  La  démonstration  de 
cette  proposition  paraît  pour  la  première  fois  dans  un  traité 
de  géométrie. 

On  ne  peut  qu'applaudir  aux  efforts  du  jeune  auteur 
pour  compléter  les  éléments  d'une  science  qu'il  expose  avec 
tant  de  clarté  et  de  rigueur  ;  il  aurait  été  à  désirer  que  l'on 
eût  joint  le  théorème  de  Cauchy"  sur  les  polyèdres,  qui 
remplit  eiilin  une  si  ancienne  lacune 

La  table  des  matières  placée  en  tête  du  volume,  renferme 
\ci  énoncés  de  tous  les  théorèmes ,  de  tous  les  problèmes  ; 
ce  qui  facilite  non-seulement  les  recherches  mais  encore 
les  moyens  d'étude;  les  élèves  peuvent  repassera  vue,  et 
ce  tableau  synoptique  fait  voir  le  développement  de  l'arbre 
delà  science,  depuis  le  fccrnie  initial  jusqu'aux  rameaux, 
les  plus  élevés  de  la  tige. 

En  résumé,  malgré  quelques  moyens  de  démonsiralion 
que  nous  nous  sommes  permis  de  <iitiquer,  sauf  ipielques 
définitions    entachées  de    puritanisme,  nous    croyons  que 


—  387  — 

l'ouvrage  cltineiUairo  de  M.  Catalan,  déjà  avantageusement 
connu  par  des  travaux  plus  n  levés  ,  orcupera  une  place  ho- 
norable dans  la  liltéralure  géométrique. 

Thibadlt. 
Licencié  es  scientes ,  professeur  de  mathématiques- 


NOTE 

sur  les  conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  générale 
du  quatrième  degré. 

PAH    ra.    DESBOVES. 

professeur  à  Mrtcon. 


Quand  on  cherche  les  conditions  de  réalité  des  racines  de 
l'équation  générale  du  ¥  degré,  en  ^e  servant  de  l'équalion 
aux  carrés  des  différences,  ou  du  théorème  de  M.  Slurm,  on 
est  conduit  à  des  calculs  assez  longs.  Mais  nous  allons  faire 
voir  dans  cette  note  qu'on  peut,  sans  recourir  à  ces  deux 
méthodes ,  déterminer  les  conditions  de  réalité  d'une  manière 
très-simple.  Inéquation  générale  du  4°  degré  peut  toujours 
èlre  mise  sous  la  forme 

.)'-f  Qa'-t-Kx-f  S  =  0, 
et  si  I  on  désigne  par  .r -|-/)x  -(-«/  un  facteur  quelconque  du 
second  degré  du  premier  membre,  ou  trouve  très  facilement 
pour  l'équation  qui  détermine  p  , 

p'  +  2Q/>*  +  iQ'  —  4S)  ^'  -  R'  =  0. 
En  posant  s  =  /J^  on  a 

z'  +  3Q='  H-  (Q'  -  4SI  s  —  K  =  0  , 

et  les  racines  de  l'équation  en  r  sont  les  carrés  des  somme;, 
des  racines  de  1  équalic.n  piopose  prises  deux  à  deux. 
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il  est  évideul ,  d  abord ,  que  si  les  raciues  de  l'équation 
prupusce  suut  réelles,  l'cqualiou  en  ::  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  positives ,  et  par  conséquent  qu'elle  est  complète  et 
n'a  que  des  variations.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que 
réciproquement,  si  les  conditions  de  réalité  des  racines  de 
l'équation  en  z  sont  remplies ,  et  que  celte  équation  ne  pré- 
sente que  des  variations ,  l'éqnation  proposée  aura  toutes  ses 
racines  réelles.  En  effet  ,  lorsque  les  conditions  précédentes 
sont  remplies,  toutes  les  raciues  de  léquation  en  c  sont  po- 
sitives ,  et  nous  allons  voir  que  cela  ne  peut  arriver  qu'au- 
tant que  toutes  les  racines  de  l'équation  du  4''  degré  sont 
réelles. 

Si  les  racines  de  l'équation  du  4*  degré  ne  sont  pas  (ouïes 
réelles ,  il  pourra  se  présenter  deux  cas  :  ou  bien  les  quatre 
racines  seront  imaginaires  ,  ou  bien  il  y  en  aura  deux  réelles 
et  deux  imaginaires. 

^   Si  les  quatre  racines  sont  imaginaires ,  on  voit ,  en  se  rap- 
pelant que  leur  somme  est  égale  à  zéro ,  qu'elles  seront 

a±b  y —  1 ,  —  a±b'  V^ —  1  ,  et  que  par  suite  les  racines 
de  l'équation  en  :;  seront  4a\  —  [b-\-  b')\  —  [b  —  b')'.  Il  y 
aura  donc  des  racines  négatives  dans  l'équation  en  z .  les 
quantités  b-\-b',  b  —  b'  ne  pouvant  être  nulles  en  même 
temps,  puisqu'on  en  concluerait  b  =  0,  i=0,  ce  qui  est 
contre  l'hypollièse  ('). 

Si  deux  racines  sont  imaginaires  et  les  deux  autre  réelles; 
fil  ajoutant  une  racine  réelle  à  une  racine  imaginaire ,  on 
;iura  toujours  une  quantité  imaginaire,  et  en  l'élevant  au 
carré,  on  aura  une  quantité  imaginaire  ou  une  quantité  né- 
gative. Ce  dernier  cas  arrivant  seulement  lorsque  la  racine 


v")  On  peut  même  dire  qu'aucune  r.tcine  n'csl  nulle  dan;»  l'équalion  en  s.  si 
on  suppose  R  dilTcrenl  de  z6ro.  Or  cesl  ce  qu'on  peut  toujours  supposer  ici .  I» 
cas  de  R  ■=  0  pouvant  être  Iraitii  direcicmeni. 
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réoUc  est  égale  cl  de  signe  contraire  à  la  partie  réelle  de  la 
racine  imaginaire  (*). 

On  peut  donc  conclure  de  ce  qui  précède ,  que  c'est  seule- 
ment dans  le  cas  où  l'équation  du  ï'  degré  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles ,  que  l'équation  en  z  a  toutes  ses  racines  réelles 
et  positives. 

Kemarqaons  qne  nous  n'avons  pas  dû  ici,  comme  on  le 
fait  pour  l'équation  aux  carrés  des  différences,  nous  borner  à 
la  seule  condition  que  l'équation  en  z  n'eût  que  des  varia- 
lions.  De  ce  que  l'équation  en  z  est  complète  et  n'a  que 
des  variations ,  on  en  conclut  bien ,  il  est  vrai ,  que  cette 
équation  n'a  pas  de  racine  négative  ;  mais  il  ne  résulte  pas 
de  là  ,  comme  dans  le  cas  de  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences ,  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  imaginaires  dans  l'équation 
proposée.  Ainsi ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure, 
il  est  évident  que  dans  le  cas  où  il  y  a  dans  la  proposée  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires ,  il  arrivera  généralement 
que  léqualion  en  z  aura  une  racine  positive  et  deux  racines 
imaginaires. 

La  condition  que  l'équation  en  z  n'ait  que  des  variations 
donne  immédiatement 

Q<0,     Q-4S>0. 
On  exprimera  ensuite  que  l'équation  en  z  a  ses  racines  réelles, 
en  la  transformant  en    z'^ -|- As' -|- B  =  0   et  appliquant  à 
cette  équation  la  condition  connue  4A''  -f-  27B'  ■<  0. 

B  et  A  sont,  comme  on  sait,  les  résultats  de  la  substitu- 

■2 
tion  de  —  -  Q  dans  le  premier  membre  de  l'équation  en  z 

et  dans  sa  dérivée.  En  faisant  ces  substitutions,  on  trouve 


(■)  La  somme  des  racines  elanl  égale  à  léro,  il  faut  pour  qu'une  racine  réelle 
puisse  salisfairc  à  la  condilion  précédente,  qu'il  y  ait  deux  racines  réelles 
égales  dans  l'équation  du  4<  degré. 
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ol  en  développant , 

4^S5  +  4'SQ*  — 23.4'S\)'  — 3'R*— 4R"Q'+3x4'QSR'>0. 

Cette  inégalité  et  les  deux  précédentes  sont  aussi  celles  que 
Lagrange  a  déduites  du  calcul  de  l'équation  aux  carrés  des 
différences.  (Rés.  deséq.  num.,  p.  48,  1808.) 

Mole.  Nous  croyons  utile  de  consigner  ici  les  fonctions 
sturmiennes  (*)  pour  l'équation  complète  du  quatrième  degré , 
telles  qu'elles  ont  été  calculées  par  M.  Midy  (Du  théorème 
de  M.  Sturm,  p.  27,  1836). 

X  =  x^  +px  ^  +  qx''+rx  +  s  ,    X ,  =  4  j:'+  3px'+  2qx  +  r. 
Faisons 

^p'—Hq^X  ;  pq—dr—ïi  ■  pr~  I6s=i]  ;  ^)p^—3-2pq+i8r=n, 
on  aura 

\=\x'+2Bx+C  ;   X;=[4AC+2BD— 27A']x+CI)— \>, 
ou         X,  =  Mx+N;  X,  =  Nf2MB  — 3A]N]  — CM", 
lorsque  /»  =  0  ^  on  a 

A=  —  Sq,      B  =  — 6r;      C  =  — 16^;      D  =  48/-; 

]VI  =  C4[8^s— 9/-'— 27^];  N  =  — (;4r(48i  +  7'); 
\^  =  2\3r'{8qs  —  \^r'—-2q^)  (48i+  q')  +  3.'>\qr'  {^Ss  +  qJ  + 
■+-2'°.s{8qs  —  9r'—<iq^)\ 

D'après  la  théorie  connue,  A  doit  être  positif,  M  négatif,  et 
X^  positif.  Ainsi  ^  <;o. 

Faisons  —  q=^q\  alors  on  aura 

29'3  <  Sgr's  +  9r'  ;  OU  .{'  <  45  -f  '^,   et  X,  >  0. 

Ces  inéfialilés  de  condition  ne  sont  pas  les  mêmes  que  celles 
que  donne  l'équation  aux  carrés  des  différences.  Cette  di- 
versité n'est-elle  qu'apparente?  Tm. 

{*)  Nous  hasardons  cette  expression  ;  on  dit  bien ,  les  nombres  Bernoulliens. 


—  391  — 
SOLUTION  pu  PROBLÈME  40  (T.  I ,  p.  395). 

PAR    m     GEORGES  RITT 

—  \ 

L'énonce  de  ce  problème  qui  n'est  applicable  qu'aux 
courbes  du  deuxième  ordre  douces  dun  centre  peut  être 
modifie  et  généralisé  de  la  manière  suivante. 

Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  conique,  soit  menée 
une  droite  quelconque  parallèlement  à  la  tangente  qui  passe 
par  A  ;  ce  point ,  le  milieu  de  la  portion  de  la  parallèle 
interceptée  entre  les  côtés  AB  et  AC,  et  le  pôle  P  du  côté 
BC  sont  sur  une  même  droite. 

La  démonstration  de  ce  ihéorème  s'obtient  facilement  par 
l'analyse. 

Si  l'on  prend  pour  axes  coordonnés  les  côtés  AB  ,  AC  , 
l'équation  de  la  courbe  sera 

Aj-'4-  Bx)'  +  Cx'  +  Dj+Ear  =  0. 
On  déterminera  lacilement  les  longueurs 

AB=-|,       AC=-5, 
et  Toa  aura  l'équation  du  troisième  côté,  BC , 

^r+g-r+l  =  0.  (1) 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  pôle  P  de  cette  droite,  on 
prendra  l'équation  générale  de  la  polaire 

(2Ae  +  Ba+D)j-  +  (2Ca-fB5  +  E).r+D6+Ea  =  0.     (2] 


—  392  - 

Et  égalant  les  cocfllcients  des  variables,  on  aura  les  relations 

2Ae  +  Bï  +  D       D 


Dë  +  Ea        ~A 

2Ca+BS  +  E        C 

DS+Ea       "~E 

d'où  l'on  tire 

.  °'  =  - 

D 

"ÏÏ 

'       ^  =  -1       ^' 

=  5      '^^ 

D'ailleurs  l'cqualion  de  la  tangente  à  l'origine  A  ,  est 

Dy  +  E.r  =  0,         ou        -  =  —  ^,       (4) 

d'où  il  suit  que  les  côlés  AB  et  AC,  la  droite  AP  et  la  tan- 
gente en  A,  forment  un  faisceau  harmonique. 

Si  donc  on  mène  entre  les  côtes  AB  et  AC,  une  transver- 
sale quelconque  parallèle  à  la  tangente  au  point  A ,  cette 
transversale  sera  divisée  en  deux  parties  égales  parla  droite 
AP,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  l'on  cherche  les  coordonnées  du  pôle  P'  du  côté  AB , 
on  trouvera 

"        âAE  —  BD ' 
DE 


2AE  — BD 
Pareillement  les  coordonnées  du  pôle  P"  du  côlé  AC  sont 

DE 


e": 


:iCD  — BE' 
E' 


2CD  —  BE  ' 
d'où  l'on  conclut  les  équations  des  droites  BP',  CP", 

»'"■ ''+ciF+S=TJili  ("+§)  =  ». 
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El  les  coordonDi'os  de  leur  point  d'interseclion 


Y  =  — 


2AE'+2CD'— BUE  ' 
DE' 


2AE'+2CD'— BDE 
d'où  l'on  tire 

Y  _E 
X  ~D" 

Donc  les  droites  AP,  BP',  CP",  se  coupent  en  un  seul  et 
même  point  ;  ce  qui  vérifie  une  propriété  connue. 

Si  l'on  cherche  la  polaire  du  point  de  concours  de  ces 
droites,  on  trouve 


VCU  — BE/       UE— Bb/ 


Note.  La  même  proposition  peut  se  démontrer  par  la 
synthèse.  Soit  I  l'intersection  de  BC  avec  la  tangente  en  A , 
et  O  l'intersection  de  AP  et  deBC;  I  est  le  pôle  de  AP; 
donc  les  quatre  points  I,  C,  O,  B,  sont  placés  harmoni- 
quement  sur  la  sécante  ICB  ;  les  quatre  droites  AB,  AO , 
AC,  AI ,  forment  donc  un  faisceau  harmonique  ,  etc. 

Tm. 

VOLUMES  ENGENDRÉS. 

(Mêmes  figures  que  pour  les  surfaces).  —  Fin  (voir  p.  361)- 

PAR,  M.   HUET, 

ancien  professeur  de  mathématiques  spéciales  i  l'École  de  Sorrézc  , 
«égent  de  malhémaliques  spéciales  au  collège  de  Pamiers. 


1°   Triangle. 
VolT  =  volCBEF  —  1  vol  ABF  —  TrîJF.'CB—  -itBF.  AF  = 

^ttBfYcB— ?Af'\=^CB.BF'; 

Ans.  de  Matuéu.  III.  27 
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or  AB  =  R|/3,  BF=^R; 

donc  rolT  =  -7rR5V/3. 

2°  Carré. 
Voie  =  2  volCAB  =  2  (volCAEB  —  vol  ABE)  = 

i=  -  TT  AECcÂ'+ BË'+ CA  .BE— BË')  =  ?TtAE.CA(CA  +  BE)  : 
3  3 


=  -rAE.-CA  =-itCA'; 
3           2             2' 

or 

CA  =  2R; 

donc 

voie  =  inK\ 

3°  Pentagone. 

VolP=2volABCD  =  2volDCAG+2(volCBHG  — voIABH)  = 
=  2volT+volT'). 

VolT  =  itAG.CG ';  voir  =  voW  —  volt'  ; 
or  vo1<  =  -uGHCCG  +  BH +CG.RH),  et  voh'=îitAH.BH'. 

Cela  posé,  AC=D=-l^10+2\/5i  AB=-Kio— 2\/5; 

AG=^  =  ^i/lO-2\/5-;  CG=5-(5  +  V/5);  AH=|  = 

Jl/iO+aKr;  GH=H_AG=^ (^l/l 0+2^5-1/ 10-21^) 

7F     Ri 


donc 


=  R|/20-8\/5  =  ^1^5-21/5  ; 
4  2 

volT  =  ■-:- v/lO  -  2  K5.—  (30  +  IOV/5)  = 
4  I0 


=1.-^R  V1O-2V/5  X  (3+1/5)=  i.|'^RV80+32l/5 
i  8  *  o 


-itR'v/5  +  2\/5. 
8         ' 
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VoW  =  îuV5-2K5i?^(30+10\/5)+^(30-10l/5)  + 
3    2  (16  ^o 

^    16    )       6 

Vol<=  ixy  \/lO  +  2V/5  .  ^(30— IOV/5)  = 
3     4  16 

3   2    16  3   8 

Par  suite,  volT'=-.-r:R3|4\/5— 2\/5— v/s— 2\/5    = 
38        (  *^  ) 

=  ^uR'y/5— 2\/5; 
o 

et  partant, 


volP=2(volT+volT')=--R3y/5+2K5+^irR3^5-2V/5  = 
=JirR3(^y/5+2V/5+y/5-2\/5')  =  ^uR' y/10+21/5 

4°  Hexagone. 

VolH  =  2  volABCD  =  2  (vol  ADCG  — volABG)  = 

=  ?  itAG  (DÂ*+  CG  +  DA.CG  —  Bg')  = 

=:|7rAG  |dÂV  (CG+BG)(CG-BG)+ DA.CG I  = 

= HuAG  D A  (DA+CB+CG)=  ^tiAG.  2R(4R+BG)=67rR= .  AG  ; 

or  AG  =  -^\/3,         lonc  volH  =  37uR'\/3. 

5°  Octogone. 

VolO  =  2  vol  ABCDE  =  2  (vol  ABDE  +  vol  BGD)  = 
=  2(volT+volT'). 

VolT=volAFDE— vo1ABF=-iiAFCIË'+DF'+AE.DF— BF') 
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=  îitAF|Âl'+(DF  +  RF)(DF  — BF)+ AE.DfI  = 

=  5rFG.DB(AE  +  DB  +  DF)=|-7:AF.CG(3CG+-DB^=r 

=  TrAF.CG(2CG  +  DB). 
Voir  =  volDCGF  —  volBFGC  = 

FG  (dF  +  CgV  dp  .  CG  — BF'— CG'—  BF .  CG)  = 


1       ^^   /TT^ 

-    71 

3 


=  ^  ttFG  I  (DF  +  BF)  (DF-  BF)  +  CG  (DF-  BF)    = 

G.DB.CG. 
DB      R\/2 


=  ^  ttFG  .  DB  (AE  +  CG)  =  jtFG  .  DB .  CG. 


Or,      CG=Ri  DB  =  R\/2;     AF. 


2  2 


FG  =  R-AF  =  R-^=|(2-l/2)i 
donc 

volT=7r.'^.R(2R+R|/2)=^'(2+2|/2)=TtR»(l4-K2). 

VolT'=  1. .  |(2  -  V/2)  .  R  V/2  .  R  =  ^  (2  \/2 -  2  )  = 

=  uR»(V/2-l)i   _ 
par  suite  vol  T  +  vol  T'  =  27:R3  V/2  , 

el  parlant  volO  =  4itR'\/2. 

6°  Décagone. 

VolD  =  2  vol  ABCDEF  =  2  (vol  ABEF  +  volBCDE)  = 
=  2(volï  +  volT'). 

VolT=volAGEF— volABG  = 
=  ^  TtAG  (ÂF  +  ËG+  AF.  EG  —  BG')  = 

=  *  r AG  I  Âf'+  (EG  +  BG)  (EG—  BG)  +  AF.  EG    = 
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=  -  7rAG.AF(AF+  EB  +  EG)  =  |uAG.  Ao(3AO+^Eb\  = 

=  irAG(-2A0  +  EB). 
VolT'=  iuGK(ËG^+DK +EG.DK— BG  — CK'— BG.CK)  = 

=-TrGK  { (EG+BG)(EG-BG)+(DK+CK)(DK-CK)+EG.DK- 

— BG.CkI=-7iGK(AE.EB  +  AE.DC  +  EG.DK-BG.CK). 

Cela  posé ,  on  a    OA  —  R  ;  AE  =  2R  ; 

PB  =  |y/lO-2\/r;    AG  =  ^  =  |y/lO-2V/5, 

M... 

EY=|/r^-ÂG'=\/r=~(10-21/5)=^v/6+2\/5 
=  |(l+V/5)  ;  EB=2EY=|(l+K5);  BC=C=f{V/ï-i), 

AR  =  .  =  Y/^'  =  \/^,(6_2V/I  = 
=  5:y/lO  +  2V/5;  GR=AK— AG=5:^Y/^0+2|/5— 
— y^lO— 2V5^=-v/-0-«^5==2V^5— 2^5; 
BG=  y/ÂB'— ÂG^=|y/l4-6k'5=^(3^l/5)  ; 
CK=R-5=t(5-V/5);  EG=EB+BG=Ç(5+V/5)  ; 

2       4  * 

DR=C4-CK  =  ^(3+l/&). 

On  a  donc      volT=u.  ^y/lO— 2V/5    2R+|(l+\/5)  j  = 

=  ^  (5+\/5)  ^10^2V/5  =  ^V^00+40j/^=^ 
8  '  o    ' 

=  ^\/  50+loV/y 
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VolT'=-^  T..  ^y/5-2j/5  JR'(i+V/5)  +R'  (l/5-l)+ 
+  ^(5  +  V/5)  (3  +  1/5)  -^(3-\/5)(5-K5)j  = 

=  -.-.  i-7:R'*/5-2V/5  .  481^5=  -  t:Rh/25—10|/5  ; 
2  3  16        V  2         V 

partant , 

vol  T+ vol  T  =  i  itR  5 1  y/50  +  1 0l/'5  +  2y^  25— 1  OV^S  I . 

En  élevant  la  parenthèse  au  carré  et  en  extrayant  la  racine 
carrée ,  on  obtient  : 

volT+volT'=iT:R5y/250-50V/5=^irR3Y/lO— 2\/5; 

et  par  suite,     volD  =--7rR't/io— 2V/5, 

expression  égale  à  la  surface  engendrée  par  le  pentagone , 
multipliée  par  la  moitié  du  rayon  R;  résultat  remarquable. 

7°  Dodécagone. 

VolD  =  2  vul  ABCDEFG  ==  2  (volT  +  voIT'+  volT'). 
VolT  =  vol  ABFG  =  vol  AHFC  —  vol  ABH  = 

•'    =ii:AH(ÂcVHFVAG.HF  — BH')  = 
=  *  7rAH|ÂG'+  (11F+BH)(HF— BH)  +  AG.Hf|  = 

=  ^ttAH  .  AG(AG  +  BF+HF)=- 7:AH  .  AO  (3A0+^  BF)  = 

=  7tAH.AO(2AO  +  BF). 
VolT'=  volHFEK  —  volHBGK  = 

=  I  7:K11(hF'+ KË +HF.  KE  —  mî'— ^'—  BH  .  CK)  = 

=  UkH  j(HF+  BH) (HF— Bll;  +  (KE  +  CK)  (KE  —  Kcl  + 

4-HF.KE  — BH.Ck|  = 
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=  -7tKH|AG.BF  +  AG.CE  +  llF.  RE— BH.CkJ. 

VolT"=  volREDL  -  vol  KCDL  = 

-t:KL(KË"  +  Dl'  +  ER.DL  — DL'  — CR"— DL.CK)  — 
o 

=  i7rRL|RE(RE  +  DL)— (DL  +  CR)CR|. 
Or,  on  trouve  facilement  OA  =  RB  :=  CE  =  DL  =  R  ; 
AG  =  2Ri    AH=::OV=^R;    FB  =  RV/3i    AB  =  C  = 

=  Ry/a  — 1^3;  BH=y/c'=rÂH'  =  |y/7— 4|/3  = 

=  |(2-|/3)i  FH  =  FB  +  BH  =  R\/3  +  î^(2  — V/3)  = 

5(2+V/3);  RE  =  ?R;  CR=ER-EC=:iRi    DY=1r; 

RL  =  CY  =  \/c'-y  =  |(2— V/3)j  HK  =  AL— AH- 
RL=|-*R(2-|/5)=^R(V/3-t). 

Donc  vol  T  =  ,7 .  -  (2R+RV/3)  =  i  itRî  (2+\/2)  ; 
Voir=5  7r.^  (1/3-1  )j  OR  Va  +  2R'+7  R=(2+\/2)  - 

_^"(2_\/ô)j  =  l.l.R3(V/3-l)(l2  +  12V/i)  = 

=  i„R3(V/3-l)  (V/3+1)  =,rR'. 

VolT'  =  i..|(2-J/2)j^R(^R+R)-^R(^R+R)j^ 

=  5  •^-RK2-K^)  .  12=  l,rR'(2-V/2). 

Partant ,    volT+  volT'+  volT"=-  itR».  6  =  SttR', 

t'I  par  suite ,  volD  =  6-R', 

résultat  d  une  simplicité  remarquable. 
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Nous  allons  luaintenant  vérifier  cos  résullals  par  la  mé- 
lliodc  de  Guldin.  D'abord  on  trouvii  facilement  pour  expres- 
sions des  surfaces  des  polygones  réguliers  en  fonction  de  II 

surfT  =  yR'V/3i  surfC  =  21l=; 

*         surfP=^R' y/^'^+-^^'  surfH=  gR' \/3; 
surfO  =  2R'|/2  ;  surf  DC'C  =  ^  R'y/ 5—21/5  ; 
surfDoÉi=3R". 
On  a  donc  ,  en  appliquant  la  formule   volPo/=:  S .  2wR  : 

volT=  -  R  Vs  .  27rR=  - 7:R' \/3  ;  vol  C  =  2R\  27.R =47tR»,- 

4  2 

VOlP  =  -  R'\/l04-2V/5.2rrR=-7rR3v/l0-|-2\/5; 
8        V  .       4        ' 

vol  II  =  -  R  V3  .  27rR  =  SttRVs  ; 

volO  =:  2R'K2  .  27rR  =  47rR3k'2  ; 
vol  D  ==  ^  R'y/lO+2V/5  .  2ffR  =  ^«R3 y^  1 0— 2V/5  , 

vol  Dod  =  3R'.  25rR  —  CttR'  ; 

résultats  identiques  avec  ceux  que  nous  venons  de  trouver 
par  la  géométrie. 

On  pourrait  encore ,  en  suivant  l'une  des  doux  marches 
que  nous  venons  d'employer,  trouver  les  expressions  des 
mômes  volumes ,  soit  en  fonction  du  côté  c ,  soit  en  fonction 
de  l'apothème  r. 

Par  exemple ,  en  fonction  du  côté  ,  on  trouverait  : 

VOIT  = -ne',    volC  =  7rcV2;    volP  =  7  77e'(5  +  3\/5)  ; 
2  4 


vol  11  =  3tc'  1/3  ;  V0)0=:  2;tc'v/  20+1  4|/ 5  i 
volDc'c  =  ^Tic't/  50+221/^  '  volDor/  =  3nciii^^+5l^) . 
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REPONSE  AUX  NOTES  DES  PAGES  148,  149. 

PAR  ra.  FINCK , 

docteur  es  sciences,  professeur  à  l'École  d'arlillerieelau  collège  de  Strasbourg, 


rL'équation  du  second  degré  à  deux  variables  peut  ôlre  re- 
présentée d'une  inQuité  de  manières  par  pq  -\-  a'  =  0 ,  qui 
Tcniertac sis. constantes.  p,q, a  sont  delà  forme  Aj  +  B.r +C, 
oxxy  -\-  k.v  -)-  /;  dans  ce  dernier  cas  ,  a'  serait  multiplié  par 
une  constante.  Admettons  cela  :  notre  équation  deuent 

iy+k.v+l)  (y  +  h'x  +  l')+-k(y  +  k"jc  +  r)'=^0.  (1) 

'  Je  ue  reprendrai  pas  les  raisonnements  de  M.  Plûcker;  il 
faudrait  entrer  dans  des  détails  qu'on  peut  éviter.  Je  me  rap- 
procherai des  méthodes  enseignées  dans  nos  écoles.  Soit 
donnée  une  courbe  du  second  degré;  j'y  prends  deux  tan- 
gentes et  la  sécante  de  contact  :  soient. r  +  A\r  +  /  =  0, 
y  +  kx'  -)-  Z'  =  0  les  tangentes  ;  y"  +  kx"  +  /  =  0  la  sécante. 
L'équation  représente  une  infinité  de  lignes  du  second  degré, 
ayant  les  deux  premières  droites  puur  tangentes,  la  dernière 
pour  sécante  de  contact.  Il  y  a  plus  ;  l'équation  (1)  les  repré- 
sente toutes ,  car  elle  renferme  suus  ce  rapport  une  arbi- 
traire X,  et  c'est  tout  ce  qu'elle  peut  renfermer  d'arbitraire. 
Donc  (1)  représente  aussi  notre  courbe. 
Voici  une  seconde  démonstration  moins  simple    soit 

'  y  +  rnx^  +  'Ikx  =  0  ,  (2) 

l'équation  de  la  courbe  rapportée  au  diamètre  mené  par  le 
point  de  concours  des  tangentes,  et  à  la  tangente  au  sommet 
de  ce  diamètre.  Les  équations  des  tangentes  seront  de  la 
forme 
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y  y  +  mxx'  +  /t  (x  +  x)  =  0 , 
yy'  —  mxx'  —  h{x+x'):=0. 
La  sécante  de  contact  x  —  x'  =  0. 
Je  dis  que  l'équation  (2)  peut  se  transformer  en 
[yy'+mxx'+h(x+x')]  [yy'—mxx'—h{x+x'}]+Xx—x']^  =0, 
ou 

y'y"  —[mxx'  +  h{x  +  x')Y  +  \{x  —  x'y=zO, 
ou 

^l—imx'+ky  —kx'(mx'+fc)—Xx:      (\—k'')x" 

Annulons  d'abord  le  dernier  terme ,  en  prenant  X  =  A'.  Le 
coefliciei^c  x^  devient 

—  m^x"  —  '2kmx' 

y, =  "i  7     vu  que    y  +  mx  '  +  ^kx  =  0. 

y 

Celui  de  2x ,  se  transforme  en 

( — 2Jîx'  —  mx") 
k    — =  Â,    par  la  même  raison.  Donc,  etc. 

y 

Rien  n'empêche  de  généraliser  ce  résultat  par  une  trans- 
formation de  coordonnées  ,  ce  qui  d'ailleurs  est  inutile. 

2°  Prenez  sur  une  ligne  du  second  degré  quatre  points  :  par  ces 
quatre  points  vous  pourrez  faire  passer  une  infinité  de  ces 
lignes,  dont  l'équation  aura  une  seule  constante  arbitraire; 
soient  ;5=:0,  y=0,  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  déter- 
miné par  CCS  points  ;  r=  0 ,  «  =  0  les  deux  autres.  L'équation 
pq  =  Irs 

représente  une  ligne  d  u  second  degré  quelconque  menée  par  ces 
quatre  points.  En  effet,  elle  est  satisfaite  par  les  quatre  points 
dont  le  premier  est  {/>  =:  0,  r=  0) ,  le  second (/j  =  0, 5  =  0), etfc.  ; 
et  elle  renferme  une  arbitraire  X.  Donc  elle  représente  aussi 
notre  courbe.  Autrement  :  prenez  /•=0  pour  axe  des  x;  s=0 
pour  axe  des  y  -,  soient  .r',  .r"  les  abscisses  des  points  situés 
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sur  le  premier  axe;^',^"  les  ordonnées  des  deux  autres, 
les  équations  de  nos  quatre  droites  seront 

r  =  0      ou 

4=0 


Donc 


p  =  0 

Q  =  0 


y^O 

^  =  0 

y^x' 

- 1 

=  0 

y^-r" 

-1 

=  0 

OU 


yy  "^  ^-^  V/^""*"  ^y  •    /  "^  ^'•^■"  '^ 

Or,  l'équation  d'une  conique,  menée  par  ces  quatre  points, 
est 

y  jt'       /      1      1  \ 

En  faut-il  davantage  pour  convaincre  ? 

Note.  Oui,  il  faut  davantage.  La  méthode  dont  M.  Plucker, 
à  l'instar  de  MM.  Bobiilier,  Lamé  etc.,  fait  usage,  consiste  à 
identifier  une  équation  donnée  avec  une  équalion  de  même 
degré,  mais  d'une  autre  forme,  à  l'aide  d'un  certain  nombre 
de  constantes  arbitraires  ;  pourvu  qu'on  ait  autant  d'équations 
que  de  constantes  arbitraires,  cette  identification  est  possible, 
analydquement  parlant.  Mais  la  possibilité  géométrique 
exige  que  l'on  prouve  que  ces  constantes  ne  deviennent  ja- 
mais ni  infinies,  ni  Imaginaires;  et  ici  il  s'agit  d'une  applica- 


tiuD  it  une  porlioD  détemûiiée  de  1  espace ,  a  la  géométrie  ^ 
c'est  donc  oc  dernier  genre  de  poi>sibilitc  qa'il  faut  établir. 
Iks  lors ,  on  est  enlraioé  dans  une  discusnon  assez  épioeose 
qui  fait  disparaître  l'avaDtage  de  la  simplicité.  Ou  devra  aussi 
dire  pourquoi  le  même  genre  de  raisonnement  cesse  d  être 
applicable  quand  il  s'agit  de  lignes  supérieures  an  second 
degré;  à  quoi  cela  tient-il?  d'ailleurs ,  la  roélbode  est  si  ra- 
pide, si  féconde ,  qu'il  ne  faut  rien  négliger  pour  la  mettre  à 
l'abri  de  tonte  objection.  Tm. 


SOLLTIO.N  DE  LA  QUESTION  85  (p.  256;. 

FAH  K.  ÉXlLS    COUPT, 

bacbelier  et  (eieuen  inaUieiiuiiMjaet. 


Problème.  —  Quel  est  le  nombre  des  permutations  de  n 
lettres  a.  b^c,  d...  où  une  lettre  au  moins  est  à  sa  place:' 

.Soluù'/n.  Nous  rappellerons  d  ab(.>rd  que  dans  le  triangle 
arithmétique  de  Pascal,  la  somme  des  p  premiers  nombres 
figurés  de  Tordre  «,  qui  forment  la  («-^-1)«"^  ligne  du 
triangle,  est  é;;ale  au  p""  nombre  figuré  de  la  li^ne  sui- 
vante, c'est-à-dire  de  Tordre  «-i- 1 ,  ce  qui  donne  pour 
cette  somme  Texpressiou 

1.2.3...  (lï-j-l; 

(  Voir  pour  la  démonstration,  algèbre  de  i^lajer  et  Cbo- 
quet,  2*  édition ,  p.  'iV2  et  suivante;.  Cela  posé,  retenons  au 
problème.  iVepreseulons  par  P  «^  le  nombre  des  permutations 
de  n  lettres.  D  abord  le  nombre  de  permutations  ou  roue 
des  lettres,  la  première,  je  suppose,  est  a  son  rang,  égale 
évidemment  le  nombre  de  [»ermuralions  que  Ton  peut  faire 
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avec  1m  n  —  1  autres,  c'est  à-dire  =  l%_j  ;  le  nombre;  de 
permulalions  où  la  seconde,  U,  est  à  son  ranj;  égah;  aussi 
P„_i ,  diminué  du  nombre  de  permutations  où  b  était  à 
son  rang  dans  le  nombre  Pn-i  obtenu  en  premier  lieu.  Or 
ce  nombre  est  évidemment  Pn-2 ,  c'est-à-dire  le  nombre  de 
permutations  que  l'on  peut  faire  avec  les  n — 2  autres  l(!t- 
tres  oblenues  en  néffligeant  a  et  b.  On  a  donc  en  définitive 
P(»_i) — P(n-2)-  Maintenant  le  nombre  de  permutations  où  c 
esta  son  rang=  Pn— i,  diminué  du  nombre  de  permutations 
où  déjà  cette  lettre  était  à  son  ranp;  dans  les  deux  nombres 
déjà  obtenus  pour  b  et  a.  Or  ce  nombre  est  facile  à  obtenir, 
car  il  suffit  de  diminuer  les  indices  de  1  dans  les  nombres 
précédents,  c'est-à-dire  que  ce  nombre  est  [P{i»— 2)]-f- 
[P(„_2)  —  P(,i_3)]-  i-n  effet,  les  permutations  où  a  et  c  sont 
à  leurs  rangs  respectifs  =  Pn-2,  elles  permutations  où  b 
et  c  sont  à  leurs  rangs  respectifs  =P(»_2) ,  diminué  du  nom- 
bre de  permulalions  où  ils  étaient  d<!Jà  à  leurs  rangs  dans  le 
nombre  précédent  P(n— aj  oi)l(nu  pour  a  el  c  ,  c'i-st-à-dire, 
en  d'autres  termes,  diminué  du  nombre  de  permulalions  où 
les  trois  lettres  a,b,c  sont  à  leurs  rangs,  nombre  évidemment 
=  P(»-3).  Ainsi  les  permutations  où  b  et  c  sont  à  leurs  rangs 
=  P(»_ï)  —  P(n-3),  donc  enfin  : 

P(»-l)— [P(n-2)+P(n-2)— Pf»-3j]=P(n-i)— 2P(rv-2)-|-P(ft_3), 

est  ce  nombre  de  permutations  où  c  est  à  son  rang.  Et  en 
générai  pour  avoir  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre 
est  à  son  rang ,  quand  on  a  celui  où  chacune  des  lettres 
précédentes  est  à  son  rang,  il  suffit  de relrancher  de  P(»-i), 
la  somme  des  nombres  de  permutations  obtenues  pour  toutes 
les  lettres  précédenKîs,  mais  prises  avec  une  lettre  de  moins, 
c'est-à-dire  en  ayant  soin  de  diminuer  de  1  chaque  indice; 
et  en  effet  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre  quel- 
conque k  est  à  son  rang  =  Pm-o  diminué  de  la  somme 
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tiun  à  une  portion  déterminée  de  l'espace ,  à  la  géométrie  ; 
c'est  donc  ce  dernier  genre  de  possibilité  qu'il  faut  établir. 
Dès  lors ,  on  est  entraîné  dans  une  discussion  assez  épineuse 
qui  fait  disparaître  l'avantage  de  la  simplicité.  On  devra  aussi 
dire  pourquoi  le  même  genre  de  raisonnement  cesse  d'être 
applicable  quand  il  s'agit  de  lignes  supérieures  au  second 
degré  ;  à  quoi  cela  tient-il?  d'ailleurs,  la  méthode  est  si  ra- 
pide, si  féconde ,  qu'il  ne  faut  rien  négliger  pour  la  mettre  à 
l'abri  de  toute  objection.  Tm. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  85  (p.  256). 

FAB.  M.  EMILE   COUPT, 

bachelier  es  sciences  malhémaliques. 


Problème.  —  Quel  est  le  nombre  des  permutations  de  n 
lettres  a,  b,  c,  d...  où  une  Icllre  au  moins  est  à  sa  place  ? 

Solution.  Nou.s  rappellerons  d  abord  que  dans  le  triangle 
arithmétique  de  Pascal,  la  somme  des  p  premiers  nombres 
figurés  de  l'ordre  n,  qui  forment  la  {« -|- 1  j'"*  ligne  du 
triangle ,  est  égale  au  p'""^  nombre  figuré  de  la  ligne  sui- 
vante ,  c'est-à-dire  de  l'ordre  n-\- l .,  ce  qui  donne  pour 
cette  somme  l'expression 

p(p  +  i){p  +  ii)...{p  +  n) 
1.2.3...  («4-1) 

(Voir  pour  la  démonstration,  algèbre  de  I^iaycr  el  Cho- 
quel,  2°  édition ,  p.  342  et  suivaule).  Cela  posé,  revenons  au 
problème.  Représentons  par  P(n)  le  nombre  des  permutations 
de  II  lettres.  D'abord  le  nombre  de  permutations  où  l'une 
des  lettres,  la  première,  je  suppose,  est  à  sou  rang,  égale 
évidenunent  le  nombre  de  pcrmufations  que  l'on  peut  faire 
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avec  les  n  —  1  autres,  c'est  à-dire  =:  P(n— n  ;  le  nombre  de 
permutations  oii  la  seconde,  0,  est  à  son  rang  égale  aussi 
Pfv_i ,  diminué  du  nombre  de  permutations  où  b  était  à 
son  rang  dans  le  nombre  P„_i  obtenu  en  premier  lieu.  Or 
ce  nombre  est  évidemment  Pn-i ,  c'est-à-dire  le  nombre  de 
permutations  que  l'on  peut  faire  avec  les  n — 2  autres  let- 
tres obtenues  en  négligeant  a  et  b.  On  a  donc  en  définitive 
P(„_,) — P(n-2).  Maintenant  le  nombre  de  permutations  où  c 
est  à  son  rang  =  Pn_i,  diminué  du  nombre  de  permutations 
où  déjà  cette  lettre  était  à  son  rang  dans  les  deux  nombres 
déjà  obtenus  pour  b  et  a.  Or  ce  nombre  est  facile  à  obtenir, 
car  il  suffit  de  diminuer  les  indices  de  1  dans  les  nombres 
précédents,  c'est-à-dire  que  ce  nombre  est  [P(»— 2)]  + 
[P(„_2)  —  P(,i_3)].  En  effet,  les  permutations  où  a  et  c  sont 
à  leurs  rangs  respectifs  =  Pn-2,  et  les  permutations  où  b 
et  c  sont  à  leurs  rangs  respectifs  =:P(„_2) ,  diminué  du  nom- 
bre de  permutations  où  ils  étaient  déjà  à  leurs  rangs  dans  le 
nombre  précédent  P(n— 2)  f)btcnu  pour  a  ci  c  ,  c'est-à-dire, 
en  d'autres  termes,  diminué  du  nombre  de  permutations  où 
les  trois  lettres  a,b,c  sont  à  leurs  rangs,  nombre  évidemment 
=  P(n-3)-  Ainsi  les  permutations  où  b  et  c  sont  à  leurs  rangs 
=  P(n— 2)  — Pcn— 3),  donc  enfin  : 

P(n-i)— [P(n-2)-t-P(n-2)— P{»-3)]=P(n-i)— 2P(n-2)-fP(n-3), 

est  ce  nombre  de  permutations  où  c  est  à  son  rang.  Et  en 
général  pour  avoir  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre 
est  à  son  rang ,  quand  on  a  celui  où  chacune  des  lettres 
précédentes  est  à  son  rang,  il  suffit  de  retrancher  de  P{n-o, 
la  somme  des  nombres  de  permutations  obtenues  pour  toutes 
les  lettres  précédentes,  mais  prises  avec  une  lettre  de  moins, 
c'est-à-dire  en  ayant  soin  de  diminuer  de  1  chaque  indice; 
et  en  effet  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre  quel- 
conque k  est  à  son  rang  =  P(n-i)  diminué  de  la  somme 
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b  =  ni'«-i pj—  P„-2H YY3 —  P»-3  — 

(«-3)...   K„  _ 

formule  qu'on  peut  écrire  sous  une  forme  différcnle  en  re- 
marquant que 

«P„_,=P„ ,  h(«— l)P„^j=P„  ,«(«-!)(«— 2)P„_3=P„, etc. 

p 
Alors  en  écrivant  P,,  =  1  sous  la  forme  ^  ,  on  peut  mettre 

Pn 

Pn  en  facteur  commun  ,  et  écrire 

Or  P„  =  1.2.3.4...  Il,  donc 

S  =  (1.2.3...ra)— (3.4...H)-f  (4.5...M)  — (5.6...n)...=pn±l, 
et  il  est  bon  de  remarquer  que  dans  les  applications  numé- 
riques de  cette  fornmle ,  pour  former  le  premier  terme  , 
1.2.3.  .«,  on  devra  le  commencer  à  rebours,  c'est-à-dire  de 
1:)  sorte  :  n.  (n —  1)  (m — 2)...  3.2.1 ,  parce  que  les  produits 
partiels  «,  {n — 1)«,  (« — 2)  («  —  \)n...  sont  précisément 
les  autres  termes  de  la  formule. 

II.  Au  moyen  de  la  formule  précédente  on  pourra  trouver 
le  nombre  de  permutations  où  aucune  lettre  n'est  à  sa  place. 
Car  ce  nombre  est  évidemment  P„  —  S  =  S' ,  et 

S'=(3.4...«)  — (4.5...7t)4-{5.6...72)...±7irpl. 

III.  Comme  application  numérique,  nous  résoudrons  le 
problème  suivant  de  probabilité,  résolu  pour  la  première 
fois  par  Montmort  (') ,  et  proposé  dans  la  Correspondance 
mathématique  de  Quélclet,  t.  III,  p.  315.  On  a  13  cartes 
dont  aucune  n'est  répétée,  on  les  bat,  puis  on  les  tire  succes- 


(■)  Essai  d'analyse  sur  les  jeux  de  hasard ,  p.  54  ;  Montmort  ne  résout  qu'un 
cas  particulier  de  la  queslion  :  son  ouvrage  a  paru  en  1708.  Tm. 
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sivementen  nommant  suivant  l'ordre  des  cartes  :  as.  2,3,i,.. 
jusqu'au  roi  qui  est  la  dernière ,  et  on  parie  qu'il  arrivera 
au  moins  une  fois  qu'une  c^te  sera  à  son  rang,  quel  doit 
être  le  rapport  des  paris  ' 

Il  faut  faire  «  =  13,  S  est  le  nombre  de  cas  favorables, 
S' le  nombre  de  cas  défavorables  ,  or  ici  ; 

P„  =  1.2.3...  13  —62:27020800, 

et  on  trouve  pour 

S  =  7318002277  -  3381774409  =  3936227868. 

C'est  là  le  nombre  de  chances  favorables  le  nombre  de 
chances  défavorables  est  donc 

6227020800  ^3336227868  =  2290792932. 

Il  faut  donc  parier  393...  contre  229....  ou  (en  divisant 
par  36),  109339663  contre  63633137,  qu'il  arrivera  au  moins 
une  fois,  qu'eu  tirant  une  carte,  on  la  nommera;  les  doux 
derniers  nombres  ,  sont  premiers  entre  eux ,  mais  élant  fort 
grands  on  se  fait  difficilement  idée  du  rapport  des  paris.  Mais 
si  le  second  nombre  se  terminait  par  un  8  au  lieu  d'un  7, 
il  serait  divisible  par  6  ;  le  quotient  sera  10605523,  et  di- 
visant 109339663  par  ce  quotient,  on  trouve  10  et  envi- 
ron -.  On  peut  donc  dire  qu'il  faut  parier  un  peu  moins  de 

11  contre  6. 

Enfin,  pour  terminer,  disonsquesion  fait  successivement 
dans  S  et  S', 

n—\,    2,    3.    4,     5,    6,    7,    8,    9,    10,    11,    12,    13, 

on  aura 

S=  1,  1,  4,  15  76  455  3186  25487  229384  2293839 

25232230  302786759  3936227868, 
S'  =  0,  1,2,  9,  44  265  1854  14833  133496  1334961 

14684570  176214841  2290792937. 

Ann.  ue  M\thêm  III.  iO 
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On  peut  voir  :  Développement  snr  la  partie  élémentaire 
des  mathématiques  par  Bertrand  de  Genève,  t.  I,  p.  410,  la 
solution  du  problème  de  IMontmort,  mais  non  par  la  formule 
générale  que  nous  avons  donnée  ici.  Voir  aussi  Annales  de 
Gergonne,  l.  XII,  p.  120. 

Note.  Le  problème  du  jeu  de  rencontre  a  été  résolu  par 
Euler  (Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1751);  Laplaccs'en 
est  aussi  occupé  (Calcul  des  probabilités,  p.  217),  sa  marche 
est  analogue  à  celle  que  M.  Coupy  a  suivie.  Enfln  M.  Cata- 
lan a  généralisé  l'énoncé,  on  trouve  la  solution  au  journal  de 
M.  Liouvillo,  tome  II,  p.  475.  On  voit  que  ce  problème  mène 
à  une  série  ,  développement  de  e~'  ;  Daniel  Bcrnoulli  est 

leprcmierquiait  indique  l'équation  limite  (  t )     =€'". 

(Mémoires  de  P.,  t.  XIV,  p.  6,  1769);  M.  Cauchy  en  a 
donné  une  démonstration  rigoureuse,  et  en  a  fait  la  base 
du  calcul  difTérenticI ,  méthode  aussi  ingénieuse  que  peu 
naturelle  (Moigno,  t.  I,  p.  3).  Tm. 


NOTE 
tur  l'équation  aux  carrés  def  différences. 

PAR  M.  TARNIER, 

professeur. 

1°Trouver  la  relation  entre  les  coefficienlsd'unecqualion, 
pour  qu  clic  soit  l'équation  aux  carrés  des  différences  d'une 
équation  du  .3""'  degré  de  la  forme  x^  4-  qx  +  r=0. 

.    .  m  {m —  1) 

D  après  la  relation  n  =  — —- — ,  on  voit  que  n  =  3  j 

l'équalion  cherchée  étant  du  3°"  degré ,  est  de  la  forme 
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Or  le  calcul  donne  pour  équation  aux  carrés  des  différences 
de  x^  +  qx  +  r'  =  0, 

e  +  6qC  +  9q\  +  (4^5  +  -llr)  =  0  , 

et  l'on  voit  en  identiGant  que 

F  F' 

F' 

Cette  condition  G  =  —  est  nécessaire  et  suffisante.  En  effet , 
4 

F 

pour  retrouver  l'équation  primitive ,  on  prendra  ^  =  — , 

6 

et  on  pourra  choisir  r,  de  façon  qu'on  ail  4g'  +  STr'  =  H  ; 

r  pourra  être  imaginaire. 

Cette  condition  ne  peut  pas  s'énoncer  ainsi  :  «  la  somme 

des  trois  premiers  coefticienls  est  un  carré  »  ;  mais  bien 

«  les  trois  premiers  termes  doivent  être  les  trois  termes  du 

carré  d'un  binôme,  en  supposant  le  coefficient  du  premier 

terme  égal  à  1  »  ;  et  encore  mieux  ■  «  le  carré  de  la  moitié 

du  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  au  produit  dos 

coefficients  du  premier  et  du  troisième  terme.  » 

2°  Nous  allons  exposer  une  deuxième  méthode  qui ,  ne 

nécessitant  pas  l'équation  aux  carrés  des  différences ,  s'ap  - 

plique  à  toute  équation  du  troisième  degré ,  et  indique  l;i 

méthode  à  suivre  pour  un  degré  supérieur  au  troisième. 

a 
Soient  b  les  racines  de  l'équation  ;  celles  de 
c 

i;=  +  Fi:'  +  Gç  +  H=0, 

(a  —  b)'  a  ~  b 

sont  {b  — c)'  :  et  l'on  voit  que  les  trois  quantités  b  —  c  sont 

(a  —  cf  a  —  c 

telles ,  que  la  somme  des  deux  premières  donne  la  troisième  ; 

P' 
donc,  les  trois  racines  sont      q'        et  i  ou  a 

{p^qY 
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(2)  G=pY  +  {p'+q']{p  +  y)\ 

(3)         -n=^pY(p  +  qy; 

P  ^ 

il  suffit  d'climincr  o,  pour  avoir  la  relation  entre  G.  Or, 

H 
on  a  : 

-F=:2{p'+q'+pq),      G  =  {p' +  q')U-2pq  (p' +  q')  + 
+  pY  =  {p'+q^+pqy  =  l. 

F' 

Cette  condition  G  :=—  est  suffisante,  car  en  prenant  P  ,  de 

4  q 

(1)  F' 

nnanière  à  satisfaire  à  „  ,  G  sera  toujours  «^gal  à  — . 

(3)  4 


THEORIE  DES  FOYERS, 

d'après  ApoUonim. 


1 .  Il  est  nécessaire ,  pour  comprendre  le  langage  d'Apol- 
lonius ,  d'expliquer  certaines  dénominations  en  usage  chez  les 
anciens. 

Appliquer  un  rectangle  à  une  droite,  c'est  partager  cette 
droite  en  deux  segments ,  tels  que  le  rectangle  construit  sur 
ces  segments ,  soit  égal  au  rectangle  donné. 

Nous  disons  égal  au  rectangle,  car  les  anciens  ne  se  ser- 
vaient pas  du  mot  équivalent  introduit,  je  crois,  par  Lcgendre. 

Le  mot  appliquer  (napapàXXto) ,  vient  de  ce  quu  le  rec- 
tangle 'jtait  joint ,  applique  à  la  droite  donnée  ;  soit  AB  cette 
droite  BG  le  prolongement  de  AB;  et  BCDE  le  rectangle 
donné  ,  il  s'agit  de  partager  AB  en  deux  segments,  tels  que 
le  rectangle  construit  avec  ces  segments,  soit  égal  au  rec- 
tangle BCDE  ;  on  voit  que  BCDE  est  joint  à  la  droite  AB; 
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une  droite  ordonnée  d  un  diamèlre;  c'est  une  droite  parallèle 
au  diamètre  conjugué. 

Figure  d'un  diamèlre ,  ( eiSii  xoj  8(a[ji.expûu)  :  c'est  le  rec- 
tangle construit  sur  ce  diamètre  et  son  paramètre. 

On  voit  que  la  figure  d'un  diamèlre ,  est  équivalente  au 
carré  du  diamètre  conjugué. 

Les  théorèmes  sur  les  foyers  sont  dans  le  livre  III  ;  nous 
en  extrayons  les  propositions  relatives  à  notre  objet. 

Proposition  XLII 

Si  dans  l'hyperbole .  ou  dans  l'ellipse,  ou  dans  la  circon- 
férence du  cercle,  ou  dans  les  sections  opposées,  on  mène 
par  les  extrémités  d'un  diamètre  deux  droites  ordonnées  à  ce 
diamètre;  et  encore  une  autre  droite  tangente;  celle-ci  re- 
tranche des  deux  premières ,  des  longueurs  renfermant  un 
rectangle  égal  au  quart  de  la  figure  faite  sur  le  diamètre  ;  en 
d'autres  termes ,  dans  le  trapèze  formé  par  un  diamètre ,  les 
deux  tangentes  parallèles  menées  par  ses  extrémités,  et  une 
troisième  tangente  quelconque,  le  produit  des  deux  bases  est 
équivalent  au  carré  du  demi-diamèlre  conjugué.  Lorsque  la 
troisième  tangente  est  parallèle  au  diamèlre ,  le  trapèze  se 
change  en  parallélogramme,  et  la  proposition  devient  in- 
tuitive. Celte  observation  est  d'Apollonius.  Par  seclion  op- 
posée, on  entend  les  deux  branches  opposées  de  l'hyperbole, 
qu'Apollonius  considère  toujours  à  part. 

Proposition  XLV. 

Si  dans  l'hyperbole  ,  ou  dans  l'ellipse ,  ou  dans  la  circon- 
férence du  cercle ,  ou  dans  la  section  opposée ,  on  mène  des 
perpendiculaires  aux  extrémités  de  l'axe ,  et  qu'on  applique 
à  l'axe  de  part  et  d'autre  un  rectangle  égal  au  quart  de  la 
figure  ;  qu'on  mène  une  droite  louchant  la  section  et  coupant 
les  perpendiculaires ,  les  droites  menées  par  les  points  d'in- 


-  in- 
tersections ,  aus  points  faits  par  application ,  forment  des 
angles  droits,  en  ces  points. 

Observation  :  le  quart  de  la  figure  sur  l'axe  transverse , 
c'est  le  carré  du  demi-axe  conjugué  ;  si  on  applique  à  l'axe 
transverse  un  rectangle  équivalent  au  carré  du  demi-axe 
conjugue ,  c'est-à-dire  si  on  divise  cet  axe  en  deux  segments 
additifs  pour  l'ellipse,  soustraclifs  pour  l'hyperbole,  dont  le 
produit  soit  égal  au  carré  du  demi-axe  conjugué,  on  obtient 
sur  cet  axe  et  pour  chaque  extrémité,  un  point  fait  par  appli- 
cation ;  ce  sont  là  les  foyers,  mois  qu'Apollonius  ne  connaît 
pas.  Ils  désignent  toujours  ces  points  par  cette  phrase,  points 
faits  par  application  (ta  ex  Tf;<j  itapapoXf,»  -jevEOivxx  aTtiftèiâ).  — 
Ainsi ,  la  proposition  XLV  peut  se  traduire  ainsi  en  langage 
moderne  :  toute  tangente  interceptée  entre  deux  tangentes 
menées  par  les  extrémités  de  l'axe  transverse ,  est  vue  da 
foyer  sous  un  angle  droit. 

On  voit  que  cette  détermination  du  foyer  n'est  pa  prati- 
cable dans  la  parabole;  mais  Apollonius  ne  parle  nullement 
du  foyer  de  cette  courbe. 

Proposition  XLVI. 

Même  construction  que  dans  la  précédente;  soient  A  et  B, 
les  extrémités  de  l'axe  Iransverse;  AG,  BU,  les  perpendi- 
culaires élevées  sur  cet  axe  ;  DFG  une  tangente  quelconque, 
et  E  le  point  de  contact;  F  et  F'  les  deux  foyers;  on  aura 
angle  FDF  =  angle  FGF. 

Proposition  XLVIl. 

Même  construction  que  dans  la  précédente  ;  soit  T  l'inter- 
section de  DF'  et  de  GF  ;  la  droite  TE  est  perpendiculaire 
sur  la  tangente  DFG. 

Cette  belle  propriété  est  peu  connue 
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Apollonius  démontre  que  si  ou  abaisse  du  point  T,  une 
perpendiculaire  sur  la  tangente ,  elle  se  confond  avec  TE. 

Proposition  XLVIII. 

Même  construction ,  les  rayons  vecteurs  font  des  angles 
égaux  avec  la  tangente. 

Proposition  XLIX. 
Même  construction  ;  si  d'un  foyer  od  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  une  tangente ,  et  qu'on  joigne  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire avec  les  extrémités  de  l'axe  transverse,  ces  deux 
droites  sont  perpendiculaires,  l'une  sur  l'autre. 

Proposition  L. 

Môme  construction  ;  si  l'on  mène  par  le  centre  une  paral- 
lèle au  rayon  vecteur  qui  passe  par  le  point  de  contact ,  la 
portion  de  cette  parallèle  comprise  entre  le  centre  et  la  tan- 
gente est  égale  à  la  moitié  de  l'axe  transverse. 

Proposition  LI. 

Si  dans  l'hyperbole  ou  dans  les  sections  opposées ,  on  mène 
des  deux  foyers,  deux  droites  au  même  point  de  la  section, 
la  plus  grande  surpasse  la  plus  petite ,  d'une  longueur  égale 
à  l'axe  trans verse. 

Proposition  LII. 

Si  dans  l'ellipse ,  on  mène  des  deux  foyers ,  deux  droites 
à  un  même  point  de  la  section ,  la  somme  de  ces  droites  est 
égale  à  l'axe  transverse. 

Apollonius  passe  toujours  d'une  proposition  à  la  suivante; 
les  propositions  LI  et  LU  sont  les  dernières  relatives  aux 
foyers  ;  il  n'y  en  a  point  d'autres  de  cet  auteur  ;  il  ne  fait 
aucune  mention  de  directrices. 

Observation.  11  existe  des  points  faits  par  application  sur 
tous  les  diamètres  de  l'hyperbole,  et  sur  les  diamètres  de 
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l'ellipse  plus  grands  que  leurs  diamètres  conjugués. 
M.  le  capitaine  Jacob  en  a  donné  le  lieu  géométrique  (t.  11, 
p.  138). 

Claude  Mydorge  duns  ses  coniques  {'] ,  donne  aux  points 
d'application  faits  sur  l'axe,  le  nom  d'Ombilics  (Umbilicus; 
—  Descartes ,  dans  sa  Dioplrique ,  dit  :  «  à  cause  de  cer- 
taines propriétés  de  ces  points ,  que  vous  entendrez  ci-après, 
nousics  nommerons  les  points  brûlants  »  {OEuvres,  V.  p.  9*. 
Cousin)  ;  il  est  probable  que  celie  expression  a  été  changée 
en  telle  de  foyer.  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITK 

et  équations  fondamentales  relatives  aux  courbes  de  second 

degré. 

(Voir  t.  II,  page  sja.  ) 


XLVIII.   Transformation  des  courbes. 

Lemmf;.  Si  dans  une  équation  algébrique  à  deuv  inconnues 
.r ,  y  du  degré  m,  on  remplace  respectivement  les  deux 
variables  par  les  expressions  ayant  même  dénominatebr, 

<7.r  -\-  br-{-c      a'x  -\-  b'y  +  c 
dx+ey+f      dx-\-ey+f' 


les  neuf  coelEcients  donnant  huit  rapports ,  l'équation  résul- 
tante est  encore  du  degré  m. 
Démonstration.  Soit  l'équation  ¥  [x  ,y)  —  Vm  +■  ■  -P»  +■  •  • 


{'^  Claiidii  MjdorKÎi  Patricii  Parisini  prodromi  caloplicorum  et  dioplicorum, 
sive,  conicorum  operis  ad  abdila  radii  relleii  el  refracli  rnysteria  praevii  et  faceiii 
prîEfereniis,  iibri  quatuor  priores.  D.  A.  L.  G.  Parisiis.  K 
premier  traité  niélhoditiue  des  sections  roniques  en  Fr 
d'abord  en  deux  livres  en  1631.  Les  énoncés  des  qur 
Jejlynopsls  du  P.  Merscnne. 


-  417  — 

P.  =  0  où  Pm ,  Pn  sont  les  fondions  homogènes  des  degrés 
m  et  n,  etc.;  en  opérant  la  substitution  indiquée,  Pm  devient 
une  fonction  de  degré  rn  divisée  par  (dy  -(-ex  +  /')'",  et  Pn 
une  fonction  de  degré  n  divisée  par  {dy-{-ex-^J'f  et  m^n, 
multipliant  donc  toute  l'équation  par  {dy  -|-  ex  -{-J'}",  on 
aura  une  nouvelle  équation,  fonction  entière  et  du  degré  m. 

Observation.  Ce  résultat  n'aurait  pas  lieu ,  si  les  expres- 
sions fractionnaires  étaient  de  dénominations  différentes. 

XLIX.  La  première  équation  représentant  une  ligne  plane 
de  degré  m,  la  seconde  équation  représentera  une  ligne  de 
même  degré,  une  ligne  transformée,  rapportée  aux  anciens 
ou  à  de  nouveaux  axes.  Nous  verrons  plus  loin  que  celte 
méthode  de  transformation  ,  duc  originairement  à  Newton, 
et  généralisée  par  \Variiig(Pro/*r«7a/es  curvarum  alyebraica- 
rum,  p.  240),  est  d'une  extrême  fécondité  ;  à  son  aide,  on  trans- 
porte les  propriétés  connues  d'une  courbe,  dans  une  autre 
courbe  de  môme  espèce.  En  disposant  des  huits  rapports  in- 
déterminés, on  peut  mettre  eu  relation  des  courbes  à  bran- 
ches inflnies  avec  des  courbes  fermées ,  des  hyperboles  avec 
des  cercles,  etc.;  et  sachant  mener  des  tangentes  à  l'une 
de  ces  courbes ,  on  fait  de  suite  construire  la  tangente  à  la 
courbe  transformée,  etc. ,  etc.  C'est  aussi  la  théorie  analy- 
tique des  méthodes  graphiques,  dites  projectives,  perspec- 
tives, etc.  Dans  ces  derniers  temps,  ]\I.  Lamé  f)  a  donné  la 
plus  grande  extension  possible  à  ce  système ,  en  remplaçant 
les  trois  variables  dans  les  équations  des  surfaces ,  par  des 
fonctions  quelconques  et  déduisant  les  relations  entre  la 
surface  primitive  elles  surfaces  transformées. 


(•)  Auteur  de  l'Examen  des  différentes  méthodes  pour  résoudre  les  problèmes 
de  géométrie,  in-8o,  en  I24  p.i|;es, I8I8.  Opuscule  précieux,  auquel  se  rattachent 
les  principaux  progrès  de  la  géométrie  analyli(|ue,  et  i|u'un  devrait  toujours 
citer  ;  aussi  n'en  paric-t-on  jamai^. 
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L.  Changement  des  coordonnées. 

Problèmb.  Quelles  valeurs  doit-on  donner  aux  neufs  cocf- 
ficienls,  pour  que  la  courbe  transformée  se  confonde  avec  la 
courbe  donnée. 

Solution-  1°  Si  les  axes  doivent  rester  les  mêmes,  il  suffit 
évidemment  de  faire  a^=b'=J'=i ,  et  de  rendre  nul  les  six 
autres  cocfticients  :  2°  si  les  axes  changent   il  faut  faire 


sin(Y  — X')       ,       sin(Y-Y') 
sm  Y      '  sin  Y 

.      sinX'  ,,       sin  Y' 

0   = 


(33) 


sinY  '  sin  Y 

c  et  c'  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  relative- 
ment aux  anciens  axes  ;  les  grandes  lettres  désignent  les 
angles  formés  par  les  axes  correspondants  et  l'ancien  axe 
des  X. 

Observation  I.  Cette  solution  est  indiquée  dans  tous  les 
ouvrages  élémentaires.  On  peut  supposer  d'abord  que  l'ori- 
gine ne  se  déplace  pas.  Alors  le  problème  devient  cette 
question  de  tétragonométrie  :  dans  un  quadrilatère  connais- 
sant tous  les  angles  et  deux  côlcs  adjacents ,  déterminer  les 
deux  autres  côtés.  On  peut  ramener  la  question  à  la  trigo- 
nométrie, et  c'est  ce  qu'on  fait  ordinairement;  mais  il  vaut 
mieux  avoir  recours  au  principe  général  qui  sert  de  base  à 
la  polygonomètrie,  plane  ou  gauche;  savoir,  que  la  somme 
algébrique  des  projections  des  côtés  d'un  polygone,  plane  ou 
gauche,  sur  une  droite  ûxe,  est  nulle.  Parce  que  cette  même 
méthode  sert  aussi  au  changement  de  coordonnés  dans  l'es- 
pace où  il  s'agit  d'un  hexagone  gauche. 

Observation  II.  Carnot  est,  je  crois,  le  premier  qui  ail 
désigne  les  angles  des  axes  par  les  deux  lettres  qui  servent 
à  désigner  ces  axes.  D'après  cette  notation  commode,    i' 
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faudrait  écrire  Y',  X  ;  X',  X,  etc. ,  pour  marquer  les  angles 
que  forment  les  axes  des  Y'  et  des  X'  avec  l'axe  des  X,  elc.  ; 
dans  le  cas  actuel ,  on  peut  sans  inconvénients  supprimer  la 
lettre  X  et  la  sous -entendre  (Comte,  Géométrie  analytique, 
page  96) . 

Corollaire  I.  Si  on  déplace  l'origine  sans  changer  les  axes 
de  direction  ;  alors  X'  =  0 ,  Y'=Y ,  donc  a=l ,  b=0,  a'=0, 
b'  =  l  ;  ce  qui  est  d'ailleurs  d'une  évidence  intuitive.  Ainsi 
on  remplace  x  par  x-{-c,  ety  par^+c',  donc  dans  l'é- 
quation transformée  Pm  reste  le  même ,  et  le  terme  tout 
connu  est  égal  à  F  (c ,  c'). 

Corollaire  II.  Si  l'on  conserve  de  position  l'axe  des  X, 
alors  X'  =  0 ,  a  =  1  ; 

^       sin(Y  — Y)         ,       „        ,,       sinY'        ,      ^ 
b= — \    y        ,     «'=0,      b'=^—-,     c'  =  0, 
smY  smY 

et  si  l'on  conserve  de  position  l'axe  des  Y,  on  a  Y:=Y',  donc 

sin(Y— X')      ^      „        ,      sinX'      ,, 
smY  smY'  ' 

LI.  Définitions  relatives  au  point. 

Un  point  d'une  courbe  est  dit  réel ,  lorsque  ses  deux  coor- 
données sont  réelles. 

Le  poiqt  est  imaginaire ,  lorsqu'une  de  ses  coordonnées 
ou  toutes  les  deux  sont  imaginaires. 

Le  point  est  ordinaire ,  lorsqu'aucune  fonction  dérivée , 
d'une  ordonnée  par  rapport  à  l'autre,  à  partir  de  la  seconde  dé- 
rivée, ne  devient  en  ce  point  ni  nulle,  niinûnie,  ni  imaginaire. 

Le  point  est  singulier,  lorsqu'une  de  ces  conditions  existe. 

Le  point  est  simple,  lorsque  la  fonction  prime  d'une  ordon- 
née prise  par  rapport  à  l'autre  n'a  en  ce  point  qu'une  valeur. 

Le  point  est  multiple ,  lorsque  cette  fonction  prime  a  plus 
d'une  valeur. 
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Le  point  est  à  dislance  finie,  lorsque  les  deux  coordonnées 
ont  des  valeurs  unies. 

Le  point  est  ;i  distance  infinie,  lorsqu'une  de  ses  coor- 
donnés ou  toutes  les  deux  ont  des  valeurs  inflnies. 

Observation.  Ces  diverses  circonstances  peuvent  se  trou- 
ver réunies;  ainsi  le  mérae  point  peut  être  à  la  fois  singulier, 
multiple  et  à  distance  inGnie.  ^ 

0     00 
Observation.  Nous  ne  mentionnons  pas  le  cas  de  -  ,  —, 

puisqu  on  a  des  méthodes  pour  découvrir  les  valeurs  de  ces 
expressions. 

LU.  TiiKoiiftMK.  Une  droite  coupe  toujours  une  ligne  de 
l'ordre  m  en  m  points  et  pas  davantage  ;  ces  points  sont  réels 
ou  imaginaires,  ordinaires  ou  singuliers,  simples  ou  mul- 
tiples; à  distances  finies  ou  infinies;  et  réciproquement, 
lorsqu'une  droite  quelconque  ne  coupe  une  ligne  qu'en  m 
points,  l'équation  de  la  ligne  est  de  degré  m. 

Démonstration.  Une  ligne  de  l'ordre  m  est  représentée 
par  une  équation  de  degré  m  ;  la  droite  est  donnée  par  une 
équation  du  premier  degré;  en  éliminant  une  quelconque 
des  deux  coordonnées,  on  obtient  une  équation  du  degré  m 
dont  les  racines  sont  les  secondes  coordonnées  des  points 
d'intersections.  Or  ces  racines  sont  au  nombre  m  et  pas  da- 
vantage; réelles  ou  imaginaires,  simples  ou  multiples,  finies 
ou  infinies.  Ayant  les  valeurs  des  coordonnées ,  on  ^eut 
obtenir  celles  des  fonctions  dérivées,  et  par  conséquent 
savoir  si  les  points  d'intersections  sont  ordinaires  ou  singu- 
liers ,  etc.;  la  réciproque  est  évidente. 

Corollaire  I.  Une  fonction  symétrique  des  coordonnées, 
des  points  d'intersections ,  même  des  points  imaginaires ,  a 
toujours  une  valeur  réelle.  C'est  une  conséquence  de  la 
théorie  des  équations 
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Corollaire  II.  Les  m  points  d'intersections  donnent  lieu  à 

fn{m — 1) 

— — — ,  cordes  réelles  OU  imaginaires,  Simples  ou  multiples, 

Goies  ou  infinies  ;  dans  un  point  multiple  de  l'ordre  «,  il  y 

3 —  cordes  qui  deviennent  nulles. 

Observation.  Une  ligne  de  l'ordre  m  est  une  courbe  du 
genre  w  —  1  ;  voici  à  ce  sujet  les  idées  de  Descartes ,  point 
de  départ  de  tout  ce  qu'on  a  fait  là-dessus.  «  Je  pourrais 
"  mettre  ici  plusieurs  autres  moyens  pour  tracer  et  conce- 
»  voir  des  lignes  courbes  qui  soient  de  plus  en  plus  composées 
"  par  degrés  à  l'infini  ;  mais  pour  comprendre  ensemble 
»  toutes  celles  qui  sont  dans  la  nature,  et  les  distinguer  par 
»  ordre  en  certains  genres ,  je  ne  sache  rien  de  meilleur  que 
"  de  dire  que  tous  les  points  de  celles  qu'on  peut  nommer 
«  géométriques ,  c'est-à-dire  qui  tombent  sous  quelque  mc- 
■>  sure  précise  et  exacte,  ont  nécessairement  quelque  rapport 
»  à  tous  les  points  d'une  ligne  droite ,  qui  peut  être  expri- 
»  mée  par  quelque  équation ,  en  tous  par  une  même,  et  que 
•  lorsque  cette  équation  ne  monte  que  jusqu'au  rectangle 
»  de  deux  quantités  indéterminées,  ou  bien  au  carré  d'une 
»  même ,  la  ligne  courbe  est  du  premier  et  plus  simple 
»  genre ,  dans  lequel  il  n'y  a  que  le  cercle,  la  parabole,  l'hy- 
»  perbole  et  l'ellipse  qui  soient  comprises  ;  mais  que  lorsque 
•>  l'équalicn  monte  jusqu'à  la  troisième  ou  quatrième  di- 
»  mension  des  deux,  ou  de  l'une  des  deux  quantités  indéter- 
"  minées  (car  il  en  faut  deux  pour  expliquer  ici  le  rapport 
"  d'un  point  à  un  autre) ,  elle  est  du  second  ;  et  que  lorsque 
»  l'équation  monte  jusqu'à  la  cinquième  ou  sixième  dimen- 
»  sion,  elle  est  du  troisième  ;  et  ainsi  des  autres  à  l'infini.  » 
[La  Géométrie,  livre  second,  voir  p.  337,  édition  Cousin.) 
Ainsi ,  selon  Doscarles ,  les  courbes  des  degrés  2«  -j- 1  et 
2n-(-  2  sont  du  même  genre  ;  il  choisit  pour  exemjJle  le  lieu 
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gcométriqae  suivant ,  le  premier  qu'on  ait  trouTé  par  la 
méthode  cartésienne.  Soit  GAL  un  triangle  rectangle  en  A , 
G  et  A  sont  des  sommets  fixes  sur  AL  prolongée ,  on  prend 
LK  d'une  longueur  constante  ;  par  K  on  mène  une  droite 
de  direction  donnée ,  cette  droite  rencontre  l'hypoténuse  va- 
riable GL  en  un  point  G  dont  Descartes  détermine  le  lieu, 
qu'il  trouve  être  une  hyperbole ,  courbe  du  premier  genre. 
Il  énonce  cette  proposition  générale;  si  la  ligne  qui  passe 
par  le  point  K,  au  lieu  d'être  une  droite  est  une  ligne  donnée 
du  genre  m,  et  se  mouvant  parallèlement  à  elle-même,  le 
lieu  du  point  C  est  une  ligne  du  genre  m-\-i  ;  les  élèves  on 
trouveront  facilement-la  démonstration.  Telle  est  selon  Des- 
cartes la  génération  organique  des  courbes  géométriques  de 
tous  les  genres,  et  d'une  exécution  mécanique  très-facile; 
GL  est  une  règle  mobile  autour  de  G,  et  KL  une  autre  règle 
se  mouvant  dans  une  rainure  ALK,  et  poussant  devant  elle,  la 
règle  GL  e  t  la  courbe  donnée  ;  si  cette  courbe  donnée  est  un  cer- 
cle, ligne  du  premier  genre,  ayant  L  pour  centre  et  KL  pour 
rayon ,  le  lieu  du  point  C  est  évidemment  une  conchoïde , 
courbe  du  second  genre  ;  il  place  les  courbes  qui  vont  au 
carré  de  carré ,  au  même  genre  que  celles  qui  montent  au 
cube ,  et  celles  dont  l'équation  remonte  au  carré  de  cube 
(sixième  degré),  au  même  genre  que  le  sur-solide  (cinquième 
degré) ,  parce  que,  dit-il ,  il  y  a  règle  générale  pour  réduire 
au  cuhe  toutes  les  difficultés  qui  vont  au  carré  de  carré  et  au 
sur-solide  toutes  celles  qui  vont  au  carré  de  cube ,  de  façon 
qu'on  ne  doit  point  les  estimer  plus  composées.  (Même  édition, 
p.  341.  ) 

La  Géométrie  parut  en  1638,  année  de  la  naissance  de 
Louis  XIV,  et  quatre  années  avant  la  mort  de  Galilée  et  la 
naissance  de  Newton  ;  ce  n'est  qu'en  1704,  que  cet  illustre 
géomètre  publia  en  latin  à  la  suite  de  l'optique  en  anglais, 
la  classification  des  lignes  du  troisième  ordre;  en  1706  l'op- 
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tique  fut  traduite  en  latin  ,  par  le  célèbre  philosophe  déiste 
Samuel  Clarke,  in-4'  de  348  pages.  Car  à  cette  époque,  les 
philosophes  ne  croyaient  pas  encore  déroger  en  s'occupant 
de  physique  et  de  géométrie.  Newton  fut  si  satisfait  qu'il 
gratifia  le  traducteur,  de  cinq  cents  livres  sterling.  A  cette 
traduction  est  joint  l'opuscule  de  24  pages  :  Enumeralio  U- 
nearum  tertii  ordinis.  On  voit  ici  la  première  théorie  exacte  des 
lignes,  fondée  sur  les  idées  cartésiennes;  cet  ouvrage  très-rare 
n'a  jamais  été  traduit  en  français  ;  voici  le  début  :  «  Lineœ  geo- 
»  metricœ  secundum  numerum  dimensionum  œquationis  qua 
»  relatio  inter  ordinatas  et  abscissas  definitur,  vel  {quid perinde 
»  est)  secundum  numerum  punctorum  in  quibus  a  linea  recta 
>•  secari  possunt  optimc  dislinguuntur  in  ordines.^Qua  ratione 
»  linea  primi  ordinis  erit recta  sola,  eœ  sccundi  sive  quadratici 
»  ordinis  erunt  sectiones  conicœ  et  circulus,  et  eœ  tertii  sive  cu- 
»  bici  ordinis  parabola  cubica,  parabola  neiliana,  cissois  vete- 
»  rum  et  reliquœ  quashic  enumerare  suscepimus.  Curva  autem 
»  primi  generis  (siquidem  recta  inter  curvas  non  est  nume- 
»  randa  ) ,  eadem  est  cum  linea  secundi  ordinis ,  et  curva 
»  secundi  generis  eadem  cum  linea  ordinis  tertii.  Et  linea 
»  ordinis  infinitesimi  ea  est  quam  recta  in  punctis  infinilis 
»  secare  potest,  qualis  est  spiralis,  cyclois,  quadratrix  et  linea 
>•  omnis  quœ  per  radii  vel  rotœ  revolutiones  infinitas  gene- 
»  ratur.  »  La  parabole  cubique ,  dite  aussi  cartésienne,  est 
de  la  forme  j'  =  flx',  et  la  parabole  neilienne  a  pour  éqva- 
lior\y^=ax\  elle  est  célèbre  parce  que  c'est  la  première 
courbe  qu'on  ait  su  rectifier  ;  voici  l'origine  du  nom  :  Wallis 
avait  indique  des  relations    différentielles  qui    pouvaient 
amener  à  découvrir  des  courbes  rectifiables.  Un  jeune  géo- 
mètre, Guillaume  Neil ,  indiqua  une  courbe  géométrique, 
satisfaisant  aux  relations  de  Wallis;    et  derechef  celui-ci 
trouva  que  c'était  la  courbe  où  le  cube  de  l'ordonnée  était 
proportionnel  au  carré  de  l'abscisse;  on  a  appris  depuis  que 
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celte  courbe  n'esl  autre  que  la  développée  de  la  parabole 
ordinaire;  et  toutes  les  développées  sont  rectiflables  essen- 
tiellement. 

LUI.  Définitions  rdatives  aux  segments. 

Si  l'on  prend  un  point  fixe  O  sur  une  droite,  coupant  une 
ligne  de  l'ordre  m,  les  distances  du  point  O  aux  points  d'in- 
tersections se  nomment  segments  de  la  droite,  relatifs  au 
point  de  l'origine  O ,  et  selon  que  ces  segments  aboutissent  à 
des  points  réels  ou  imaginaires,  simples  ou  multiples,  etc. 
Les  segments  prennent  la  même  dénomination. 

Observation.  Ainsi  lorsque  la  droite  n'a  aucun  point  de 
commun  avec  la  ligne  de  l'ordre  m ,  tous  les  segments  sont 
imaginaires ,  ont  une  existence  purement  analytique ,  mais 
une  fonclion  symétrique  de  ces  segments  a  une  valeur  réelle. 

(  La  suite  prochainement.  ) 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


90.  Dans  la  figure  59  qui  sert  à  la  démonstration  du  carré 
de  l'hypoténuse,  démontrer  que,  1°  les  trois  points  G,  A,  D 
sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle 
A  ;   2"  AL   est  perpendiculaira  à  GC    comme  AM  à  BD  ; 

AIH,  BD,  GC  se  coupent  en  un  même  point  I;  la  même 
propriété  a  lieu  si  les  carrés  sont  construits  dans  le  sens  in- 
verse. 

(  Georges  Ritt.  ) 
Cette  propriété  a  élé  remarquée  par  un  Anglais  nommé 
Hammel.  Tni 
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NOTE 


Sur  la    question   proposée  au   concours  général   de    ifii-i. 
{Mathématiques  spéciales).  (V.  p.  377.) 


PAR  J     A     SERRET 


La  belle  proposition  que  l'Acadéaiic  de  Paris  a  choisie 
celte  année  pour  le  sujet  de  concours,  est  due  à  M.  Chasles. 
Elle  se  trouve  énoncée  dans  un  mémoire  présenté ,  par  ce 
savant  géomètre ,  à  l'Académie  des  sciences  (*)  et  intitulé: 
Propriétés  géométriques  des  arcs  d'une  section  conique  dont  ta 
différence  est  rectifiable. 

L'étude  géométrique  des  transcendantes  elliptiques  de  se- 
conde espèce,  a  naturellement  conduit  M.  Chasles  à  des 
théorèmes  nouveaux,  dont  la  démonstration  directe  e(  syn- 
thétique oCfiirait  sans  doute  de  grandes  difficultés  :  parmi 
ces  théorèmes  dont  l'auteur  n"a  pas  encore  publié  la  démons- 
tration, se  trouvent  les  suivants. 

Quand  deux  arcs  semblables  (")  ont  une  extrémité  com- 
mune ,  leur  différence  est  égale  à  la  différence  entre  les  tan- 
gentes menées  par  les  deux  autres  extrémités ,  et  terminées  à 
leur  point  de  concours. 

Par  ce  point  et  l'e.rtrémité  commune  des  deux  arcs ,  on  peut 
faire  passer  une  conique  homofocale  à  la  proposée. 

Quand  deux  arcs  semblables  ont  une  extrémité  commune  , 


t*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences,  t.  XVII,  p.  838. 
(")  M.  Chasles  appelle  arcs  semblables  d'une  section  conique,  ceui  dont  [s. 
différence  est  rectifiable. 

Ann.  i>f.  Mathi^m.  111.  ">' 
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flans  l'angle  formé  par  les  tangentes  menées  par  leurs  deux 
autres  extrémités ,  on  peut  inscrire  un  cercle  qui  touche  la 
conique  nu  point  commun  des  deux  arcs. 

Dos  Ihi'orcmcs  qui  prcccdcnl,  on  conclut  aisément  le  sui- 
vant qui  fournit  la  solution  de  la  question  qui  nous  occupe. 

Si  l'on  considère  tous  les  cercles  qui  touchent  une  section 
conique  en  un  même  point ,  et  qu'on  mène  à  chacun  de  ces 
cercles  deux  tangentes  qui  touchent  en  même  temps  la  co- 
nique, le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  ces 
deux  tangentes  sera  la  trajectoire  orthogonale  et  conjuguée 
•le  la  conique  donnée  ((ui  passe  par  le  point  donné. 

M.  Chasles  ne  tardera  pas  sans  doute  il  publier  ses  élé- 
gantes recherches.  Quant  à  nous ,  nous  n'avons  d'autre  but 
que  de  montrer  comment  on  pouvait  arriver  simplement,  et 
à  l'aide  de  l'analyse  à  la  .solution  de  la  question  proposée  ; 
seulement  nous  donnerons  un  peu  plus  de  généralité  à  l'é- 
noncé en  ne  spécifiant  pas  l'espèce  de  la  conique  donnée. 

Problèmk.  Étant  donnés  une  conique  quelconque  et  un  point 
fixe  sur  celte  courbe,  on  lui  mène  un  cercle  tangent  en  ce  point, 
cl  l'on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des 
deux  tangentes  extérieures  communes  à  la  conique  et  au  cercle, 
lorsque  le  rayon  de  ce  dernier  varie. 

Solution.  Soient  pris  pour  axe  des  j  la  tangente  com- 
mune au  point  donné  au  cercle  et  à  la  courbe,  et  pour  axe 
des  X  la  normale. 
L'équation  de  la  conique  sera 

(1)  y-hkxy+Bx'+Cx  =  0, 
et  celle  du  cercle 

(2)  r'+x'+'irx  =  0. 

Substituant  mx  +  n  ity,  dans  ces  deux  équations,  on  trouve 

{m'  +  Ani+B)x"+  (2/H«  + A«  +  Q]x  +  n"  =  0  , 
{m'  +  i)x'  +  2{mn  +  r)  x  +  n'  =  0  ; 
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lesquelles  équations  auront  pour   premiers  membres  des 
carrés  parfaits ,  si  l'équation 

(3)  j-  =  mx  +  n  , 

est  celle  d'une  tangente  commune  au  cercle  et  à  la  conique. 
Dans  celte  hypothèse  on  aura  les  deux  conditions  suivantes  : 

(4)  (A.*  — 4B)n'+4Cffm+2AC«  +  C'  =  0, 

(5)  n'  — 2mnr— r'=  0. 

Si  dans  les  équations  (4)  et  (3)  on  met  au  lieu  de  m  sa  valeur 
tirée  de  (5) ,  on  aura 

(6)  I  r(A  — 4B)  +2C }  n-  +  2ACrn  +  Cr(C— 2r)  =  0  , 

(7)  (2r+J-)n'' — 2rrii  —  r'x  =  0. 

Et  l'équation  (7) ,  dans  laquelle  ou  mettra  successivement  au 
lieu  de  n,  les  deux  racines  de  l'équation  (6)  fournira  les  équa- 
tions des  deux  tansentes  extérieures  communes  au  cercle 
et  à  la  conique;  mais  si  x  et jr  représentent  spécialement  les 
coordonnées  du  point  où  ces  deux  tangentes  se  coupent ,  on 
voit  que  l'équation  (7)  se  changera  en  une  identité ,  quand  on 
mettra  au  lieu  de  n  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion (6).  Sous  ce  point  de  vue  on  peut  donc  dire  que  les 
équations  (6)  et  (7)  ont  les  mêmes  racines ,  et  par  suite  sont 
identiques. 

L'identification  des  équations  (6)  et  (7) ,  fournit  les  rela- 
tions 

2r+x  — y  — rx 

r(A'  — 4B)-1-2C  ~  'ÂC'~C(C— 2r)' 
OU 

(8)  j(A'— 4B)j'-t-2AC}  r-i-CfAx-f  2r)  =  0, 

(9)  (Aor-f  2j-)r  —  Cr  =  0. 

Ces  équations  ne  renferment  r  qu'au  premier  degré  :  elles 
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rpprésenleni  deux  droites  qui  se  coupent  au  môme  point  que 
les  tangentes  rommunes.  On  trouve  en  éliminant  r, 

(10)  (A'  —  4B  +  4)y  +  iAxy+  A'x'+  2ACr  =  0  , 

équation  qui  est  celle  du  lieu  géomtMrique  demandé,  lequel 
n'est  autre  qu'une  section  conique  tangente  à  l'origine ,  à 
l'axe  des  x,  et  qui  par  conséquent  coupe  orthogonalenienl 
laconique  donnée  au  point  donné;  cette  dernière  remarque 
nous  sera  tout  à  l'heure  très-utile  pour  reconnaître  la  posi- 
tion relative  des  deux  courbes. 

Si  H  et  H'  représentent  les  quantités  que  l'on  désigne  ha- 
bituellement par  B' — 4AC.  et  qui  sont  relatives  aux  courbes 
(1)  et  (10),  on  trouve 

H  =  A'— 4B,       H'=  — 4AMA'— 4B), 

la  courbe  cherchée  sera  donc  une  hyperbole,  une  parabole 
ou  une  ellipse ,  suivant  que  la  courbe  donnée  sera  une  el- 
lipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Ces  deux  courbes  ont  même  centre;  on  trouve  en  effet 
pour  les  coordonnées  du  centre  de  la  première , 

(11)  2>'+Aj-  =  0,      Ay  +  2Bx+C  =  0, 
et  pour  celui  de  la  seconde 

(12)  (A'— 4B+4)j'+2Ajr+AC  =  0,     2y+Ax  =  0, 

et  les  équations  (12)  sont  évidemment  des  conséquences,  des 
équations  (11).  Ces  deux  systèmes  s'accordent  à  donner 

_    —  AC  _       2C 

•^  ~  A'  —  4B  '       "^"^  A'— 4B' 

Si  de  l'équation  (10)  on  retranche  l'équation  (1)  après 
l'avoir  préalablement  multipliée  par  4 ,  on  trouvera 

(13)  (A'— 4B)(/  +  .r")  +  2ACr— 4C.r  =  O. 

Si  (A'  —  4B)  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  les  courbes  (1) 
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et  (10)  ne  sonl  pas  des  paraboles,  l'équalion  (13)  représenlc 
un  cercle  qui  passe  par  les  quatre  poinls  communs  aux 
courbes  (1)  et(lO)  et  qui  du  reste  a  évidemment  même  centre 
que  ces  deux  courbes  (*)  ;  on  conclut  de  là  que  les  deux 
courbes  (1)  et  (10)  ont  mêmes  axes ,  et  comme  elles  se  cou- 
pent orthogonalemeut,  il  en  résulte  qu'elles  sont  homo- 
focaies. 
Si  A'  —  4B  est  nul ,  l'équation  (13)  devient 

(14)  Ay  — 2Cx=0. 

Elle  représente  une  droite  perpendiculaire  aux  diamètres  des 
paraboles  (1)  et  (10);  il  résulte  encore  de  là  que  ces  deux 
courbes  ont  même  axe  et  même  foyer,  puisqu'elles  se  cou- 
pent orlhogonalement. 

En  résumé  on  voit  que  le  lieu  demandé  est  la  trajectoire 
conjuguée  et  orthogonale  qui  passe  par  le  point  donné  de  la 
conique  donnée. 

On  peut  au  surplus  rendre  plus  explicite  celte  dernière 
conséquence. 

Supposons  d'abord  que  la  conique  donnée  soit  une  ellipse 
comme  dans  l'énoncé  du  problème  proposé  au  concours. 

Soient 

x'        y' 
a  0 

l'équalion  de  la  courbe  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes,  et  x'y'  les  coordonnées  du  point  donné  M  ,  le  lieu 
demandé  sera  une  hyperbole,  et  si  du  point  M  comme  centre 
avec  OM ,  comme  rayon,  on  décrit  un  cercle  qui  coupe  l'el- 
lipse aux  quatre  points  M,  M',  M",  M"',  ces  quatre  poinls  , 
ainsi  que  nous  l'avons  montré  précédemment,  appartiendront 


(")  C'est  un  principe  général  que  si  to^O,  ij/  =  o  sont  les  é(|iiations  de  drux 
coniques  concentriques,  l'équation  o  +  XiJ/  =  0  où  %  est  une  constanlc  quelcon- 
que, appartient  à  une  iroisiémc  coni(|ue  coneenlri{(ue  aux  premières. 
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aussi  à  riiypcrbole  qui  aura  par  conséquent  les  mêmes  axes 
(|ue  l'ellipse  ;  son  équation  sera  donc  de  la  forme 

Py  +  Qx'=  1. 

Pour  déterminer  les  coefficients  Pet  Q,  nous  aurons  d'abord 

Py+Qx"=l, 

et  comme  les  tangentes  en  M  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  se 
coupent  à  angles  droits ,  on  aura  aussi 

de  celte  équation  et  de  la  précédente ,  ou  tire  en  posant 

a'—  ù'  =  c\ 

(I  où  l'on  déduit  pour  l'équation  du  lieu  demandé 

y 


(tï  m 


Ce  qui  est  bien  l'équation  de  l'hyperbole  homofoculc ,  qui 
passe  par  le  point  M,  puisque 


(TT-r0=- 


Un  calcul  analogue  conduit  aux  mêmes  conséquences , 
dans  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  hyperbole. 

Supposons  en  dernier  lieu  que  la  courbe  donnée  soit  une 
parabole ,  cette  courbe  rapportée  à  sou  sommet  et  à  son  axe, 
aura  pour  équation 

y  —  ipj.. 

'sn)Ki\\.j^^^y^\{:^  cooidouuéis  du  point  donné  M,  la  cuurbc 
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cherchée  sera  une  parabole ,  passant  par  le  {Ktiiit  M  et  sou 
symétrique  M',  elle  aura  doue  même  axe  que  la  proposée , 
puisque  la  direction  de  leurs  diamètres  est  la  même ,  et  son 
équation  sera  de  la  forme 

y'  =Tx  +  Q. 

Comme  les  deux  courbes  se  coupent  à  angles  droits,  ou  aura 
pour  déterminer  P  et  Q , 

y'  =  Px'  +  Q      et       ij^=_i, 
ce  qui  conduit  à  l'équation  suivante  du  lieu  demandée 


NOTE  SUR  LE  MEME  SUJET. 


I.  La  solution  qu'on  vient  de  lire  ne  laisse  rien  à  désirer 
pour  la  simplicité  et  l'élégance.  Mais  nous  croyons  qu'il  n'est 
pas  sans  utilité  de  traiter  la  même  question  sous  un  point  de 
vue  plus  général. 

Soient  deux  coniques  situées  dans  le  même  plan  cl  données 
chacune  par  une  équation  générale  à  six  termes  et  rappor- 
tées à  des  axes  quelconques.  Concevons  une  droite  tangente 
au,\  deux  coniques ,  et  soit  y —  ax  — y'+  ax'=:  0  l'équation 
de  celte  droite,  passant  par  le  point  [x',y')  ;  ou  aura  pour 
la  première  conique  l'équation  de  condition  (  t.  II,  p.  111  ) , 

rt"  [mx"  —  2kx'  •+  l')  —  2a  {ky'  +  h'x'  +  n  —  mx'y')  4- 
+  /«y  —  2iy  +  /'  =  0 . 

On  a  une  équation  analogue  pour  la  secoudc  conique  \  çe^ 
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équations  devant  donner  les  inOmes  valeurs  pour  le  coefficient 
angulaire  a  ,  il  vient  : 

nixy  —  ky  —  k'x  — n         [i.j-y  —  /y —  x'j.' —  » 


mx^  —  ikx  +  /  |jlj:'  —  2xar  +  \       ' 

my^-ik'y+l!  ^  W;'- 2x^  +  1' 
mx'  —  'ikx  +  l        ixar'  —  2y.'x+  X  ' 

x,y  sont  les  coordonnées  du  point  d'interseclion  de  deux 
tangentes  communes,  et  les  lettres  grecques  représentent 
pour  la  seconde  conique  des  fonctions  analogues  aux  mômes 
lonctions,  désignées  par  des  lettres  romaines  dansla  première 
(oniqne;  ces  équations  prennent  cette  forme 

\i-x[ly  —  kxy  +  k'x'  +  nx']  +  ■/  [myx^  —  ly  —  2k'x' — Inx]  — 

—  x'x  {mx'  —  2kx  +  l)  —  V  [mx' —  ikx  +  1)  — 

—  X  [mxy  —  iy  —  k'x  —  n)  =  0 , 

|x  [ly'—  Ikxy^  +  ik'yx'  —  l'x']  +  2=<^-  [my'  —  ^k'y  +  /')  — 

2-/y  (mx'— 2/i-x+/)— X  [my'  —2k'y+l')  +X'  [mx'—'ikx+l]  =  0  , 

prenant  la  valeur  de^  dans  la  première  équation ,  et  la  sub- 
stituant dans  la  seconde,  on  a  une  équation  du  sixième  degré 
en  x;  ily  a  donc  six  points  d'intersection  entre  les  tangentes 
communes;  par  conséquent,  il  ne  saurait  exister  quf^  quaire 
tangentes  communes;  ce  qu'on  pouvait  prévoir  à  priori. 
D'ailleurs  on  démontre  aisément ,  à  l'aide  de  la  théorie  dos 
polaires  réciproques ,  que  deux  lignes  algébriques ,  placées 
sur  le  même  plan,  l'une  du  degré  m,  et  l'autre  du  degré  ?j, 
ne  peuvent  avoir  en  commun  que  mn{ni — 1)  (n  —  1)  tan- 
gentes ;  et  dans  le  cas  actuel  ;«^?i  =  2  ;  on  voit  aussi  qu'on 
peut  simplifier  les  deux  équations ,  en  prenant  k=:k'=  0 , 
z=0,  ce  qui  est  toujours  possible  si  les  deux  courbes  ont 
un  centre;  si  l'une,  la  première  par  exemple,  est  une  para- 
bole ,  alors  m  =  0,  on  peut  faire  •/=:/' ^  0  et  A:  =  0  ;  fi  les 
deux  sont  des  paraboles ,  alors  //t  =  |jl  =  0 ,  on  peut  encore 
prondri'  kz=  ,  =  o.  Ce  qui  simplifie  les  deux  équations. 
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II.  Représentant  les  binômes  de  cette  forme  mz  —  k^).  par 
[ru*],  alors  les  deux  équations  peuvent  s'écrire  ainsi 


+  x(2[A->]+[n])+[/a]  =  o,  '    ^^' 


iyx  [mx]  +2yx'  [AV]  +yW  +2ysc  [A/']+jr'[wV]  -f- 
+  2r[A').]  +  '2-c[/'x]+[/A']  =  0. 


(3) 


Si  les  coniques  sont  concentriques,  prenant  le  centre  pour 
origine,  les  termes  du  troisième  degré  s'annulent  ainsi  que 
le  terme  en  xy  de  la  seconde  équation,  de  sorte  qu'on  n'a 
plus  que  deux  équations  du  second  degré. 

Si  les  deux  coniques  ont  un  foyer  en  commun,  fixant  l'o- 
rigine à  ce  foyer,  et  prenant  les  axes  rectangulaires,  on  a 
1=1',  l  —  l\  n  =  -j  =  o.  (Voir  1.  II,  p.  427)  ;  ainsi  les  deux 
derniers  termes  des  deux  équations,  ainsi  que  le  terme  en  x' 
et  le  coefficient  [Av] ,  disparaissent  ;  ce  qui  simpliGe  l'équation 
finale.  Du  reste ,  nous  reviendrons  dans  une  autre  occasion 
sur  cette  discussion  importante. 

III.  Supposons  que  la  seconde  conique  représentée  par  des 
lettres  grecques,  soit  entièrement  donnée  et  que  l;i  première 
ne  soit  assujettie  qu'à  quatre  conditions;  les  six  binômes  A, 
k',  l,  V,  m,  Il  fournissent  cinq  rapports,-  supposons  que  l'on 
ait  quatre  équations  entre  ces  cinq  rapports  ,  au  moyen  de 
ces  quatre  équations  et  des  équations  (t)  et  (2),  on  pourra 
élimin(  r  les  cinq  rapports,  etou  obtiendra  le  lieu  géométrique 
des  intersections  des  tangentes  communes  à  la  conique  fixe 
et  à  la  conique  variable.  Donnons  quelques  exemples. 

1 .  La  conique  variable  est  assujettie  à  rester  semblable  à 
elle-même  et  semblablement  placée. 

Fixons  l'origine  au  centre  d'homologie,  alors  A,  U,  C  de- 
vient p'A,  p^B, p'C  ,  D  et  Ese  changent  en^D,  />E  et  F  ne 
changent  pas,  donc  m,  A,  A',  /, /',  «  deviennent />"/«, /j'A,/;'A:', 
p^l.  pH',  p'n;  substituant  dans  les  équations  (I)  et  (2),  elles 
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deviennent  divisibles  par  p^  ;  et  chacanc  ne  renferme  plus 
que  p'  cl  p;  éliminant  celte  constante  arbitraire' ,  on  obtient 
le  lieu  géomélriquc  du  point  de  concours  des  tangentes 
communes  à  une  conique  flxe  et  à  une  conique  toujours  sem- 
blable à  une  autre  conique  et  scmblablcment  située,  et  selon 
les  diverses  suppositions  que  l'on  fera  sur  la  position  du 
centre  d'houiologie ,  le  lieu  géométrique  se  sinipliflera. 

2.  La  conique  variable  est  assujettie  à  n'avoir  qu'un  élé- 
ment arbitraire. 

Supposons  qu'on  connaisse  les  quatre  binômes  tu ,  v,  >,  z  ; 
et  qu'on  ait  une  relation  entre  X'  et  x';  on  tire  de  la  première 
équation  la  valeur  de  /,  pour  la  substituer  dans  la  seconde 
équation,  où  l'on  prend  la  valeur  de  X',  et  l'on  voit  que  >.'  est 
une  fonction  en  x,  y  du  troisième  degré  divisée  par  une  autre 
fonction  du  même  degré ,  et  X'  une  fonction  du  sixième  degré 
divisée  par  une  fonction  du  cinquième  degré;  d'après  le  degré 
de  la  relation  entre  V  et  x',  il  sera  facile  de  connaître  la  limite 
supérieure  du  degré  du  lieu  géométrique;  p.  ex.  si  l'on  a 
l'=^a/."+b ,  a  cl  b  sont  des  quantités  données ,  le  lieu  géomé- 
trique ne  dépassera  jamais  le  douzième  degré. 

Soit  hy  +  Bxy  +  Cx'  +  Ex  =  0  ;  équation  de  la  conique 
donnée ,  ciy+  x'  —  2ay  —  2rx  +«'  =  0 ,  l'équation  de  la 
conique  ayant  un  paramètre  r  variable;  on  a  /=0,  «  =  0, 
|ji= — 4,  y= — ir,  x'= — 4a,  1  =  0,  "/=4(r' — a'),  -j^iar. 

Faisant  le  calcul,  on  arrive  à  une  équation  du  sixième  de- 
gré; la  conique  variable  est  ici  une  ellipse  dont  les  diamètres 
conjugués  égaux  sont  constamment  parallèles  aux  axes,  et 
qui  touche  constamment  l'axe  des  y  en  un  point  (x  =:  0 , 
r  =  0). 

Supposons  de  plus  a=0,  Téquation  linale  est  do  troisième 
degré,  et  se  décompose  ainsi 

[iitx  —  2/:)  [  (/>j  —  k-z)'  +  l'y  [tny—  ik) ]  =  0 , 
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mjT  — 2A  =  0,  est  l'équation  d'une  tangente  parallèle  à 
l'axe  des  j,  et  louchant  la  conique  donnée  au  point  diamé- 
tralement opposé  à  l'origine  ;  l'équation  du  lieu  géométrique 
peut  se  mettre  sous  la  forme  A'y  +  B'xy  +  C'x'  +  l)'y  j=  0 , 
donc  B'"  —  4A'C'=  —  imt'k";  mais  /'=E';  donc  si  la  conique 
donnée  est  une  ellipse ,  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole  et 
vice  versa  ;  les  deux  courbes  sont  concentriques,  et  si  la  coni- 
que fixe  est  une  parabole ,  le  lieu  cherché  est  aussi  une  pa- 
rabole. 

L'équation  aux  axes  principaux  est  (V.  I   I,  p.  496), 
pour  la  conique  fixe 

/;r"(*coS7+^)+.rx(A'+w/'— A'")+a:"[— 2AA'+cosv(/«f— A")]=0, 

pour  le  lieu  cherché 

y  [  (/;"+  ml!)  cosy  -i-W]+  xy  [k'  +  ml'—  A")  + 
+  x'  [  —  2AA'  —  k"  cosy]  =  0. 

Ainsi  les  deux  courbes  n'ont  pas  les  mêmes  axes  principaux. 

Si  7  =  1',  alors  on  revient  au  problème  du  concours;  les 
axes  principaux  sont  les  mêmes,  et  les  deux  courbes  se 
coupant  orlhogonalement  deviennent  bi-conlbcales,  il  est  à 
remarquer  que  la  bissectrice  des  deux  tangentes  à  l'ellipse  , 
est  une  tangente  à  l'hyperbole  bi-confocale,  de  sorte  que 
l'enveloppe  de  celte  bissectrice  est  une  hyperbole.  C'est  une 
conséquence  du  théorème  XXIV.  (Tome  II,  p.   538,) 

Nous  nous  appuierons  sur  cette  conséquence  pour  démon- 
trer dans  le  prochain  numéro,  par  des  considérations  géomé 
triques  infinitésimales  le  beau  Théorème  d'un  émincnt  géo- 
mètre sur  les  arcs  semblables  dans  l'ellipse  (V.  p.  425)  ;  dans 
le  même  numéro ,  M.  Gérono  donnera  une  solution  pure- 
ment syniliélique  du  problème  du  concours 

Tiîi. 
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REMARQUE  SUR  LES  LIGNES  INCOMMENSURABLES. 

PAR  m.   I,EBi:SGUE, 


Je  crois  qu'il  est  bon  de  démontrer  en  géométrie  l'exis 
tencc  des  lignes  incommensurables,  avant  d'entamer  la 
partie  qui  traite  des  rapports  et  des  proportions,  et  d'avoir 
exposé  la  mesure  des  surfaces.  Voici  une  démonstration  de 
rincommensurabililc  de  la  diagonale  et  du  côté  du  carré, 
qui  rac  semble  convenir  aux  éléments. 

Sur  la  diagonale  AC  {fiçi.  63)  du  carré,  portez  son  côté 
BC^AD,  tirez  BD,  puis  DE  perpendiculaire  à  BD;  de 
même  EF  perpendiculaire  à  DE ,  de  même  encore  FG  per- 
pendiculaire à  EF,  et  ainsi  de  suite,  vous  aurez 

AC:=  l.BC-f  DC,  DC<BC, 

BC  =  2.DC+EC,  EC<DC, 

DC=2.EC+FC,  FC<EC, 
etc.; 

et  ainsi  de  suite  à  l'infini.  Pour  la  démonstration,  il  suffit  de 
joindre  D  avec  le  milieu  O  de  BE. 

On  voit  donc  que  les  équations  se  prolongent  à  l'intiui  et 
que  par  conséquent  il  n'y  a  point  de  commune  mesure. 

Mon  ami  IM.  Lionnet  m'ayant  demandé  quelques  conseils 
relativement  à  sa  géométrie,  dont  les  Annales  rendent  avec 
justice  un  compte  avantageux,  je  l'ai  lue  avec  attenlion.  Il 
m'a  semblé  que  la  recherche  de  la  plus  grande  commune 
mesure  pouvait  être  le  problème  3  du  livre  3,  et  qu'il  con- 
venait do  dénioiilrer  immédiatement  sur  l'exemple  précédent 
que  l'iiitoniinciisiirabililé  existe  entre  certaines  ligues. 
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Si  l'auleur  lient  absolument  à  ne  point  séparer  deux  pro- 
blèmes par  un  théorème ,  il  peut  poser  ainsi  la  question  : 
Trouver  la  œmmune  mesure  de  la  diagonale  et  du  côlé  du 
carré  ;  cet  exemple  vient  naturellement  après  l'exposé  de  la 
méthode  de  la  commune  mesure. 

Note.  C'est  dans  le  dixième  livre  qu'Euclide  commence  à 
s'occuper  des  grandeurs  incommensurables.  La  première 
définition  de  ce  livre  est  que  deux  grandeurs  sont  commen- 
surables,  lorsqu'elles  ont  une  commune  mesure.  11  démontre 
ensuite  (Prop.  V) ,  que  les  grandeurs  commensurables  sont 
entre  elles  comme  nombre  à  nombre,  et  par  ce  mot  nombre, 
il  faut  toujours  entendre ,  selon  la  deuxième  définition  du 
septième  livre,  un  assemblage  d'unités ^  la  proposition  sui- 
vante (Vlj  démontre  que  les  grandeurs  qui  sont  enlrc  elles 
comme  nombre  à  nombre  sont  commensurables;  et  par  con- 
séquent (VIII)  les  grandeurs  qui  ne  sont  pas  comme  nom- 
breà  nombre  sont  incommensui'ables  -,  une  droite  étant  de  lon- 
gueur donnée,  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres  droites, 
les  unes  commensurables  avec  la  droite  donnée  et  les  autres 
incommensurables,  la  droite  donnée  se  nomme  rationnelle, 
et  de  même  les  droites  commensurables  avec  elle;  mais  les 
droites  incommensurables  se  nomment  irrationnelles  (défini- 
tion 6).  On  voit  donc  que  selon  Euclide  ,  l'incommensura- 
bilité qualifie  le  rapport  et  l'irrationalité  s'applique  aux 
quantités  mises  en  rapport.  Mais  jamais  il  ne  parle  de  nom- 
bre irrationnel ,  cela  impliquerait  chez  lui  une  locution  con- 
tradictoire, et  reviendrait  à  dire  un  nombre  qui  n'est  pas 
un  nombre.  La  proposition  finale  (CX\I1)  du  dixième  livre 
établit,  que  la  diagonale  du  carré  est  incommensurable  en 
longueur  au  côté  du  carré.  Euclide  en  donne  deux  démons- 
trations ;  voici  la  première  d'une  extrême  simplicité. 

Soit  AC  la  diagonale  et  .^B  le  c6té  du  carré .  si  l'on  avait 
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AC        m 

—r-  =  —  ;  m  et  M  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux , 

AB       H  "^  ' 

1.  •.  •   AC        m'      „    ,  . 

I  on  aurait  aussi  — —  =  — r=2,  donc  m  est  un  nombre  pair, 
An  n 

par  conséquent  m  est  pair  et  n  premier  avec  m  est  impair, 

faisons  m  =  2p ,  on  aura  —■  =  1 ,  donc   «'  est  pair  ,  et 

aussi  M,  ce  nombre  serait  donc  à  la  fois  impair  et  pair;  ce 
qui  est  absurde,  donc  etc.  Le  mot  irrationnel  répond  à  àXÔYon 
des  Grecs  ;  mais  ce  mot  devrait  plutôt  se  traduire  par  inex- 
primable ,  ineffable  ;  les  Grecs  désignaient  ainsi  des  nombres 
qu'on  ne  peut  prononcer  ;  le  Xo-côc  signifiant  en  mC'me  temps 
parole  et  rapport,  les  traducteurs  latins  ont  adopté  cette 
dernière  acception  ;  quelquefois  les  grecs  se  servaient  encore 
du  mot  xtoipàc ,  muet ,  pour  désigner  un  nombre  qu'on  ne 
peut  prononcer,  de  même  que  nous  disons  un  cmuet;  mais 
comme  le  même  mot  grec  le  plus  souvent  veut  dire  $ourd , 
les  traducteurs  ont  encore  adopté  celle  signification  ;  delà  le 
nom  de  nombres  sourds ,  donné  aux  irrationnels. 


RECTIFICATION  DE  L'ÉQUATION  (2).  (V.  p.  357.) 

FAR     M.    I.OUIS    FEamXR , 

élève  du  collège  roynl  de  M.lcon. 


Soient  y,  et^> ,  les  deux  valeurs  de^ ,  on  a^,^,=  —  —, 
donc 

■^'  y,         k'~     k                         kh  i 

on  trouve  une  expression  analogue  pour  x, ;  donc  on  a 

X, 


(2) 


le  (Â-  +  b'h-')y + {k  -  bVi')  \/cy" + ky  + 

+  [c{k+b'h')x+{k — byi')\/c'x'+ky = ic'h'k'. 
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OBSERVATION 

sur  la  résolution  numérique  des  équations  du  quatrième  degré. 

PAR  M.  CH.  CHOQUET. 

Pour  résoudre  une  équation  numérique  du  quatrième 
«li'gré  dont  toutes  les  racines  réelles  sont  incommensurables, 
il  suffit  de  faire  évanouir  le  second  terme  et  de  changer 

ensuite  x  en  -  ;  car  la  dérivée  de  l'équation  ainsi  transfor- 

y 

mée  a  une  racine  nulle,  et  en  déterminant  les  deux  autres 
racines,  on  peut  séparer  celles  de  la  proposée  par  le  théo- 
rème de  Rolle  *. 

PROBLEME  PROPOSE  A  LEXAMEN  DE  1844 
POUR  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  , 

PAR  m.  Ca.  CHOQUET. 

Une  carde,  dans  une  conique,  étant  vue  d'un  foyer  sous  un 
angle  constant ,  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'in- 
tersection des  tangentes  menées  par  les  extrémités  de  la  corde. 

On  mène  par  le  foyer  d'une  section  conique,  deux  rayons 
vecteurs  qui  forment  entre  eux  un  angle  donné  2/;  trouver 
le  lieu  de  l'intersection  des  tangentes  menées  à  la  courbe 
par  les  extrémités  de  ces  deux  rayons  vecteurs. 

Ce  problème  se  résout  très-simplement ,  en  employant  des 
coordonnées  polaires. 

(•)  V.  I.  11,  pap.  356. 


L'équation  de  la  courbe  donnée  est  p 


—  UO  — 

P 


t  —  e  COS  u 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  (p',  to'), 

(p",  <•>")  est 

(.'p"sin(i"'  —  u") 

''     p"sin(a)  — w")  — p'  sin(w  —  w')' 

m  exprimant  que  les  deux  points  sont  sur  la  courbe,  on 
change  cette  équation  dans  la  suivante 


•^    cos[m  — ;(w'4-w")]  ' 

; ecosw 

COS  •!(«—'-') 

cl  en  supposant  que  les  deux  points  se  confondent ,  on  a 
pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  [o,  «'] 

P 


COS  (t.1  —  0)')  —  e  COS  U) 

L'équation  de  la  seconde  tangente  est 
P 


0- 


COS  (oi  —  0,  —  2z)  —  e  COS  w 

Pour  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangentes ,  on  doit 
avoir 

COS  (w  —  w')^COS('J  —  ti)' —  2»)  , 
d'où        w  —  w'-j-io  —  w' — 2»  =  2^'!:,  <o^(i)'-|-A-ir-)- a  , 

et  en  éliminant  w'  entre  la  dernière  équation  et  relie  de  la 
première  tangente,  on  obtient  l'équalion  du  lieu  cbcrché, 
qui  est 

P 

p  ■        ,  .  COS  a 

f  = ,  OU  simplement  p  = . 

rtcosa  —  ecosco  '^  e 

1 COSw 

COS  a 

(■)  Voir  t.  Il  ,  p.  512. 
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Quand  la  courbe  donnée  est  une  ellipse,  le  lieu  demandé 
peut  êireune  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole  ayant  le 
foyeret  la  directrice  correspondante  en  commun  avecl'ellipse. 

Quand  la  courbe  donnée  est  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole, le  lieu  demandé  est  une  hyperbole. 

Quand  2x  =  180°,  le  lieu  est  la  directrice  ;  c'est ,  en  effet , 
ce  qu'on  devait  trouver ,  puisque  la  directrice  est  la  polaire 
du  foyer. 

L'équation  w  =  «>' -j- a  +  Ar  démontre  ce  théorème.  La 
droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de  concours  de  deux  tan- 
gentes divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons  vec- 
teurs qui  aboutissent  aux  points  de  contact  ('). 

En  remplaçant  l'angle  2a  par  son  supplément ,  ce  qui  re- 
vient à  remplacer  a  par  90°  —  a ,  on  obtient  un  lieu  différent 
du  précédent  et  dont  l'équation  est 

P 
sin  2 

P  =  - 


e 
1 : COS  0) 

sma 

Lorsqu'on  emploie,  pour  résoudre  le  problème,  les  coor- 
données rectangles ,  on  obtient  à  la  fois  les  deux  lieux  re- 
présentés par  les  deux  équations  ci-dessus ,  en  sorte  que  l'é- 
quation à  laquelle  on  parvient  est  du  quatrième  degré  et 
décomposable  en  deux  facteurs  du  second  degré. 

On  peut  obtenir  aisément,  par  des  considérations  toutes 
semblables  à  celles  qui  viennent  d'être  exposées  ,  l'équation 
de  la  courbe  tangente  aux  cordes  qui  joignent  les  extrémités 
des  deux  rayons  vecteurs. 

L'équation  d'une  de  ces  cordes  est 

P 


P  = 


CCIS  (U)  —  (0  -.<) 

e  cos  (U 

COS  a 


(*)  Voir  l.  U,  p.  553.  La  bissectrice  coupe  la  corde  au  iioinl  où  elle  touche  son 
enveloppe.  Tm. 

Ans.  de  Matueu.  III  «JO 
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changeant  w'  en  iù'-\-h,  afin  d  obtenir  l'équation  d'une  se- 
conde corde,  il  vient 

P 

COS  («  —  m— h — x) 

e  COS  (.> 


COSa 

Pour  le  point  d'intersection  des  deux  cordes ,  on  doit  avoir 

,  h 

d 'où  w  =1  w  -)-  a  -)-  -  -)-  An , 

et  quand  les  deux  cordes  se  confondent,  o)  =  ii)'-)-o-(-Ar. 

En  éliminant  w'  entre  cette  dernière  équation  et  celle  de  la 
première  corde ,  on  obtient  l'équation  de  la  courbe  deman- 
dée, qui  est 

p  COS  o 
1  —  e.  COSacOS  w  ' 

Celte  courbe  a  encore  le  foyer  et  la  directrice  en  commun 
avec  l'ellipse. 

Note.  M.  Poncelet  démontre  ces  divers  théorèmes  géomé- 
triquement. (Prop.  proj.,  p.  279).  Tm, 

SUR  LES  COURBES  PARALLÈLES  A  L'ELLIPSE  ('), 

FAR  M.  BBJBTON  (DE  CHABIF  ) , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 

Parmi  les  formes  courbes  que  les  arts  empruntent  à  la 
géométrie,  on  distingue  particulièrement  l'ova/e,  forme 
qui,  sans  être  entièrement  arbitraire,  n'est  cependant  pas 
définie  d'une  manière  précise.  La  détermination  d'un  type 
des  figures  ovales  étant,  au  fond  ,  une  affaire  presque  tout 
entière  de  goût,  il  n'est  nullement  étonnant  que  rien  ne  soit 


(•)  Voir  De  lineis  et  superficiebus  œquidistantibus.  Disserlatio  inauguralis 
Michaelis  Reiss.  Gotlingue  i876,  \x\.-V.  —  Kaesiner,  Comm.  soc.  Gottin.,  l.  XI.  — 
Crelle,  1322,  l.  II,  p.  303.  Tm. 
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arrêté  sur  ce  point.  Monge  semble  néanmoins  avoir  voulu 
résoudre  la  question ,  en  désignant  l'ellipse  comme  la  courbe 
la  plus  gracieuse  et  la  plus  élégante ,  sentiment  que  l'auto- 
rité de  ce  grand  maître,  appuyée  de  la  beauté  réelle  de 
l'ovale  elliptique ,  n'a  pu  faire  prévaloir  dans  la  pratique. 
D'une  part,  il  est  douteux  que  les  jeunes  générations  initiées 
à  la  géométrie  des  sections  coniques  le  partagent  exclusive- 
ment ;  nous  sommes  moins  attachés  que  les  anciens  à  certaines 
idées  de  perfection  qu'ils  se  faisaient  de  quelques  courbes, 
et  que  la  généralité  des  conceptions  modernes  affaiblit  de 
jour  en  jour.  Cette  espèce  de  culte  qu'ils  professaient  sur- 
tout pour  le  cercle  a  dû  s'étendre  naturellement  à  l'ellipse, 
qui  s'y  rattache  si  étroitement ,  qui  est  après  lui ,  en  un 
mot ,  la  plus  connue  et  la  plus  populaire  de  toutes  les  cour- 
bes ;  mais  s'il  se  retrouve  aujourd'hui  quelque  part ,  c'est 
assurément  moins  que  jamais  chez  ceux  qu'éclaire  la  saine 
théorie.  D'un  autre  côté,  il  est  certain  que  la  pratique  du 
tracé  de  l'ellipse ,  notamment  dans  les  arts  de  consiruclion , 
n'a  point  encore  été  franchement  adoptée,  même  par  les 
élèves  de  l'école  polytechnique,  disciples  directement  ou  par 
la  tradition  du  célèbre  Mongc. 

Cette  déchéance  s'explique,  au  moins  en  partie,  parles 
difficultés  de  tracé  que  l'on  imagine  être  inhérentes  aux 
courbes  continues  autres  que  le  cercle.  Des  constructeurs 
géomètres,  à  la  tête  desquels  je  dois  citer  Prony,  ont  cher- 
chée les  vaincre;  d'autres  ont,  au  contraire,  essayé  de  per- 
fectionner les  méthodes,  nombreuses  aujourd'hui,  du  tracé 
des  anses  de  panier,  courbes  composées  d'une  suite  d'arcs 
de  cercle  tangents  entre  eux  ;  tentatives  inspirées  générale- 
ment moins  par  le  désir  de  trouver  des  procédés  usuels 
plus  faciles  que  par  le  besoin  d'offrir  aux  yeux  d  un  public 
plus  familiarisé  avec  l'aspect  des  monuments,  des  formes  ir- 
réprochables. 
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Mais  CCS  difficultés,  qu'une  opinion  généralement  accré- 
ditée persiste  à  vouloir  éviter,  ne  sont  pas  l'objet  réel  de  la 
question;  fussent-elles  levées,  je  ne  crois  pas  que  l'ellipse 
serait  davantage  adoptée  comme  type  de  la  forme  ovale.  En 
effet ,  les  deux  axes  de  cette  courbe  suflisent  pour  la  déter- 
miner cntièrenieat,  tandis  que  dans  les  arts,  il  convient 
presque  toujours ,  après  avoir  fixé  la  position  des  sommets, 
de  disposer  de  la  courbure  en  ces  points  ,  chose  impossible 
avec  une  ligne  du  second  ordre.  Le  tracé  de  l'ovale  manque 
donc ,  tant  que  l'on  s'en  tient  à  l'ellipse,  de  certaines  condi- 
tions essenliellcs,  ce  qui  a  été  remarqué  déjà  par  RI.  Picot, 
ingénieur  des  ponts  et  chaussées  (")  ;  il  a  exprimé  le  défaut 
de  cette  courbe  en  disant  que  «  les  cordes  parallèles  au 
"  grand  axe  décroissent  trop  rapidement  de  cet  axe  au  som- 
»  met.  »  A  son  exemple  ,  je  vais  tâcher  d'indiquer ,  en  rem- 
placement de  l'ovale  elliptique ,  une  autre  courbe  d'un  degré 
plus  élevé ,  mais  en  m'imposant  comme  condition  de  la  ratta- 
cher par  sa  construction  à  lellipse  même  d'une  manière 
assez  simple  pour  que  la  notion  nouvelle  complète  l'ancienne 
sans  effort.  Li  solution  ainsi  obtenue  laissera  peut-être 
quelque  chose  à  désirer  ,  n'ayant  point  à  ma  disposition  de 
courbe  d'un  degré  supérieur  dont  les  propriétés  soient  assez 
saillantes  pour  que  leur  étude ,  en  vue  des  applications  dont 
il  s'agit  ici,  pût  être  utile  à  l'enseignement  sans  le  surchar- 
ger ;  persuadé  d'ailleurs  qu'à  moins  de  combler  une  grande 
lacune  ou  de  se  présenter  avec  un  attirail  de  propositions 
capables  soit  d'exciter  un  légitime  intérêt,  soit  de  piquer 


{')  Annales  des  ponts  et  chaussées,  i«32 ,  2«  trimestre ,  p.  151.  — La  courbe 
qu'il  indique  s'obtient  en  donnant  pour  ordonnée  à  l'abscisse  du  point  de  la 
circonférence  de  rayon  a,  l'ordonnée  de  l'ellipse  concentrique  (6;C),  au  point 
qui  se  trouve  sur  le  rajon  mené  de  l'origine  à  la  circonférence.  L'équation  est 
oîc'yS+ii'c'a:'  —  (ci—b^,xiy^-=alii(^.  Le  rapport  des  rayons  de  courbure  prin- 

os 
ripau\  est  le  même  «[ue  dans  l'ellipse  (a, 6),  il  se  réduit  à  — ■. 

0* 
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\ivemenl  la  curiosité,  une  théorie  quelque  peu  coiupliquée 
s'oublie  bien  vite,  je  préfère  me  servir  de  théories  déjà 
établies ,  que  leur  application  à  un  grand  nombre  d'objets  a 
fait  regarder  comme  indispensables. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  était  nécessaire  pour  préciser  les 
termes  du  problème  ;  on  voit  maintenant  à  quel  point  de  vue 
nous  considérons  les  courbes  parallèles  à  l'ellipse  ■  il  s'agit 
de  faire  connaître  un  type  des  figures  ovales  qui  puisse  rem- 
placer l'ellipse  dans  les  arts 

1.  —  Portons  sur  chaque  normale  de  l'ellipse  une  même 
longueur,  le  lieu  géométrique  des  points  ainsi  obtenus  for- 
mera une  courbe  jouissant  de  cette  propriété  que  :  la  nor- 
male en  chacun  de  ses  points  est  normale  à  l'ellipse. 

Soient,  en  effet,  deux  normales  /li ,  n'i  menées  par  les 
points  n,  n'  de  l'ellipse  et  se  rencontrant  en  i ,  m,  m'  les 
deux  points  correspondants  de  la  courbe  parallèle;  menons 
les  sécantes  mm',  nu'  et  prolongeons-les  jusqu'à  leur  point 
de  rencontrey  ;  on  a ,  au  moyen  du  théorème  connu  qui  sert 
de  fondement  à  la  théorie  des  transversales, 
jni  m'in  ni'i 
jn         n'n  '  n'i' 

Supposons  maintenant  que  le  point  n'  s'approche  de  h,  les 
sécantes  «7,  mj  tendront  à  devenir  tangentes  aux  deux  cour- 
bes ;  en  même  temps ,  le  second  membre  de  l'égalité  ci-dessus 
converge  vers  l'unité,  car,  à  cause  de  l'hypothèse  mn=^m'n, 
on  a 

—  =1  -J—, 
in'  '  Jn'' 

d'où  il  suit  que  les  triangles  inn',  imm'  peuvent  être,  à  la 

limite ,  regardés  comme  semblables ,  ce  qui  donne 

mm     ni'i 

n'n  '  n'i 
Or,  par  construction  ,  lorsque 7/1  est  devenu  une  tangente  à 
l'ellipse ,  i!  se  trouve  perpendiculaire  à  ni  ;  donc  aussiy'w  doit 
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é(rc  alors  perpendiculaire  sur  mi,  c'est-à-dire  parallèle  à 
jn ,  sans  quoi  l'on  ne  pourrait  avoir  à  la  limite ,  ainsi  qu'il 
vient  d'être  démonlré,  j m  =^jn. 

Chaque  normale  ii  l'ellipse  est  donc  aussi  normale  a  la 
courbe  parallèle ,  et  réciproquement  ;  car  à  chaque  normale 
de  la  première  courbe  correspond  un  point  de  la  seconde ,  et 
en  menant  de  ce  point  les  normales  à  l'ellipse  que  comporte 
sa  position ,  on  doit  en  trouver  une  égale  à  la  longueur  con- 
stante qui  sert  à  construire  la  courbe.  Or,  on  vient  de  dé- 
montrer que  cette  normale  de  l'cUipse  est  aussi  une  normale 
de  la  courbe  parallèle,  donc,  etc.,  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  J'ai  admis  tacitement  que  le  point  t  à  la  limite 
ne  coïncide  pas  avec  le  point  n  ,  c'est-à-dire  que  le  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  primitive  n'est  pas  nul  ;  moyennant 
cette  restriction ,  qui  convient  à  l'ellipse ,  la  démonstration 
précédente  est  applicable  à  une  courbe  quelconque ,  même 
non  algébrique  (*). 

2.  —  La  courbe  parallèle  à  l'ellipse  peut  être  regardée , 
en  raison  de  la  propriété  qui  forme  l'objet  de  ce  théorème , 
comme  l'enveloppe  d'une  circonférence  de  rayon  constant 
dont  le  centre  est  assujetti  à  demeurer  sur  l'ellipse  ;  or ,  à 
cette  dernière ,  comme  on  sait ,  répond  toujours  dans  l'espace 
une  circonférence  dont  elle  est  la  projection.  Le  cercle  mo- 
bile enveloppé  peut  être  considéré  comme  la  projection  d'une 
sphère  de  même  rayon,  dont  le  centre  se  meut  sur  la  circon- 
férence dont  l'ellipse  est  la  projection.  L'enveloppe  de  cette 
sphère  n'est  autre  chose  que  le  tore  ou  surface  annulaire , 
d'où  il  suit  que  la  courbe  parallèle  à  l'ellipse  forme  le 
contour  apparent  de  la  projection  d'un  tore.  Sans  avoir  la 
prétention  de  créer  un  nom  nouveau ,  je  nommerai ,  seule- 
ment pour  abréger ,  la  courbe  dont  il  s'agit  toroide ,  dési- 

(■)  C'est  un  cas  particulier  de  la  conslruclion  générale  indiquée,  I.  II,  p.  '.'89. 
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gnalion  tirée ,  comme  ou  voit ,  de  l'une  de  ses  propriétés  les 
plus  saillantes. 

3.  —  De  ce  que  la  normale  de  la  toroïde  est  nécessaire- 
ment normale  à  l'ellipse ,  il  résulte  que  les  centres  des  cer- 
cles osculateurs  aux  points  correspondants  situés  sur  cette 
ligne  coïncident ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  que  les  rayons  de 
courbure  des  deux  courbes  présentent  une  différence  con- 
stante; il  est  évident  qu'elles  ont  la  même  développée.  Nous 
pouvons ,  en  conséquence ,  regarder  la  toroïde  comme  dé- 
crite par  le  point  d'une  ligne  droite  qui  se  meut  de  manière 
à  toucher  la  développée  sans  glisser  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur. On  remarquera  que,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut ,  la  toroïde  se  compose  de  deux  branches  décrites  simul- 
tanément par  les  deux  points  de  la  droite  mobile,  également 
distants  du  point  de  l'ellipse,  l'un  du  côté  convexe,  l'autre 
du  côté  concave.  La  première  de  ces  branches  est  toujours 
de  forme  ovale ,  la  seconde  présente  une  flgure  variable  sui- 
vant les  cas  :  elle  est  ovale  lorsque  la  dislance  à  l'ellipse  est 
inférieure  au  plus  petit  de  ses  rayons  de  courbure  ;  vient-elle 
à  le  surpasser ,  la  branche  de  toroïde  offre  quatre  points  de 
rebroussement  situés  sur  la  développée;  mais  si  l'on  fait 
croître  la  même  distance  au  delà  de  la  longueur  du  rayon 
de  courbure  maximum  de  l'ellipse,  la  branche  redevient 
ovale.  Il  est  très-facile  de  se  rendre  compte  de  toutes  ces 
particularités. 

4.  —  La  connaissance  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
étant  l'un  des  meilleurs  moyens  d'en  connaître  les  diverses 
affections,  je  rassemble  ici  quelques  formules  dont  on  pourra 
se  servir  utilement  pour  calculer  la  longueur  de  ce  rayon , 
et,  an  besoin,  pour  le  construire  graphiquement. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  toroïde  n'étant  autre  chose  que 
celui  de  l'ellipse  augmenté  ou  diminué  d'une  certaine  lon- 
gueur, les  formules  suivantes  sont  relatives  à  l'ellipse.  Je 
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suppose  cette  ligne  rapportée  à  ses  axes  principaux  «  ,  b ,  c, 
X ,  y  désignant  les  mêmes  lignes  que  dans  les  traités  classi- 
ques ,  nommons  de  plus  N  la  portion  de  normale  comprise 
entre  la  courbe  et  le  grand  axe,  iTanglc  qu'elle  fait  avec  les 
rayons  vecteurs  v,  v'  menés  aux  deux  foyers ,  et  p  le  rayon 
de  courbure. 
On  a 

tangi  =  Ç,      N=-|/ay  +  iî.i' 
et  p  = 


Celte  dernière  expression   se  déduit  aisément  de  celle 
qui  a  été  donnée  par  M.  Gérono ,  tome  II ,  p.  78. 

Cela  posé ,  on  arrive  sans  peine  aux  formules  suivantes. 

1»  Expression  du  rayon  de  courbure  en  fonction  de  la 
normale 

N'a' 

2°  Expression  du  même  rayon  en  fonction  de  l'angle  i. 
f  peut  être  mis  sous  la  forme 

_[b*  +  cyy' 


et  comme  l'on  a 

b' 

[b^+cyy 

il  vient 

b'      1 

a"   cos'i' 

/.^CCi 


Celte  formule  a  été  indiquée  par  M.  Transon  [Journal  de 
Liouville,  t.  I ,  p.  191)  ;  elle  se  prête  à  une  construction 
graphique  élégante  et  facile  à  retrouver. 
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Cumme  moyen  de  vérification  ,  il  est  utile  de  remarquer 
que  l'on  a  la  relation 

Ncosi  =  -  (*). 
•  a 

3°  Expression  du  rayon  de  courbure  en  fonction  des  rayons 
vecteurs  aux  foyers.  On  a 

ic"  =  f' -\- i>"  —  Ivv'  cos  2i , 


d'où  cos'  i 

et  enfin 


ab 

5.  —  Considérons  à  présent  la  courbure  des  sommets  de  la 
toroïde.  Ce  que  je  vais  dire  se  rapportera  uniquement  à  la 
branche  extérieure  de  la  courbe ,  la  seule  dont  il  y  ait  lieu 
de  s'occuper  en  vue  du  tracé  des  figures  ovales.  Soit  >  la  dis- 
tance à  l'ellipse ,  je  pose 

A  ,  B ,  R  ,  r  étant  les  axes  et  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux de  la  toroïde  ;  l'élimination  des  quantités  a ,  b  donne 

RB-A' 


et,  par  suite. 


R+B  — 2A' 

_(A-B)(R— A) 
'^  R  +  B  — -iA     ' 

,    _      (A-B)- 
R  +  B  — 2A' 

'-^-R^TT- 
Ces  diverses  formules  contenant  trois  quantités ,  A,  B,  R, 
on  voit  que  les  axes  principaux  de  la  toroïde  étant  déler- 

(*)  V.  t.  11 ,  p.  537.  Theor.  XIX.  Tm. 
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minés,  il  est  possible  de  disposer  encore  de  R  ,  ce  qui  u'a 
point  lieu  pour  l'ellipse. 

La  dernière  fait  voir  que  r  augmente  avec  R  et  converge 
vers  la  limite  B.  Lorsque  R  devient  infini ,  on  a 

X=B,  rt  =  A— B,  1  =  0,  r—B. 

L'ellipse  se  réduit ,  dans  ce  cas ,  à  une  ligne  droite  de 
longueur  2a,  et  la  toroïde  à  doux  demi  circonférences  rac- 
cordées entre  elles  par  des  lignes  droites;  en  d'autres  termes, 
la  figure  représente,  ainsi  que  l'on  pouvait  s'y  attendre,  la 
projection  d'un  tore  sur  un  plan  parallèle  à  son  axe. 

6. —  La  longueur  de  l'arc  de  toroïde  n'est  pas  exprimable 
sous  forme  finie ,  non  plus  que  celle  de  l'arc  d'ellipse  ;  le 
premier  est  égal  au  second ,  augmenté  de  l'arc  circulaire 
compris,  sur  la  circonférence  de  rayon  X,  entre  deux 
rayons  parallèles  aux  normales  extrêmes,  de  sorte  que  S  et 
S„  étant  les  longueurs  totales  de  la  toroïde  et  de  l'ellipse,  on  a 

S=S„  +  27r)l. 

La  surface  en  dehors  de  celle  de  l'ellipse ,  s'obtient  par 
l'application  de  la  règle  de  Guldin,  elle  est  égale  à  l'arc 
parcouru  par  le  milieu  de  X  multiplié  par  cette  longueur.  Or 
l'arc  parcouru  est  lui-même  égal  à  la  demi-somme  de  l'arc 
de  toroïde,  et  de  l'arc  d'ellipse ,  nommons  ii  l'aire  totale  de 
la  courbe,  nous  aurons 

a^r..ab+(  — — î  )  X  =  Tc.ab+S}.  +  tù'. 

Cette  surface  est  plus  grande  que  celle  de  l'ellipse,  qui 
aurait  les  mêmes  axes  que  la  toroïde,  pour  savoir  quelle  est 
la  différence,  il  suffit  de  relrancherde  ii  l'aire  Tt(rt+X)(ft+X), 
on  trouve  qu'elle  est  exprimée  par  la  formule 
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or  on  a  démontre,  lome  III ,  p.  232,  que  S,  est  plus  grand 
que  Ti{a  +  b),  donc,  etc.  C.Q.F.D. 

L'évaluation  numérique  de  ces  différences  ne  pouvant  être 
obtenue  que  difficilement  par  les  méthodes  ordinaires,  j'in- 
scris ici  quelques  nombres  propres  à  donner  une  idée  de  leur 
marche.  Les  longueurs  d'ellipses  sont  extraites  de  la  table  (') 
publiée  dans  le  3"  volume  du  Cours  de  constructions  de 
Sganzin ,  i"  édition.  La  longueur  2a  est  prise  pour  unité ,  et 
0  varie  de  vingtième  en  vingtième  : 


Ta 

So 

■K{a-^b) 

S„  — ^(fl  +  i) 

S^  —  r.[a^b) 

0,10 

2,08324 

1,88496 

0,19828 

0,09518 

0,15 

2,18660 

2,04204 

0,14456 

0,06611 

0,20 

2,30028 

2,19911 

0,10117 

0,04422 

0,25 

2,42272 

2,35619 

0,06653 

0,02746 

0,30 

2,55338 

2,51337 

0,04011 

0,01571 

0,35 

2,69078 

2,67035 

0,02043 

0,00761 

0,40 

2,83596 

2,82743 

0,00853 

0,00301 

0,45 

9,98622 

2,98451 

0,00171 

0,00057 

0,50 

3,14159 

3,141.59 

0,00000 

0,00000 

Les  deux  dernières  colonnes  expriment  les  différences 
rapportées  au  diamètre  principal  et  au  périmètre  de  l'ellipse. 
Les  unes  et  les  autres  vont  en  décroissant  à  mesure  que  l'el- 
lipse approche  davantage  de  la  figure  circulaire ,  et  devien- 
nent nulles  à  cette  limite. 

7.  —  Tracé  en  grand  de  la  toroide.  La  facilité  de  tracer  une 
courbe  a  bien  plus  d'importance  pour  les  arts  que  pour  la 
théorie.  Il  entre  donc  naturellement  dans  mes  vues,  de  re- 


(■)  Celle  table  ne  mérite,  sous  le  rapport  de  rexactitudc,  qu'une'méiiiocre 
lonliance.  Les  rapports  qu'elle  donne ,  rapprochos  de  ceux  obtenus  par  M.  de 
Sainl-Guilhera,    en  dilTérent  quelquefois  dans  les  trois  dernières  décimales. 
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chercher  pour  la  toroide  des  moyens  de  description  commodes 
et  peu  compliqués. 

1°  La  construction  peut  s'effectuer  par  points  ,  au  moyen 
des  normales  de  l'ellipse  sur  lesquelles  on  porte  la  longueur 
constante  >.  Ce  procédé  a  contre  lui  sa  longueur. 

2°  Dans  certains  cas  on  se  servira  avec  avantage  d'un 
procédé  indiqué  par  M.  de  Prony,  lequel  consiste  à  regarder 
la  courbe  comme  l'enveloppe  de  ses  tangentes.  11  détermine 
les  points  où  celles-ci  rencontrent  les  côtés  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes  a  ,  b.  Soit  a  la  longueur  inter- 
ceptée par  la  tangente  à  l'ellipse  sur  le  côté  du  rectangle 
parallèle  aux  a-,  à  partir  du  sommet  opposé  à  l'origine  ;  p  la 
portion  de  l'autre  côté  interceptée  entre  la  même  tangente 
et  le  grand  axe;  on  divisera  ce  dernier  côté,  parallèle  aux,>-, 
en  rt  parties  égales  ;  pour  une  valeur  de  p  comprenant  p 
divisions,  on  aura  (je  supprime  la  démonstration), 

b  2a 


P 

2a  p 


a—x  = ;,         y  = 

P  P 

On  doit  remarquer  l'identité 

(2a— «)  (t+P)=  2ab. 

A  chaque  tangente  ainsi  obtenue  on  mènera  une  parallèle 
qui  en  soit  distante  de  la  longueur  1  ;  ce  sera  la  tangente  de 
la  toroide.  Le  point  de  contact  sera  la  projection  du  point 
(x,y)  sur  celte  tangente. 

L'espace  nécessaire  pour  ce  mode  de  description  n'excè- 
dent pas  les  limites  du  rectangle  circonscrit  à  chaque  quart 
de  courbe ,  ce  seul  motif  pourrait  le  faire  préférer  par  les 
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construclcurs ,  lorsque  l'ovale  devra  présenter  de  grandes 
dimensions. 

On  pourrai  [construire  des  tables  pour  l'application  de  cette 
méthode.  En  les  dressant  pour  le  tracé  d'une  circonférence 
de  cercle  dont  le  rayon  serait  égal  à  l'unité,  les  longueurs  a, 
a  —  x,  parallèles  à  l'axe  a  ,  s'obtiendraient  en  multipliant 
par  a  les  nombres  donnés  par  les  tables ,  de  même ,  on  cal- 
culerait les  longueurs  parallèles  à  l'axe  b  en  multipliant  les 
nombres  correspondants  par  l>. 

3°  La  toroïde  est  susceptible  d'être  tracée  d'une  manière 
assez  nette  par  les  intersections  successives  d'une  suite  de 
circonférences  de  rayon  ).  ayant  leurs  centres  sur  l'ellipse. 

4°  Tracé  de  la  toroïde  d'un  mouvement  continu.  Il  serait 
peut-être  possible  d'établir  un  instrument  qui  tracerait  la 
toroïde  par  un  trait  continu. 

Soit  OCO'  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la  flgure)  un  trian- 
gle isocèle  variable ,  dont  le  côté  OC  ayant  pour  longueur 

-{a-{-b)  passe  constamment  par  le  centre  0  de  la  courbe, 

et  dont  la  base  00'  coïncide  en  direction  avec  le  grand 
axe;  on  sait  que  le  point  n,  pris  sur  le  côté  CO',  de  ma- 
nière que  £n  ait  pour  longueur -(a  —  i),  décrit  l'ellipse, 

et  que  si  l'on  prend  ,  sur  le  prolongement  de  OC,  CI  =  OC , 
la  droite  I«  est  normale  à  l'ellipse  menée  par  le  point  n.  Il 
suit  de  là  que  tout  point  /«  de  cette  droite  décrit  une  branche 
de  toroïde. 

L'instrument  se  composerait  de  trois  règles  ou  tiges.  La 
première ,  CI ,  tournant  autour  du  centre  O  ;  la  seconde  ar- 
ticulée sur  la  première  en  C  et  ayant  son  extrémité  O'  con- 
stamment sur  le  grand  axe  ;  la  dernière  enfin  articulée  en  n 
sur  CO'  et  assujettie  à  passer  toujours  par  le  point  I  sur  le 
prolongement  de  OC,  au  moyen  d'un  anneau  ou  d'une  pmon 
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qui  lui  pcrmeltrait  de  glisser  dans  le  sens  de  sa  longueur. 
Un  crayon ,  ou  mémo  un  tire-ligne  attaché  en  m  tracerait 
la  loroïde  ;  il  arriverait  même  que  les  lames  du  tire-ligne,  une 
fois  fixées  dans  le  sens  du  trait ,  seront  toujours  dirigées  con- 
venahlement  par  ce  système. 

8.  Les  notions  qui  précèdent  établissent  que  la  branche 
extérieure  des  toroïdes ,  ou  courbes  parallèles  à  l'ellipse , 
jouit,  comme  type  de  formes oîja/es,  de  toutes  les  propriétés 
reconnues  à  cette  dernière,  et  qu'elle  permet  de  plus  de 
choisir  l'une  des  deux  courbures  principales  ou  leur  rapport. 
De  là  résulte  la  variation  possible  de  la  forme  ovale  entre  les 
limites  les  plus  étendues  qu'il  soit  nécessaire  de  considérer 
dans  les  arls,  c'est-à-dire  depuis  une  portion  de  ligne  droite 
jusqu'au  système  de  deux  demi-circonférences  raccordées  par 
des  portions  de  lignes  droites. 

Nous  avons  vu  que  les  propriétés  essentielles  descriptives 
et  métriques  de  celte  courbe  sont  intimement  liées  à  celles 
de  l'ellipse ,  et  que  sa  construction ,  même  en  grand  ,  n'offre 
pas  de  difficultés.  Ce  sera  peut-être  pour  les  praticiens  une 
raison  d'en  faire  des  applications  ;  mais  je  suis  surtout  con- 
vaincu que  son  étude ,  approfondie  davantage,  doit  conduire 
tôt  ou  tard  à  d'intéressantes  découvertes  qui  en  feront  un 
objet  d'attention  et  comme  un  complément  naturel  de  la 
théorie  de  l'ellipse. 

Note.  M.  Cauchy  a  donné  la  théorie  analytique  des  to 
roides  (Comptes  Rendus,  2' série,  1841  ,  t.  XllI ,  p.  1062). 

a         S' 

Soit— +  7->  =  ^  (*)  l'équation  de  l'ellipse, 
a       o 

(x-^Y^[y-^f  =  k'  (2) 

l'équation  du  cercle  générateur  ;  prenant  la  fonction  prime 
de  p  dans  les  deux  équations  et  les  égalant ,  on  obtient 


a 
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P 


d'où  a= ,     8^      -^ 


0  +  a"     ^       0+6" 
substituant  dans  les  équations  (1)  et  (2),  il  vient 


(6 -fa")'   '    (6 +![»')'  '     (0+«y   '    (0  +  6")' 

En  éliminant  6,  on  obtiendrait  l'équation   des   toroïdes. 
Passant  aux  coordonnées  polaires,  en  faisant  x=rcos-^, 

y=rsin,,  il  vient  r'=  |^^_1-^  cos>+^^^^sin>]    , 
{(>'—  a'k')  (0  +  by  cos"  (ç  +  (0"  —  b'k')  (0  +  ay  sin"  cp  =  0. 

Le  tore  est  une  surface  du  quatrième  degré,  les  sections 
planes  sont  donc  des  lignes  du  même  ordre  ;  le  plan  touchant 
le  tore  intérieurement  et  mené  parallèlement  à  l'axe  donne 
pour  section  une  cassinoide.  Mais  on  n'obtient  pas  cette 
courbe  par  d'autres  plans  coupants  parallèles  à  l'axe  ,  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident,  en  faisant  passer  le  plan  par  l'axe  : 
on  obtient  deux  cercles  dont  le  système  ne  peut  jamais  re- 
présenter une  cassinoide.  Nous  donnerons  incessamment  une 
théorie  de  cette  courbe  et  de  la  lemniscate  ,  à  laquelle,  dans 
certains  cas ,  elle  devient  identique. 

Dans  la  dissertation  de  M.  Reiss,  citée  ci-dessus,  on  trouve 
toutes  les  formules  différentielles  relatives  aux  lignes  équi- 
distanles ,  planes  et  à  double  courbure ,  et  aussi  pour  les 
surfaces  équidistantes.  Tm. 
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DEMONSTRATION  GEOMETRIQUE 

.ansi(B  +  C) 
De  la  formule  de  trigonométrie = 


lang-(B-C) 


PAR.  1)1.  VIGNAIi, 

professeur  de  malhématiques. 


Pour  résoudre  un  triangle  rcctiligne  quelconque,  dans 
lequel  deux  côtés  Z»  et  c  et  l'angle  compris  A  sont  donnés , 
on  a  recours  à  la  proportion 

Z/  +  c:6-c.:tang.JcB  +  C):tang.i  (B-C). 

Pour  arriver  à  cette  formule,  on  fait  usage  de  proportions 
dont  on  a ,  il  est  vrai,  une  démonstration  géométrique,  mais 
qui  n'apparaissent  qu'à  titre  d'auxiliaires.  On  pourrait  en 
éviter  l'emploi  de  la  manière  suivante  à  l'aide  de  la  géomé- 
trie. 

Soit  le  triangle  ABC  {fig  61),  dont  nous  représenterons  les 
côtés  par  a,  b,  c  et  les  angles  par  A,  B,  C.  Prenons,  après 
avoir  prolongé  b,  à  droite  et  à  gauche  de  A  ,  une  longueur 
AD  et  AD'  égale  au  côté  c  Joignons  BD  et  menons  la  bissec- 
trice AE  de  l'angle  BAD.  Enfin  joignons  D'  et  B,  et  élevons 
D'F  perpendiculaire  à  BD'. 

Les  droites  AE  et  D'B  partageant  DD'  et  DB  en  deux  par- 
ties égales  sont  parallèles ,  donc  D'B  est  perpendiculaire  à 
DB.  Mais  de  ce  que  D'F  est  perpendiculaire  à  D'B,  D'F  et  DB 
sont  aussi  parallèles. 

Les  doux  triangles  semblables  CD'F,  CDB  donnent  la  pro- 
portion 

CD:  CD'    :;  DB  :  D'F, 
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lj-{.c:b—c::DB:D'F, 

et  en  divisant  les  deux  derniers  termes  par  BD , 

DB     DT 


^  +  c:6-c::^.gjy. 


Mais 


^  =  lang  DD'B  =  lang  DAE  =  tang  5  (B  +C) , 

DU  ^ 


=(langFBD')  =tang  (B-iyB  A)=lang  [  B— -  (B+  C) 


DT 

BD 

1 


=  tang-(B  — C), 
donc  enfin 

^^^^tangl(B  +  C) 

''-'       tang^(B-C) 


THÉORÈME  SUR  LES  MEDIANES. 

FAR  M.  MATHIEU  (AUGUSTE), 
élève  du  collège  Stanislyf. 


Si  on  mène  les  trois  médianes  d'un  triangle  rectiligne 
quelconque  ; 

t°  On  pourra  toujours  avec  ces  trois  lignes  construire  un 
triangle  ; 

2°  La  surface  de  ce  triangle  sera  égale  aux  -  de  la  sur- 
face  du  triangle  proposé. 

3°  Les  médianes  de  ce  triangle  seront  respectivement 
3 
égales  aux     des  côtés  du  triangle  proposé  (*). 
4- 


C)  Ce  ihéorème  csl  de  M.  Gergonne  (Annales ,  t.  Il ,  p.  88-94). 

Ann.  DE  Matbém.  III.  31 
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Soit  ABC  ifig.  62),  un  triangle  quelconque,  CQ,  AP  deux 
médianes;  par  le  point  C  je  mène  une  parallèle  à  AP,  jusqu'à 
la  rencontre  de  OB  en  D  et  je  tire  AD  ,  je  dis  que  AD  est 
parallèle  à  CQ  :  en  effet  dans  le  triangle  CBD,  OP  est  paral- 
lèle à  la  base  et  passe  par  le  milieu  de  BC  ,  donc  le  point  O 
est  le  milieu  de  BD  ;  donc  dans  le  triangle  ^H ,  OQ  passe 
par  les  milieux  des  deux  côtés  BD  et  AB  est  parallèle  à  la 
base.  Ainsi  la  figure  OCDA  est  un  parallélogramme ,  ce  qui 
démontrerait,  si  déjà  cela  ne  l'était  pas,  que  les  médianes 
d'un  triangle  concourent  en  un  môme  point  et  se  coupent  en 
leurs  tiers  à  partir  de  la  base. 

De  ce  que  la  figure  OCDA  est  un  parallélogramme  ,  il  ré- 
sulte que  CD  :=  OA ,  d'ailleurs  0D=:  OB ,  donc  le  triangle 
OCD  qui  est  toujours  possible,  a  ses  côtés  respectivement 

2 
égaux  aux  -des  médianes  du  triangle  ABC,  donc  1°,  etc. 

D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  le  triangle  formé  avec  les 

médianes  du  triangle  ABC  est  semblable  au  triangle  OCD  et 

3 
le  rapport  des  côtés  est  -  ,  par  conséquent  en  désignant  par 

9 
s  la  surface  du  triangle  en  question ,  j'ai  «  =^  r  OCD  ;  mais 

le  triangle  OCD,  est  équivalent  au  triangle  AOC  et  le  triangle 
AOC  est  le  tiers  du  triangle  ABC,  puisque  ces  deux  triangles 
ont  même  base  AB  et  que  la  hauteur  du  second  est  triple  de 

celle  du  premier,  donc  en  désignant  par  S  la  surface  du 

1  3 

triangle  ABC ,  j'aurai  OCD  =  -  S  et  par  suite  5  =  -  S ,  donc 

2%  clc. 

Dans  deux  triangles  semblables,  les  médianes  sont  propor- 
tionnelles et  leur  rapport  est  égal  à  celui  des  côtés  ;  si  donc 
je  fais  voir  que  dans  le  triangle  OCD,  les  médianes  sont 
égales  aux  moitiés  des  côtés  du  triangle  ABC,  il  sera  prouvé 
que  dans  le  triangle  construit  avec  les  médianes  de  ABC,  les 
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3  4 

médianes  sont  les  -  des  côtés  de  ABC  ;  or  CR=    AC:  comme 

4  2 

le  point  0  est  le  milieu  de  BD,  si  on  joint  ce  point  au  milieu 

de  CD,  la  droite  de  jonction  sera  la  moitié  de  BC  ;  enflnsi  l'on 

joint  le  point  D  au  milieu  M  de  OC,  comme  0C=AD=2AQ, 

i 
la  figure  MDAQ  est  un  parallélogramme  et  MD=AQ=- AB, 

donc  3",  etc. 

On  voit  parce  qui  précède  que  si,  considérant  un  triangle, 
on  mène  les  trois  médianes ,  qu'avec  ces  trois  médianes  on 
construise  un  second  triangle ,  qu'avec  les  médianes  de  ce 
second  triangle,  on  en  construise  un  troisième,  et  qu'on 
continue  aiusi  indéfiniment,  les  surfaces  de  ces  triangles 
successifs  seront  les  termes  de  la  progression  géométrique 
décroissante 

S'^'|S 

S  étant  la  surface  du  triangle  duquel  on  part;    on  voit 
aussi  que  tous  les  triangles  de  rang  impair  seront  semblables 
entre  eux ,  ainsi  que  tous  les  triangles  de  rang  pair. 
On  peut  encore  remarquer  que  les  sommes  des  carrés  des 

côtés  de  ces  triangles  suivent  aussi  une  progression  géomé- 

3 
trique  décroissante  dont  la  raison  est  encore  -  ;  car  en  par- 
tant du  théorème  de  la  médiane,  on  reconnaît  facilement  que 
dans  un  triangle  quelconque ,  la  somme  des  carrés  des  mé- 

3 
dianes  est  égale  aux  -  de  la  somme  des  carrés  des  côtés. 

Comme  applications  du  théorème  démontré,  je  vais  donner 
la  solution  d'un  problème  et  la  démonstration  de  deux  théo- 
rèmes ,  par  rapport  au  triangle  équilatèral. 

Problème.  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  les  trois 
médianes. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'avec  les  trois 
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lignes  doniKÏcs  on  puisse  former  an  (riangle;  celte  condition 

étant  remplie,  on  mène  les  médianes  de  ce  triangle,  et  pre- 

4 
nant  des  lignes  égales  aux  -  de  ces  médianes ,  on  a  les  côtés 

du  triangle  cherché  ;  donc  lorsque  le  problème  est  possible , 
il  n'admet  qu'une  seule  solution. 

De  la  solution  de  ce  problème  on  peut  conclure  que  deux 
triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  les  médianes  égales,  cha- 
cune à  chacune. 

Théorème.  Le  triangle  équilatéral  est  de  tous  les  triangles 
dans  lesquels  la  somme  des  médianes  étant  constante,  le  maxi- 
mum est  une  surface. 

Car  dans  ce  triangle  maximum,  la  surface  du  triangle  formé 

avec  les  médianes  devra  être  aussi  on  maximum,  puisqu'elle 
3 

est  égale  aux  -  de  la  sarface  de  ce  triangle  ;  mais  la  somme 
4 

des  médianes  est  donnée;  donc  ces  médianes  doivent  être 

égales ,  or  il  est  facile  de  voir  que  lorsque  les  trois  médianes 

d'un  triangle  sont  égales ,  ce  triangle  est  équilatéral,  donc  le 

triangle  maximum  est  équilatéral. 

Théorème.  Le  triangle  équilatéral  est  de  tons  les  triangles 
égaux  en  surface ,  celui  dans  lequel  la  somme  des  médianes 
est  un  minimum. 

Car  si  l'on  considère  le  triangle  dans  lequel  la  somme  des 
médianes  est  un  minimum,  comme  la  surface  de  ce  triangle 
est  donnée,  celle  du  triangle  formé  avec  les  médianes,  lésera 
aussi  ;  donc  la  somme  de  ces  médianes  ne  peut  être  un  mi- 
nimum, qu'autant  qu'elles  sont  égales  entre  elles  j  donc  le 
triangle  dont  il  s'agit  est  équilatéral. 
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PROBLEME  DE  GÉOMÉTRIE. 

PAR  M    TRZAU, 

clève  de  l'Inslitullon  Goudounèchc. 


Étant  donnés  un  cercle  et  trois  points  dans  le  plan  de  ce 
cercle,  y  inscrire  un  triangle  dont  les  côtés  passent  par  les 
trois  points. 

Avant  de  résoudre  ce  problème  général ,  qui ,  pris  à  part , 
offre  de  grandes  difiBcuItés ,  et  que  les  plus  illustres  géomè- 
tres n'ont  pas  regardé  comme  indigne  de  fixer  leur  attention, 
je  vais  donner  la  solution  d'un  autre  problème  assez  facile , 
et  duquel  le  premier  se  déduira  immédiatement.  En  voici 
l'énoncé  : 

Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  pris  hors  de  ce  cercle , 
par  ces  deux  points  mener  deux  sécantes  qui  se  coupent  sur  la 
circonférence ,  et  telles  que  la  ligne  de  jonction  de  leurs  deux 
autres  points  d'intersection  avec  la  circonférence  soit  parallèle 
à  une  ligne  donnée. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  donné  (fig.  65),  A  et  B  les  deux 
points  donnés  et  MN  la  ligne  donnée  ;  supposons  le  problème 
résolu  et  soient  lA  et  115  les  deux  droites  cherchées ,  alors 
DC  est  parallèle  à  MN.  Par  le  point  D ,  je  mène  DG  parallèle 
à  AB ,  et  je  joins  le  point  G  au  point  C  par  une  droite  GK , 
qui  coupe  AB  au  point  K.  Si  la  ligne  KG  était  connue,  il  est 
clair  que  tout  le  serait  ;  or  Je  peux  déterminer  la  ligne  KG 
au  moyen  des  seules  données  de  la  question. 

En  effet ,  KAC  et  lAB  sont  semblables  comme  équiangles , 

car  l'angle  en  A  est  commun  ,  l'angle  CKA  =  CGD  comme 


-  462  — 

.ilternes  internes  ;  or  CGD  et  CID  sont  égaux  comme  étant 
tous  les  deux  compris  dans  le  même  segment  CD;  donc 

CKA  =  AlB.  Nous  aurons  donc 

.„      ACxAI 

Mais  le  produit  de  chaque  sécante  partant  d'un  ra<?me  point , 
par  sa  partie  exiérieurc ,  étant  une  quantité  constante ,  il 
s'ensuit  que  AC  X  AI  est  connu,  par  conséquent  le  point  K 
est  déterminé. 
Nous  avons  donc  déjà  un  point  de  la  ligne  KG  ;  de  plus , 

l'angle  GDC  est  égal  à  l'angle  ABM  ,  qui  est  connu ,  donc 
nous  connaissons  la  corde  GC,  et  par  conséquent  la  droite  GK 
est  déterminée ,  puisque  c'est  une  sécante  passant  par  un 
point  donné  et  dont  la  partie  interceptée  par  la  eirconférence 
est  connue. 

La  life'nc  GK  étant  connue,  je  mène  une  parallèle  à  AB 
par  le  point  G  ;  celle  parallèle  va  couper  la  circonférence  en 
un  autre  point  D,  qui  est  par  conséquent  déterminé,  ainsi 
que  le  point  C.  Alors  je  connais  deux  points  de  chacune  des 
sécantes  demandées ,  le  problème  est  donc  résolu. 

D'après  la  manière  dont  j'ai  traité  le  problème,  on  pour- 
rait être  porté  à  croire  qu'il  est  nécessaire ,  pour  que  les 
deux  sécantes  aillent  se  couper  sur  la  circonférence ,  de 
joindre  le  point  A  au  point  C  et  le  point  B  au  point  D  ;  mais 
cela  serait  une  erreur,  car  si  je  joins  le  point  A  au  point  D 
et  le  point  B  au  point  C  {fig.  65  bis),  je  dis  que  les  deux  sé- 
cantes se  couperont  encore  sur  le^  cercle.  En  effet,  les  deux 
triangles  ADK  et  AIB  sont  semblables,  car  l'angle  en  A  est 

j      ,      »^      AIXAD 
commun  ,  el  nous  avons  de  plus  AK  =  — — —  ou  mn\ 

AK:  AD  ::  Al  :AB. 
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Donc  l'angle  1 B  A  doit  être  égal  à  l'angle  ADK ,  or  I B  A=BCG  ; 
donc  ABK  =  BCG;  donc  le  point  I  doit  se  trouver  sur  la 
circonférence. 

Ce  problème  résolu ,  celui  que  nous  avons  à  traiter  va 
s'en  déduire  immédiatement. 

Fig.  65(<er).  Soit  un  cercle  dont  le  centre  est  en  O  et  trois 
points  A ,  B ,  C.  Supposons  le  problème  résolu  et  soit  IML  le 
triangle  demandé ,  je  joins  le  point  A  au  point  B ,  et ,  par  le 
point  L ,  je  mène  une  parallèle  LG  à  la  droite  AB  ;  je  mène 
la  droite  IG,  qui  va  couper  la  droite  AB  en  K.  Il  est  clair 
que  si  nous  pouvions  déterminer  le  point  R ,  le  problème 
serait  résolu  ,  car  il  se  trouverait  ramené  au  problème  que 
nous  venons  de  traiter. 

Or,  pour  déterminer  le  point  R ,  nous  nous  y  prendrons 
comme  dans  le  problème  précédent  pour  déterminer  le  même 
point ,  car  il  jouit  tout  à  fait  des  mêmes  propriétés.  En  effet , 
les  deux  triangles  IBR  et  ABM  sont  semblables  par  la  même 
raison  que  dans  le  problème  ci-dessus  ;  donc  nous  aurons , 
à  cause  de  cette  similitude, 

BR:Br::BM:AB, 
BI X  BM 


ou  BK  = 


AB 


Or  BI  X  BM  est  connu ,  nous  connaissons  aussi  AB  ;  donc 
le  point  K  est  connu.  Le  problème  est  donc  ramené  au  sui- 
vant :  Étant  donnés  deux  points  K  etC,  mener  par  ces  deux 
points  deux  sécantes  RG  et  CL  qui  se  coupent  en  I  sur  le  cercle, 
et  de  manière  que  la  ligne  GL  soit  parallèle  à  AiJ,  pro- 
blème qui  ne  diffère  en  rien  de  celui  qu'on  a  traité  ci-dessus. 

Par  là ,  nous  déterminons  deux  sommets  I  et  L  du  trian  - 
gle ,  le  problème  est  donc  résolu. 

Noie.  Pappus  résout  le  problème  où  il  s'agit  d'inscrire 
dans  une  circonférence  un  triangle  dont  les  côtés  passent 
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respectivement  par  (rois  points  donnés  en  ligne  droite  (lib.7, 
prop.  CXVII  ).  II  ramène  ce  problème  à  celui-ci  :  Inscrire 
dans  une  circonférence  un  triangle  dont  deux  côtés  passent  par 
deux  points  donnés  et  dont  le  troisième  côté  soit  parallèle  à  la 
droite  qui  réunit  les  deux  points  donnés  (lib.  7,  prop.  CVII  )- 
Gabriel  Cramer ,  l'auteur  des  formules  de  ce  nom  (  f.  t.  1 , 
p.  125  ) ,  généralisant  ce  problème  pour  trois  points  de  posi- 
tion quelconque ,  le  proposa  à  M.  de  Castillon  (*) ,  très-versé 
dans  la  géométrie  des  anciens  ;  Castillon  en  donna  une  solu- 
tion synthétique,  déduite  du  problème  de  Pappus,  que  nous 
venons  d'énoncer  ;  elle  est  insérée  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin,   1776.  La  même  année  et  dans  le 
mémo  recueil ,  Lagrange  en  donna  une  solution  analytique 
ircs-simplc ,  elle  est  fondée  sur  ce  théorème  :  Si  dans  un 
triangle  isocèle,  on  mène  du  sommet  une  droite  quelconque 
a  la  base ,  cette  droite ,  plus  un  des  côtés,  est  à  cette  droite, 
moins  un  des  côtés,  comme  l'unité  est  au  produit  des  tan- 
gentes des  demi-angles  que  forme  celte  droite  avec  les  côtés  ; 
menant  du  centre  du  cercle  trois  droites  aux  points  donnés 
et  trois  rayons  aux  sommets  du  triangle  supposé  construit , 
ce  triangle  sera  partagé  en  trois  triangles  isocèles  ;  prenant 
pour  inconnues  les  angles  que  forment  les  rayons  avec  les 
droites,  on  aura  en  tout  trois  inconnues,  et  le  théorème 
appliqué  à  chaque  triangle  fournit  trois  équations  entre  les 
produits  des  tangentes  des  angles  inconnus,  dont  on  tire 
facilement  les  inconnues.  Mais  la  construction  est  moins  élé- 
gante que  celle  qui  a  été  donnée  géométriquement  d'abord 
par  Annibale  Giordano  di  Ottaiano ,  jeune  Napolitain ,  et 
ensuite  par  Malfatti ,  dans  la  collection  intitulée  :  Memorie 


("i  Jean-François  Salvctnini,  né  en  1700  è  Casliglione  ,  en  Toscane;  d'où  il 
a  pris  son  nom;  professeur  à  l'Ecole  d'artillerie  et  membre  de  l'Académie  de 
Berlin,  autour  de  plusieurs  iraduelions;  mon  en  I79i. 
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di  fisica  e  di  matematica  délia   societa  italiana  ,     t.   IV. 

Ces  solutions  sont  générales  et  comprennent  des  polygones 
quelconques  ;  on  les  trouve  légèrement  modiflées  dans  les 
Eléments  d'analyse  géométrique  de  Simon  Lhuilier  (1809) , 
p.  280;  nous  en  avons  extrait  ce  qui  précède.  De  là,  ces 
solutions  ont  passé  dans  plusieurs  recueils.  —  M.  Servois  a 
construit  les  mêmes  problèmes  pour  les  coniques  en  général, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  {^nn.  de  Gergonne , 
t.  I,  p.  357,  1810).  C'est  à  cette  occasion  que  ce  savant 
géomètre  a  introduit  la  dénomination  de  pôle  d'une  droite, 
M.  Poncelct  s'est  aussi  occupé  à  diverses  reprises  de  ce  pro- 
blème dans  le  recueil  cité  et  dans  les  Propriétés  projectives 
(p.  349);  les  constructions  sont  basées  sur  les  théorèmes  de 
Braickenridge  et  de  Maclaurin  relatifs  aux  polygones  dont 
les  côtés  pivotent  sur  des  points  flxcs ,  tandis  que  les  sommets 
parcourent  des  lignes  données. 

A  l'aide  de  la  magniQque  théorie  des  polaires  récipro- 
ques ,  dont  on  doit  aussi  le  développement  à  M.  Poncelet,  le 
problème  de  la  circonscription  des  polygones  dont  les  som- 
mets doivent  se  trouver  sur  des  droites  données  se  ramène 
au  problème  de  l'inscription,  et  vice  versa.  On  sait  d'ailleurs 
que  la  polaire  d'une  conique ,  prise  par  rapport  à  un  cercle 
décrit  d'un  foyer  comme  centre,  est  un  second  cercle;  par 
là  ,  les  problèmes  d'inscriptions  et  de  circonscriptions  de  po- 
lygones dans  les  coniques  se  ramènent  aux  problèmes  analo- 
gues dans  le  cercle.  Il  suffit  donc  de  savoir  résoudre  ce  genre 
de  problèmes  pour  le  cercle  seulement. 

On  a  lieu  d'être  surpris  qu'une  doctrine  si  facile ,  si 
abréviatrice,  si  riche  en  applications,  n'ait  pas  encore  trouvé 
place  dans  renseignement  classique.  Toutefois ,  s'il  le  fallait , 
j'en  dirais  la  raison.  Tm. 
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AIRE  DE  L  ellipsoïde  ALLONGÉ 

(  V.  t.  I ,  p.  480  ) , 

FAR  M.  A.  FETRONNT, 

éléTS  interne  du  collège  de  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vincent) 


Considérons  la  branche  AM'B  (  fig.  64  )  d'une  ellipse  ayant 
pour  grand  axe  la  ligne  0A=  a  et  pour  petit  axe  la  ligne 
OB  =  fc  ;  cette  branche, en  tournant  autour  de  l'axe  OA,  en- 
gendrera la  moitié  de  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion ;  je  représente  par  S  cette  surface,  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer. 

Supposons  que  nous  ayons  divisé  l'arc  AD  du  cercle  prin- 
cipal circonscrit  en  un  très-grand  nombre  /  de  parties  égales, 
dont  je  représente  la  valeur  commune  par  k  ;   k  aura  pour 

valeur  -—  et  deviendra ,  quand  /  sera  infini ,  l'élément  du 

cercle,  en  un  certain  point  M. 

Soit  K'  l'élément  de  l'ellipse  qui  correspond  au  point  M', 
ayant  même  abscisse  OP  ;  menons  par  les  points  M  et  M' 
deux  tangentes  qui  viendront  couper  l'axe  OA  en  un  même 
point  C.  et  représentons  par  m  la  tangente  de  l'angle 
MCO  =  MOD  =:  y. ,  nous  aurons  • 


[u.  p.  233). 


La  demi-surface  de  l'ellipsoïde  est  égale  à  la  somme  des  sur- 
faces élémentaires  engendrées  par  les  éléments  de  la  branche 
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AM'B.  Soit  s  la  surface  correspondante  à  l'élément  k',  il 
viendra 

V     /   ^'«'+t 
*  =2;r.M'P.A'  =  „'aIVl'P.  y    \/       ""  .      ,     = 

car  on  a 

M'P  =  MF.  -  =  a  ces  a.  -  =  6  ces  «. 
a  a 

Représentons  par/;  et  q  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  a, 

b' 
posons  —  =;  r'  =  cos'  0,  ce  qui  est  possible,  puisque  b  est  <!  a, 

el  désignons  par  s*  la  somme  de  toutes  les  surfaces  élémen- 
taires ,  nous  aurons 

1  S  =  Zs  =  2tz\  ab  f  {p'r'  +  qy=  -'al.I.  ? 


1  r  1.2  /■* 


1  /i 

+ 


1.2 n 

1/1 


=  -Kabl.  j  )  pqr+  q  — 


l\ 


tangofiS  G-)      iGlO  <^-0?*  ^ 


1  /l 


••^  1.2.....n ^  -^^+-   I   i  +etc., 


Cette  expression  devient ,  en  posant  f=^tang  0  et  remarquant 
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JiLMr:!)/(i-.),.,.,....,.,.]j. 


..[i/a-),,,KH;(H),. y 

^)|".jKh'>'a-"-),<H)„. 

•'"•|+";L r5r3; ''      ^* 

/  (_         1.2 (/i+1)         ^  ^ 


+  Ole... 


âVô"'  )  ••(5"")  sCi-»-'^  n{n  +  \) 


n+i 


Rcprésenlons  par  T^n—i  cl  T2n4 1  les  coeflicieiits  des  deux 
termes  conscculifs  qui  conlienncnt  t  aux  puissances 
{2n—\fn><:  Cl  (271-1-1)*""',  nous  aurons 
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/ n i     \ 

1 


T5n+ 1  +  Tjn— 1  =  .  ^ 

^  1.2 n 


r^n+i  +  Tîn— 1  — 7":::: : ^  ■ 


1.2 7J 

[/(H),.^._„ya-.-o,,,..,jHi:!l') 

?  s''     '  +  ,.-2,3     ^-^  ■  J  ■ 

et  remarquant  que  la  quantité  entre  parenthèse  revient  à 

ouàç'",  en  vertu  de  larelation^' +  ?'  =  *> 

1.2 «  /    ' 

z  L—  représente  la  somme  des  (2/1 + 1)'"^  puissances  de  tous 

les  cosinus  des  angles  compris  entre  0  et  90°,  divisée  par  le 
nombre  des  angles ,  et  l'on  sait  qu'elle  a  pour  valeur 

1.2 n        2"+' 

1.3 (2«+l)'      TT     ' 

il  viendra  alors ,  en  simpliGant , 

±2  1 

Tsn+i+Tan— 1=  -jz .,  ,- — — 7T  X   -, 

^  (2n — l)(2n  +  l)       ir 

d'où 

±2  1 

T2n+4  ^  TT tttt; — —r\  X  Tjn— i, 

(2«  — l)(2ra+l,)       TT 

le  signe  +  correspondant  au  cas  où  «  est  impair  et  le  signe 

—  à  celui  où  n  est  pair. 

1 
Revenons  maintenant  à  la  valeur  de  -  S ,  nous  avons 


.,3*14-1 
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pq        sina.cosa       1     sinSa       1 
î—  =ï =  -  s =  - 

/  l  2  /  Tt' 

-l\jf  '^'^-W-P         ^^4-...  etc.  J 


24      - 


=^-J  [(>''+î')''-/'] 


=  2iZ^  =  ?_l=l 


Tt 


il  viendra  alors 


2  )  /         2  2 


■■T.ab\ 


r        1      ri         /    2        ,  \    1     ,  1 

Tt     siiiô  {t.       \i.3       y  k  r 

)  sineL       3        5  2rt— 1 

)      4-(± ? ^_J_\  ,'"+■+...! 

l  \       (2h— l)(2n+l)^(2«— 1)/  J 

=itfli' I r+ -r-  U 1 h...± rp ±...1  {, 

I       siiieV      3     5      7  2«-1^2«+l  /  ) 

r  est  le  cosinus  de  l'angle  0,  <  la  tangente;  alors  la  série  qui 

est  mulliptiéc  par  -r—  représente  le  développement  de  l'arc  0 

en  fonction  de  sa  tangente  ;  nous  aurons  ainsi  définitivement 

S  ,   (  6 

-  =  Ttaû  \  cos  6  •+ 

2  \  sin  9 

OU  S  =2wa6  lcos6-( 

(  sm  9 

Note.  Cotte  belle  méthode,  qu'il  serait  facile  d'abréger, 
est  analogue  à  celle  que  Wallis  employait ,  avant  l'invention 
du  calcul  intégral ,  pour  la  quadrature  des  aires  ;  le  calcul 
suivant  fait  ressortir  l'immense  avantage  des  nouveaux 
calculs. 
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1"  Aire  de  l'ellipsoïde  allongé-  On  a  pour  expression  inté- 
grale de  cette  aire 


b  Ç 
2tt  —  \ 


a 


f     ,  /— ; -—     a*  ex         \ 

\xVa^— cx-\ —  arc  tang  — ;==  ) , 

\  <"  y/c'—c-x') 

faisant .r=  a  et  doublant  le  résultat,  on  a  pour  la  surface 

totale  2-Kabl  cos  0  -j — ;— -  )  ;  lorsque  a  =  b,  alors  9  =  0    et 
V  sin6/ 

e 
- —  =  1  :  l'aire  devient  4îra\  qui  est  celle  de  la  sphère. 
sin  9  ^  *^ 

2°  Aire  de  l'ellipsoïde  aplati. 

\c  +  yVb'+  cy + ^  log  (cr + V/t* + cy)  1. 

Si  on  détermine  la  constante  pour  que  l'intégrale  soit  nulle 

b" 
pourj'  =  0,  on  obtient  C  = log/'%  faisant  ensuite  ^=6 

et  doublant  le  résultat ,  on  obtient  pour  l'aire  totale  de  l'el- 
lipsoïde aplati 

i-Tzab    séc  9 + cot  6  log  tang  45°  +  -  9     . 

(  A^.  t.  I,  p.  524);  faisant  a  =  b.,  on  a 

log  tang  45°+  -  8 

2  0 

9=0,     scc9  =  l,         =-. 

tang  9  0 

1 

La  dérivée  du  numérateur  est  .  et  celle  du  déno- 

sui(90°-f  9) 

1 

minateur  est  — —  ;  donc  ce  rapport  est  égal  à  1  unité.  Ainsi 
cos  0  '^•^  ° 

l'aire   devient   ^^:a\  qui   est   encore  celle  de  la   sphère. 

[F.  Moigno,  t.  II,  p.  160.)  Tm. 
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NOTE  RELATIVE  A  UN  THÉORÈME 

sur  la  Cissoïde,  lieu  géométrique  (t.  II,  p.  488). 

FAR  n.  jvi.es  mahcou, 

élèvo  (lu  collège  de  Besançon. 


M.  Terqucm,  dans  une  note  à  la  fin  de  ce  théorème,  fait  la 
remarque  suivante.  «  Lorsque  R  devient  négatif,  les  cir- 
conférences se  touchent  intérieurement ,  et  n'ont  qu'une  tan- 
gente commune,  toutefois  la  cissoïde  reste  réelle  ;  que  signifie- 
t-ellc  alors?  »  Pour  trouver  cette  signification,  il  faut 
généraliser  ainsi  l'énoncé  du  problème. 

Soient  deux  circonférences  qui  se  touchent  en  un  point 
fixe,  l'une  de  ces  circonférences  est  donnée  de  position  et  de 
grandeur ,  l'autre  est  d'un  rayon  variable  ;  prenons  le  centre 
de  similitude  autre  que  le  point  de  contact  (qui  est  direct, 
lorsque  les  deux  cercles  se  touchent  extérieurement,  et  in- 
verse lorsqu'ils  se  touchent  intérieurement)  ;  de  ce  centre, 
menons  le  rayon  moyen  (')  ;  et  cherchons  les  lieux  géométri- 
ques des  extrémités  de  ce  rayon  moyen  dans  les  deux  circon- 
férences. Pour  la  circonférence  fixe  ce  lieu  est  évidemment 
la  circonférence  elle-même ,  et  pour  la  circonférence  variable 
le  lieu  est  une  cissoïde. 

Si  les  deux  circonférences  se  touchent  extérieurement ,  on 


{')  Prenons  un  poinl  quelconque  sur  le  diaraèlre  d'une  circonférence  donnée , 
de  ce  point  comme  pôle  menons  des  rayons  vecteurs  à  la  circonférence;  cela 
posé ,  je  désigne  sous  le  nom  de  rayon  moyen ,  le  rayon  vecteur  qui  fait  le  plus 
grand  angle  aigu  avec  le  diamètre  fixe  j  lorsque  le  point  est  intérieur,  le  rayon 
moyen  est  perpendiculaire  au  diamètre;  lorsque  le  point  est  extérieur,  le  rayon 
moyen  est  tangent  à  la  circonférence. 
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a  le  problème  que  j'ai  discuté;  je  vais  résoudre  la  seconde 
partie  du  problème  ^  lorsque  les  circonférences  se  touchent 
intérieurement. 

Je  prendrai  pour  inconnue  la  distance  du  point  de  contact 
au  centre  de  similitude  inverse  ;  les  calculs  sont  plus  ra- 
pides qu'en  suivant  la  méthode  que  j'ai  employée  pour  ré- 
soudre la  première  partie  ;  que  l'on  peut  aussi  résoudre  plus 
simplement  en  prenant  pour  inconnue  la  distance  du  point 
de  contact  des  deux  cercles,  au  centre  de  similitude  di- 
recte. 

Conservant  les  mêmes  notations  que  dans*  la  première 
partie  ^  fig.60,  les  deux  triangles  semblables  ACD ,  BC'A  me 
donnent 

R  :  a  ::  C'A  :  CA 

R  +  a:R  —  a::a:AC 

2R  :  OA  ::  R  +  a  :  a, 
d'où 

■^  „         — 2Ra 

OA  ou  x" 


R  +  a    ' 

combinant  cette  valeur  de  x"  avec  l'équation  du  cercle  C  , 

..    ■         „         4R  «^ 
qui  est  ^  +  X  +  2ax  =  0 ,  il  vient  y  "  = ;  éliminant 

(R4-«) 
a  entre  cette  équation  et  la  valeur  de  x" ,  on  aura  une  équa- 
tion qui  représentera  le  lieu  des  points  m.  De  x" ,  je  tire 

—  Rx 
UR  +  x 

substituant  cette  valeur  de  «  dans  y,  il  vient  l'équation  de 
la  cissoide 

—  x^ 


y 


2R  +  X 

Si  on  veut  avoir  le  lieu  des  points  m' ,  il  faut  combiner  la 
valeur  de  x"  avec  l'équation  du  cercle  C,  qui  cstj^'  +  x"  + 
Ann.  de  Matbémat.  m.  32 
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liRx  —  0  ,  puis  éliminant  a  comme  précédemment ,  on  trouve 
l'équation  du  cercle  C. 

Si  R  est  aussi  variable ,  et  qu'on  donne  entre  a  et  II  la  re- 
lation 

«  :  R  ::  w  :  1      ou     a  ==  /«R, 

il  viendra,  pour  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  au 

cercle  a ,  l'équation  y  ^=^±  Vm.x ,  qui  représente  deux 
droites  passant  par  l'origine;  pour  le  cercle  R  ,  on  trouve 
aussi  deux  droites  passant  par  l'origine. 


NOTICE  BIBLIOGRAPHIQUE  SUR  APOLLONIUS. 

(Suite,  voir  p.  352.) 


7.  Les  Coniques  en  huit  livres  ;  ouvrage  principal  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

8.  Eutocius,  dans  son  Commentaire  sur  Archimèdc,  cite 
encore  un  autre  ouvrage  d'Apollonius  sous  le  titre  inintelli- 
gible de  tox'jTûpoov  ;  il  s'agit  d'une  approximation  de  r.  plus 
approchée  que  celle  d'Archimède  ;  Halley  conjecture  qu'il 
faut  lire  wxuTtSutov  ;  moyen  d'obtenir  vile  les  produits  de  la 
multiplication  des  grands  nombres;  ce  qui  serait  une  nou- 
velle preuve,  s'il  en  fallait,  que  les  Anciens  ne  connaissaient 
pas  notre  numération  écrite,  c'est-à-dire,  le  caractère  zéro 
qui  en  est  la  vraie  base. 

9.  Sur  la  spirale  (Coclilea),  mentionné  par  Proclus,  II  ad 
Eucl.,  p.  29. 

10.  Sur  la  comparaison  de  l'icosaèdrc  et  du  dodécaèdre  in- 
scrits dans  la  même  sphère,  cité  par  Hypsicles,  liv.  XIV,  Eucl. 

1 1 .  Sur  les  stations  et  les  rétrogradations  des  planètes ,  au 
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moyen  des  Epicycles ,  Ptoléraée  ,  liv,  \II,  ch.  I,  au  com 
niencement. 

12.  De  Pyromidibus ,  manusc.  de  la  bib.  du  Vatican , 
Montfaucon,  Ca(.  manuscripl. ,  t.  1 ,  p.  28. 

Pappus  dit  (liv.  VII  )  que  c'est  Aristée  (  —  350) ,  qui  le 
premier  a  publié  on  cinq  livres,  un  traité  des  Coniques  ;  en- 
suite Euclidc  on  a  publié  quatre  auxquels  Apollonius  a  ajoute 
quatre  autres.  Les  quatre  premiers  livres  du  texte  grec  exis- 
tent manuscrits,  à  la  bibliothèque  royale,  Bodleyenne,  au 
Vatican,  à  Munich,  à  Milan.  Apollonius  n'a  commencé  à 
être  connu  que  vers  le  milieu  du  quinzième  siècle,  et  Regio- 
montanus  (1)  le  traduisit  et  en  projeta  une  édition  qui  ne 
parut  point. 

La  première  traduction  latine  de  ces  quatre  livres  a  paru 
à  Venise,  en  1537;  on  la  doit  à  Jean-Baptiste  Menonius,  pa- 
tricien de  Raguse;  publiée  par  son  fils  ,  elle  est  très-défec- 
tueuse ,  et  fourmille  de  fautes. 

La  seconde  traduction  est  du  célèbre  Frédéric  Co.mman- 
din  i  elle  porto  ce  titre  ;  y4poUonu  Pcrgœi  Conicorum  libri 
quatuor  unà  cum  Pappi  AJexandrini  lemmatibus  et  cotnmen- 
tariis  Eutocii  ylscalonitœ,  Sercni,  Antissensis  philosophi,  libri 
duo  ;  nunc  primùm  in  lucem  édita  quœ  omnia  nuper  Federicus 
Commandinus  Urbinas  expurgata  è  grœco  convertit  et  commen- 
tariis  illustravit,  cumprivilegio  PU  IIII,  inannos  X.  Bononiœ, 
in  ofjicinâ  Alexandri  Benalii,  MDLXVI  ;  in-folio  de  134 
feuillets  numérotés  au  verso  seulement  ;  l'ouvrage  est  dédié 
à  Guido  Ubaldo,  duc  d'Urbin.  On  a  deux  autres  éditions, 
Paris  1626,  et  Pistoie  1696;  c'est  la  meilleure. 

Il  y  a  encore  une  traduction  latine  de  Claude  Richard  , 
jésuite,  année  1655,  avec  un  ample  commentaire  extrême- 
ment prolixe  et  peu  profond. 

;■)  Son  nom  est  Huiler;  il  fui  surnomme  Rcsiomonlanus .  de  sa  ville  nalate 
Konigsberi;;  ce  qui  veut  dire  MonI  ro>al. 
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Mous  riltTons  encore  :  Apollonii  Conicorum  lib.  /^,  me- 
ihodo  novd  iltustrati  et  succincte  demunstrati  pcr  Isaacum 
Barrow.  Extant  cum  Archimedis  operibus,  et  Theodosii  aphœ- 
ricis,  per  eumdem  Barrotr  eodem  modo  ndnrnatis,  Lond.  1675, 
4.  On  sait  que  Newton  a  été  le  disciple,  cl  ensuite  le  succes- 
seur de  Barrow,  dans  li  chaire  Lucasiennc  de  géontiétrie , 
fondée  par  le  chevalier  Lucas,  à  l'Université  de  Cambridge. 

Ces  quatre  livres,  longtemps  seuls  connus  en  Europe, 
ne  pouvaient  donner  une  idée  juste  du  génie  d'Apollonius. 
Aussi  Descartes  n'en  fait-il  pas  grand  état.  Toutefois,  les 
Arabes  possédaient ,  depuis  le  neuvième  siècle ,  une  version 
des  sept  premiers  livres.  Ainsi  dès  830 ,  sous  le  calife  Alma- 
moun,  ou  traduisit  les  trois  premiers  livres;  les  livres  \  , 
IV,  VII  furent  ajoutés ,  pendant  le  même  siècle,  par  Thebit 
Ben-Cora,  et  le  tout  fut  soigneusement  revu  par  Nassir- 
tddin,  vers  1250. 

Enfin  Golius,  célèbre  orientaliste  géomètre,  professeur  à 
Leyde  ,  rapporta  de  son  voyage  en  Orient,  une  version  arabe 
des  sept  livres  d'Apollonius. 

Il  en  écrivit  au  père  Mersenne ,  en  lui  indiquant  les  com- 
mencements dps  livres  sixième  et  septième  (  Geomet.  uni- 
rersœ  Synopsis,  p.  274);  c'était  en  1644;  Golius  eut  même 
l'idée  d'en  donner  une  version;  mais  il  paraît  que  la  nouvelle 
de  cette  découverte  ne  se  répandit  pas,  car  on  continuait  à 
regarder  comme  perdue  la  fin  d'Apollonius ,  et  d'éminents 
géomètres  travaillaient  à  la  restituer.  Enfin  le  célèbre  mé- 
decin mathématicien  Joseph  Alphonse  Borelli ,  trouva  dans 
la  bibliothèque  de  Florence  un  manuscrit  arabe ,  qu'il  con- 
jectura, d'après  les  figures  qui  l'accompagnaient,  devoir  être 
les  derniers  livres  du  prand  géomètre.  Ayant  obtenu  la  per- 
mission de  l'emporter,  il  se  rendit  à  Rome  auprès  d'Abraham 
Echellcnsis  (*),  Maronite,  arabiste  :  possédant,  l'un  la  con- 

"1  .4insi  nommé  il'Ekel,  sa  ville  natale. 
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naissance  de  la  langue,  et  l'autre  celle  de  la  matière ,  ils  en 
firent  eusemble  une  traduction  qui  fut  imprimée  à  Florence, 
•  n  1661  ;  mais  le  manuscrit  ncst  qu'un  extrait  de  la  version 
de  Kassir-Eddin  ,  fait  par  le  persan  Abalphal;  la  traduction 
est  augmentée  des  précieuses  notes  de  Borelli. 

Vers  le  même  temps ,  le  célèbre  Rau  découvrit  un  Apol- 
lonius arai)e  dans  la  bibliothèque  de  Riel ,  et  ignorant  ce  qui 
s'était  passé  in  Italie,  il  publia  une  traduction  sous  ce  litre  : 
Conicorum  seclionum  lihri  V,  VI,  VII,  in  Grœciâ  deperdili, 
jam  vero  ex  arabico  MS.  latiniiate  donati,  à  Christiano 
Ravio,  1670,  Kilone  ;  mais  ceci  n'est  encore  qu'un  extrait 
fait  par  le  Persan  Abdalmelec  Schirazita,  et  très-mal  tra- 
duit par  Rau.  En  Angleterre  ,  un  ouvrage  venu  de  la  collec- 
tion des  manuscrits  de  Selden ,  déposée  à  la  bibliothèque 
Bodleyenno ,  tomba  entre  les  mains  de  Edouard  Bernard , 
professeur  Savilien  d'astronomie,  et  savant  orientaliste  ;  il 
reconnut  une  œuvre  d'Apollonius,  et  Halley  prouva  que 
c'était  une  traduction  du  grec, parce  que,  dans  les  Cgurcs, 
les  lettres  ne  suivent  pas  l'ordre  de  l'alphabet  arabe  ;  et  il 
conjectura  que  la  traduction  remontait  à  830,  sous  les  auspices 
du  calife  Almamoun.  Bernard  entreprit  la  traduction,  et  il 
fut  à  peine  à  la  dixième  partie ,  qu'il  mourut.  D'après  les 
exhortations  d'Aldrich ,  professeur  de  théologie  et  doyen 
du  collège  de  Christ-Church,  le  célèbre  David  Gregory  cor- 
rigea la  version  de  Bernard,  et  entreprit  de  donner  une  des- 
cription soignée  et  élégante  de  tout  l'ouvrage. 

Dans  cet  intervalle,  Wallis  étant  mort  en  1703,  et  Edouard 
Halley  l'ayant  remplacé  dans  la  chaire  Savilicnnede  géomé- 
trie (*;,  Aldrich  lui  communiqua  la  version  de  Bernard. 
Narcisse  Marsh ,  archevêque  d'Armagh  et  primai  d'Irlande, 
lui  envoya  le  texte  arabe  de  Golius ,  celui  de  Nassir-Eddin , 

(■)  Fondée  par  le  clievalicr  Savile. 
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que  ce  haut  dignilairc  ,  fauteur  des  sciences  lualhémaliques, 
avait  acquis  des  héritiers  du  professeur  de  Lcyde.  Muni  de 
tous  ces  secours ,  Halley,  quoique  ignorant  presque  l'idiome 
arabe,  entreprit  la  version  des  livres  en  arabe,  en  devinant 
le  sens  d'après  les  figures.  On  lit  ces  détails  dans  l'ouvrage 
suivant     Hisloria  matheseos  universœ  à  mundo  condito  ad 
seculum Xf^I, auctorc  Jos. Christ, Heilbronneo,176t  (p. 272); 
le  reste  est  raconté  par  Halley  lui-même;  Grcgory  (David), 
astronome  et  philologue ,  ayant  succédé  à  lîcrnard  en  1 691 , 
se  chargea  de  la  révision  du  texte  grec  et  de  la  version  latine 
de  Commandin  ;  mais  Gregory  fut  aussi  enlevé  en  1708,  à 
peine  arrivé  à  la  page  64  ;  de  sorte  que  celle  partie  de  la 
besogne  retomba  aussi  sur  Halley  seul ,  cl  Jean  Hudson , 
conservateur  de  la  bibliothèque  Bodlcyenne,  lui  donna  quel- 
ques secours.  L'illustre  géomètre,  astronome  et  littérateur, 
donna  la  meilleure  et  la  plus  complète  édition  que  nous 
ayons  d'Apollonius;   et   il  restitua  le  livre  VIII  ,    d'après 
certaines  données  fournies  par  Pappus.  On  lit  en  arabe  à 
la  (in  du  manuscrit  de  Golius  :    "  Le  huitième  livre  n'a  pas 
été  traduit  on  arabe,  parce  qu'on  ne  le  trouve  plus  en  grec 
ainsi  ce  livre  avait  déjà  disparu  au  13°  siècle;  il  reste  peu 
d'espérance  de  le  recouvrer. 

Herbelot ,  dans  sa  bibliothèque  orientale,  p.  119,  dit: 
"  Depuis  le  temps  du  khalife  Almamoun,  jusqu'en  l'an  1000 
et  plus  de  l'Hégire,  ce  huitième  livre  n'a  point  été  trouvé, 
et  l'on  croit  qu'il  esl  caché  dans  quelques  bibliothèques  des 
Grecs,  où  il  est  conservé  précieusement  à  cause  de  sa  ra- 
reté. »  Abcn-Moussa  dit  qu'outre  les  sept  livres,  on  a  trouvé 
encore  quatre  figures  du  huitième ,  etc. ,  etc. 

L'édition  de  Halley  est  très-rare  en  France,  elle  n'existe 
pas  à  la  bibliothèque  royale.  11  n'y  a,  à  ma  connaissance  que 
trois  exemplaires  à  Paris.  L'un  appartenant  à  M.  Olivier, 
répétiteur  à  l'École  polytechnique  ;  le  second  à  la  biblio- 
thèque de  cette  école ,  et  le  troisième  à  la  bibliothèque  de 
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rinstitut,  que  l'on   a  eu  la  bonté  de  me  communiquer. 
Nous  allons  en  donner  une  suffisante  description. 

Voici  le  titre  -.  Apollonii  Pergœi  Conicorum  libri  octo  et 
Sereni  Antissensis  de  sectionecylindri  et  coni  libri  duo,  Oxoniœ, 
e  theatro  Scheldoniano,  MDC(>X,  in-folio  IV.  Cet  édiûce 
magnifique  appartient  à  TUniversilé  et  a  été  élevé  par 
le  célèbre  Wren,  aux  dépens  de  Scheldon,  archevêque  de 
Cantorbéri. 

On  ne  sait  rien  de  ce  Sérénus ,  sinon  qu'il  était  d'Antissa , 
ville  de  l'ilede  Lesbos,etqu'il  a  vécuavant  Marinus, disciple 
de  Proclus,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  préface  de  ce  Marinus 
aux  Data  d'Euclide.  11  a  composé  un  livre  sur  la  section  du 
cylindre,  et  un  autre  sur  la  section  du  cône  ,  qu'on  trouve 
ici  avec  la  version  latine;  le  commentaire  du  même  géomètre 
sur  Apollonius  est  perdu. 

Le  commenlaire  d'Eutoce  sur  les  trois  premiers  livres , 
déjà  traduit  par  Commandin ,  est  donné  avec  le  texte  grec 
dans  l'édition  de  Halley. 

Eutoce  était  d'Ascalon  en  Palestine  et  llorissait  sous 
Justinien,  vers  540,  car  il  a  dédié  sou  Commentaire  sur 
Apollonius  à  Anthemius  Trallianus,  et  son  Commentaire  sur 
Archimèdc,  à  son  précepteur,  Isidore  de  Wilet;  or  c'étaient 
les  architectes  de  la  célèbre  église  de  Sainte-Sophie  ,  érigée 
selon  Procope,  en  532. 

Les  quatre  premiers  livres  contiennent  250  pages.  En 
voici  le  titre  particulier  : 

ATtoXXovtou  DspYa'.ou  KiovixS)-/  pt^Xîa  A',  Tzpàxtpa.  [xsta  DaTtiroi) 
AXe^avopsioc  XT)|À|AaTcov  xai  EuxoxTou  AaxaXojviToû  67io|AVT)[AàTiov.  — 
Apollonii  Pergœi  Conicorum  libri  IF,  priores  cum  Pappi 
Aléxandrini  lemmatis  et  Eulocii  Ascalonitœ  commentariis. 
Esc  Codd.  Mss.  grœcis  edidit  Edmundus  Halleius,  apud  Oxo- 
nienses  geomelriœ  professor  Savilianus. 

Le  texte    complet  de  Pappus  n'a  malheureusement  pas 
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encore  été  publié  ;  mais  on  trouve  ici  le  texte  des  lonimes, 
que  Pappus  a  donne  pour  servir  d'éclaircissement  à  Apollo- 
nius; le  premier  livre  d'Apollonius  est  dédié  à  Eudèmc. 

Il  lui  dit:  "  Lorsque  je  me  suis  trouvé  avec  vous  à  Pcr- 
game,  vous  avez  manifeslé  le  désir  de  connaître  mes  travaux 
sur  les  coniques;  je  vous  envoie  le  premier  livre  corrigé,  et 
quand  jeserai  uiieux  disposé,  vous  aurez  Icssopt  autres.  Vous 
n'avez  pas  oublié  à  quelle  occasion  je  les  ai  composés  :  c'était  à 
Alexandrie  et  à  la  prière  du  géomètre  Naucrate,  lequel  étant 
pressé  do  s'embarquer,  je  mis  par  écrit  les  huit  livres,  très 
à  la  hâte  et  sans  les  revoir.  Ayant  maintenant  le  temps,  nous 
les  éditerons,  à  mesure  qu'ils  seront  corrigés.  Mais  il  est 
arrivé  que  le  premier  et  le  second  livre  ont  été  donnés  à 
quelques-unes  de  mes  connaissances ,  avant  d'être  revus  : 
vous  ne  devez  donc  pas  être  surpris  de  trouver  des  thange- 
menls  dans  certaines  propositions  de  ces  huit  livres.  Les 
quatre  premiers  contiennent  la  partie  élémentaire  :  le  pre- 
mier livre  renferme  les  générations  des  trois  sections  du  cône 
et  des  sections  diles  opposées  (*]  ;  le  second  livre  traite  des 
(iiamôtres  ,  des  axes  et  des  asymptotes,  et  contient  diverses 
propositions  utiles  pour  les  diorismes  ('*)  ;  le  troisième  livre 
contient  beaucoup  et  d'admirables  théorèmes  utiles  pour  la 
synthèse  des  lieux  solides ,  et  pour  les  diorismes  ;  la  plupart 
sont  beaux  et  nouveiiux.  Par  occasion ,  nous  devons  laire 
observer  qu'Eurlide  n'a  pas  bien  fait  la  synthèse  du  lieu  aux 
trois  et  quatre  lignes  (***) ,  il  n'en  a  traité  qu'une  petite 
partie  et  cela  sans  beaucoup  de  succès.  Cette  synthèse  ne 
peut  même  bien  se  faire  sans  les  théorèmes  que  nous  avons 

(■)  Nom  donné  à  l'hyperbole  siliice  sur  la  seconde  nappe  du  cône. 

(••)  Nom  donné  par  les  Grecs  aux  problèmes  délerrainés,  de  Siopiî^to,  di$ter- 
mino  i  les  Grecs  necullivaient  même  les  lieux  géoraélriques,  qu'en  vue  de  leur 
utilité  pour  les  diorismes. 

{■■■)  Problème  célèbre.  Étant  données  Irois  ou  quatre  droites,  trouver  le  lieu 
du  point  tel  que  les  distances  satisfassent  à  une  relation  donnée,  ne  dèpafi?anl 
pas  le  second  degré. 
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inventés.  Le  quatrième  livre  apprend  de  combien  de  manières 
les  coniques  peuvent  se  rencontrer  entre  elles  et  avec  la 
circonférence,  et  beaucoup  d'autres  propositions  appartenant 
à  une  théorie  complète  ;  ce  qui  n'a  jamais  oié  publié  par 
aucun  de  nos  devanciers  ;  il  en  est  ainsi  du  nombre  des  points 
d'intersections  que  peuvent  avoir  les  sections  opposées.  Les 
quatre  autres  livres  appartiennent  à  la  science  la  plus  rele- 
vée, car  le  cinquième  traite  des  niaxima  et  minima  ;  le 
sixième,  des  sections  coniques  égales  et  semblables  ;  le  sep- 
tième contient  des  théorèmes  dioristiques  ;  le  huitième  con- 
tientdes problèmes  dioçistiques.  Lorsqu'ils  seront  tous  édités, 
il  sera  loisible  à  chacun  d'en  porter  tel  jugement  qu'il  trou- 
vera convenable.  » 

On  voit  qu'Apollonius  avait  une  opinion  très-haute  mais 
très-juste  de  ses  découvertes.  Pappus  taxe  Apollonius  d'ar- 
rogance, et  trouve  qu'il  ne  parle  pas  avec  convenance 
d'Euclide,  son  jirédécesseur  ,  tandis  que  celui-ci  s'est  mon- 
tré très-juste  envers  Arisiée ,  qui  avait  écrit  sur  les 
coniques  avant  Eudide;  voici  les  paroles  de  Pappus,  au  com- 
mencement du  septième  livre  des  collections,  ■•  Euclidcs 
autem  secutus  Arlstœum,  scrlptorem  luculenlum,  in  iis  quœ  de 
conicis  tradiderat ,  neque  antevertens,  neque  volens  eorum 
tractationem  destruerc ,  cùm  mitissimus  esset  et  benignus  erga 
omnes,  prœfertim  eos  qui  mathematicas  disciplinas  aliquâ  ex 
parte  augere  et  amplificare  passent,  ut  par  est,  et  nullo  modo 
infensus ,  sed  accuratus ,  non  arrogans  ;  veliU  hicce  est  Apol- 
lonius. »  Pappus  fait  cette  sortie  à  cause  de  lamaniérc  dont 
Apollonius  parle  ci-dessus  d'Euclide,  à  l'occasion  du  pro- 
blème des  trois  et  quatre  lignes. 

Il  est  bien  possible  qu' .Apollonius  n'ait  pas  toujours  rendu 
justice  suffisante  à  ses  devanciers  et  ait  cherché  à  les  primer 
et  à  démolir  leurs  travaux  (  anieufr/ere  et  destruere);  cela 
s'est  vu,  même  chez  d'èminents  géoméircs,  en  tout  temps. 
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Voici  tomineiU  ils  s'y  preiineut  de  nos  jours.  Vous  avez  dé- 
couvert, je  suppose,  une  propriété  du  triangle  importante, 
inconnue  ;  ils  circonscrivent  voire  triangle  dans  un  poly- 
gone, s'évertuent  à  généraliser  votre  propriété  ,  et  la  signa- 
lent ensuite  comme  un  petit  cas  particulier;  et  toutefois, 
sans  le  triangle,  jamais  ne  leur  serait  venue  l'idée  du  poly- 
gone. C'est  ce  qu'on  peut  appeler  la  passion  absorbante ,  une 
des  innombrables  ramifications  de  la  cupidité.  Apollonius 
peut  avoir  eu  cette  faiblesse  :  le  génie  n'en  exempte  pas  ; 
mais  le  passage  incriminé  par  Pappus  ne  prouve  rien,  et 
même  plutôt  le  contraire  ;  car  Apollonius  dit  expressément 
que  les  quatre  premiers  livres  sont  consacrés  à  l'exposition 
des  éléments ,  et  on  n'invente  pas  les  éléments  ;  il  dit  seule- 
ment avoir  perfectionné  certaines  parties,  ce  qui  n'a  rien 
d'extraordinaire  ;  mais  il  fait  ses  réserves  pour  les  quatre 
derniers  livres,  où  se  trouvent  en  effet  des  découvertes 
capitales  et  qui  lui  appartiennent  incontestablement,  et  où 
il  a  créé  la  théorie  des  diamètres  conjugués;  et  même, 
moins  la  dénomination ,  la  théorie  des  développées  des 
coniques ,  encore  aujourd'hui  plus  complète  que  chez  les 
modernes,  et  où  son  génie,  devançant  dix-huit  siècles, 
marche  de  niveau  avec  le  génie  d'Archimède. 

Le  second  livre  est  dédié  au  même  Eudème  ;  Apollonius 
l'envoie  par  son  fils  ,  de  même  nom  que  le  père ,  et  il  recom- 
mande à  Eudème  de  le  communiquer  aux  personnes  qui  lui 
en  paraissent  dignes ,  et  surtout  au  géomètre  Philonide ,  s'il 
vient  à  Pergame,  et  avec  lequel  il  avait  contracté  amitié  à 
Ephése.  On  voit  quelle  importance  les  auteurs  attachaient, 
avant  l'impression,  à  des  communications  officieuses,  alors 
l'unique  moyen  de  publicité. 

Le  troisième  livre  n'a  pas  de  dédicace,  mais  le  quatrième 
est  dédié  à  Attale  ;  on  ne  sait  quelle  ville  il  habitait.  Apollo- 
nius dit  qu'Eudème  ayant  trépassé  { ixsTriUaj^oxoî  ôè  èzavoj) , 
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il  enverra  les  aulrcs  livres  à  Atlale.  >■  Dans  ce  livre,  je 
»  traite,  dit-il:  1°  des  intersections  des  sections  coniques 
X  entre  elles  et  avec  la  circonférence;  2°  des  intersections 
»  des  sections  coniques  avec  les  branches  opposées ,  avec  les 
»  secondes  branches  de  l'hyperbole,  3°  des  intersections  des 
»  branches  opposées  entre  elles.  "  Conon  a  écrit  sur  la  pre- 
mière partie,  mais  ses  démonstrations  ne  sont  pasexacies;  il 
a  été  en  cela  justement  critiqué  par  Nicotèle  de  Cyrénc  ;  le 
dernier  fait  mention  de  la  seconde  partie  comme  d'une  chose 
facile ,  cependant  ni  lui  ni  d'autres  n'ont  rien  donné  là- 
dessus  ;  quant  à  la  troisième  partie,  elle  n'est  même  venue 
à  l'idée  de  personne.  Nicotèle,  dans  sa  discussion  avec 
Conon,  avance  que  les  inventions  de  Conon  ne  peuvent  servir 
aux  diorismes,  ce  qui  est  faux,  elles  sont  au  contraire  très- 
utiles  pour  cet  objet.  » 

Xtopî?  àz  tT,:;  totxuxTÎî  ziyynizlai ,  v.a!  oi'  au-cà;  -zi;  àTOosîHs;; , 
àÇia  EUTai  a-oorjyji^  y.i\  yàp  SXXa  ;;o).).à  xiôv  iv  jjia6r'|jiaî'.  oià  toùto  , 
xa;  où  S'.'  âXXo  ii ,  â7:oo;y'j[ji.:0a. 

■"  D'ailleurs,  indépendamment  d'une  telle  utilité,  les  dé- 
monstrations sont  dignes  d'être  admises  pour  elles-mêmes , 
car  nous  admettons  de  même  beaucoup  d'autres  propositions 
dans  les  mathématiques  pour  elies-mèmes  et  non  pour 
d'autres  raisons.  » 

Apollonius  veut  qu'on  cultive  aussi  la  science  pour  L-. 
science,  et  non  toujours  en  vue  d'une  utilité.  En  effet,  qui 
est  juge  de  celle  utilité,  à  quels  caractères  la  reconnaître  ■ 
Qui  aurait  pu  prédire,  au  siècle  d'Apollonius  ,  que  les  pro- 
priétés focales  des  coniques  joueraient  le  rôle  le  plus  impor- 
tant dans  la  construction  de  l'univers?  Pouvait-on  prévoir 
que  des  propriétés  de  nombres  amèneraient  à  des  divisions 
du  cercle,  que  quarante  siècles  de  méditations  géométriques 
n'ont  pas  su  et  ne  savent  pas  encore  effectuer  :' 

Dans  l'édition  de  Halley,  la  pagination  recommence  pour 
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k's  trois  livres  traduits  de  l'arabe  et  pour  le  quatrième,  res- 
titue, en  tout  17)  pages.  Voici  le  titre  :  Ap.  Perg.  Conicorum 
libri  très  poster ior es  {se.  /^,  FI  et  Fil) ,  ex  arabico  sermone 
in  Inlinum  conversi ,  cum  Pappi  Ale.randrini  lemmalis  ;  sub- 
jicitur  liber  Conicorum  oclavus ,  restitutus  opcrd  et  studio 
Edmundi  Halleii,  apud  Oxonienses  geometriœ  professoris 
Saviliani.  —  Halley  a  dédié  les  quatre  premiers  livres  à  Jean 
Holt ,  chef  de  la  justice  en  Angleterre ,  et  les  quatre  derniers 
à  Marsh,  archevêque  d'Armagh,  primat  d'Irlande,  arlium 
mathcmaticarum  fautori  summo,  suique  ordinis  propê  tmico. 

Haliey  donne  la  description  du  manuscrit  de  Golius,  de- 
venu la  propriété  de  cet  archevêque.  On  lit  en  marge  ce 
titre  :  Livre  des  Coniques ,  selon  JVassir  Eddin ,  de  Téus  (*). 
Au  commencement  et  à  la  fin  du  livre ,  on  trouve  ces  mots  : 
Livre  des  Coniques  d'Apollonius.  Thebil  ben  Corali  a  tra- 
duit, mais  Béni  Moses  a  corrigé. 

On  y  lit  aussi  que  le  manuscrit,  commencé  le  16  aoiil  1247, 
a  été  terminé  à  Maraga  [**)  le  30  mars  1303.  Ces  renseigne- 
ments ont  été  traduits,  dit  Halley,  par  Sike,  professeur  de  lit- 
térature orientale  à  Cambridge;  ainsi  Halley  ne  savait  pas 
l'arabe. 

Le  cinquième  livre  est  adressé  à  Attale.  Le  trait  qui  est 
en  tête  de  la  première  ligne  fait  présumer  que  celte  dédicace 
n'est  pas  complète,  en  voici  la  traduction.  «  Nous  avons 
écrit  dans  ce  cinquième  livre  les  propositions  des  maxitnaet 
minima.  Il  est  à  savoir  que  ceux  qui  ont  vécu  avant  nous  et 
ceux  de  notre  temps  n'ont  que  légèrement  effleuré  la  doctrine 
des  minima  ,  ils  ont  seulement  démontré  ce  qui  concerne, 
sous  ce  rapport,  les  droites  qui  touchent  les  coniques,  et 
vice  versa,  c'est-à-dire  ce  qui  arrive  lorsque  ces  lignes  sont 


(■)  Tcus  esl  une  ville  de  la  Perse.  Latitude  37",  longitude  92». 
(■■)  Ville  cniro  la  Médie  pi  l'Assjrie.  I.alllude  37",  longitude  SS" 
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des  touchantes  ;  mais  nous  avons  parlé  df  ces  lignes  dans  le 
premier  livre ,  si  ce  n'est  que  dans  l'exposition  nous  avons 
omis  la  doctrine  des  minime  ;  nous  avons  résolu  de  suivre 
encore  le  même  ordre  que  dans  les  trois  premières  parties 
des  éléments,  ayant  égard  aux  divers  diamètres  quolcon- 
conques;  mais  comme  les  propriétés  sont  innombrables , 
nous  avons  seulement  cberché  pour  le  moment  à  montrer 
comment  les  choses  se  comportent  relativement  aux  axes  ou 
aux  diamètres  principaux.  Nous  avons  arrange  avec  soin  les 
propositions  sur  les  minima  et  nous  les  avons  distinguées 
selon  leurs  classes  ;  nous  y  avons  joint  la  doctrine  susdite  des 
maxima ,  car  c'est  nécessaire  à  ceux  qui  cultivent  la  science, 
tant  pour  l'analyse  et  les  diorismesdes  problèmes  que  pour 
leur  synthèse  ;  en  outre,  que  ces  choses  sont  du  nombre  de 
celles  qui  par  elles-mêmes  ne  paraissent  pas  indignes  de  de- 
venir un  objet  de  méditation.  » 

Ce  cinquième  livre,  honneur  de  l'esprit  humain,  est  le 
plus  beau  reste  de  la  géométrie  antique  :  nous  en  donnerons 
toutes  les  propositions  dans  les  Annales,  en  indiquant  le 
mode  de  démonstration. 

Le  sixième  livre ,  adressé  à  Atlale ,  débute  ainsi  :  <■  Je 
l'envoie  le  sixième  livre  des  coniques ,  qui  contient  des  pro- 
positions sur  les  coniques,  sur  les  segments  de  ces  coniques, 
égaux  et  inégaux,  semblables  et  dissemblables,  et  encore 
d'autres  propositions  omises  par  nos  prédécesseurs  ;  car  c'est 
dans  ce  livre  que  tu  trouveras  spécialement  comment  il  faut 
couper  un  cône  droit  donné  pour  obtenir  une  section  égale 
à  une  conique  donnée ,  et  comment  on  peut  construire  un 
cône  droit  semblable  à  un  cône  donné  et  passant  par  une 
conique  donnée ,  objet  que  nous  avons  traité  avec  plus  d'a- 
bondance et  un  peu  plus  clairement  que  ceux  qui  en  ont 
écrit  avant  nous.  >> 
Voici  la  dédicace  du  septième  livre ,  toujours  au  même  : 
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«  Je  l'envoie  avec  ceux-ci  (')  le  scplièrac  livre  îles  scclions 
coniques  :  il  y  a  plusieurs  proposilions  neuves  relatives  aux 
diamètres  cl  aux  figures  construites  sur  ces  diamètres, 
proposilions  ulilcs  en  beaucoup  d'espèces  de  problèmes ,  cl 
principalcmonl  dans  leurs  diorismes.  On  en  rencontre  plu- 
sieurs exemples  dans  les  problèmes  coniques  déterminés  que 
nous  avons  résolus  el  démontrés  dans  le  huitième  livre ,  qui 
tiendra  lieu  dappendix.  Nous  lâcherons  de  le  l'envoyer  le 
plus  tôt  possible.  »  Par  figure  construite  sur  un  diamètre  , 
Apollonius  désigne  le  rectangle  ayant  pour  côtés  le  diamètre 
et  son  paramètre,  ou,  en  termes  modernes,  le  carré  du 
diamètre  conjugué. 

C'est  dans  ce  dernier  livre  qu'on  rencontre  non-seulement 
les  propriétés  fondamentales  des  diamètres  conjugués,  mais 
beaucoup  d'autres  propositions  importantes  dont  nous  don- 
nerons l'énoncé. 

Le  huitième  et  dernier  livre  esl  entièrement  l'ouvrage  de 
Halley,  il  contient  trente-trois  problèmes  dioriMiques  (  déter- 
minés) sur  les  diamètres  conjugués,  leurs  paramètres,  leurs 
angles  maxima,  minima,  etc.,  etc.;  les  solutions  sont  fon- 
dées sur  diverses  proposilions  d'Apollonius,  et  principale- 
ment sur  ce  que  ce  géomètre  nomme  lignes  homologues  (voir 
p.  345).  Les  problèmes  sont  faciles  par  les  méthodes  modernes. 

La  pagination  recommence  pour  Sérénus,  qui  contient 
88  pages  ;  il  est  dédié  à  Aldrich,  doyen  du  collège  de  Christ- 
Church  ,  le  litre  est  :  SepiQVou  Avitouàux;  (piXooôtpou  Ttepl  TO|X7i« 
vtuXtvopou  y.ot;  y.îù'iau  piSXîa  ouio.  —  Sereni  philosophi  yintissensis 
de  sectionc  cyiindri  et  coni ,  Ubri  duo  ;  ex  codd.  Mss.  grœcis 
edidit  E.  Halleius^  etc. 

Sercnus  adresse  ces  deux  livres  à  son  ami  Cyrus.  Le  pre- 
mier livre  a  pour  objet  de  démontrer  que  les  sections  qu'on 

("J  On  ne  dit  pas  avec  quoi. 
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obtient  dans  le  cylindre  oblique  sont  identiques  à  celles  qu'on 
obtient  dans  le  cône  oblique,  ce  qui  n'était  pas  encore  géné- 
ralement admis. 

Le  second  livre  est  uniquement  consacré  aux  diverses 
propriétés  du  triangle  qu'on  obtient  en  menant  un  plan  par 
le  sommet  du  cône;  par  exemple,  il  cherche  quel  est  le 
triangle  d'aire  maxima  ,  quel  est  le  triangle  mené  par  l'axe 
ayant  l'aire  minima ,  comment  il  faut  mener  un  plan  pour 
avoir  un  triangle  isocèle  d'une  aire  donnée  ;  il  ne  résout  ce 
problème  que  pour  le  cône  droit ,  et  Halley,  par  la  méthode 
algébrique ,  résout  le  même  problème  pour  le  cône  oblique. 
La  cousiruction  exige  qu'on  mène  une  normale  par  un  point 
donné  à  une  parabole  donnée ,  Apollonius  résout  ce  dernier 
problème  en  faisant  couper  la  parabole  par  une  hyperbole, 
mais  Halley  remplace  l'hypcrboie  par  une  circonférence  ;  il 
dit  avoir  trouvé  cette  construction  il  y  a  une  vinglaine  d'an- 
nées, par  conséquent  vers  1690.  {  V.  t.  II ,  p.  186.  )  Sérénus 
termine  le  volume. 

Nous  n'avons  point  de  traduction  française  ni  d'Apollo- 
nius ,  ni  de  Sérénus ,  ni  de  Pappus  ;  ce  seraient  des  travaux 
qui,  exécutés  par  des  professeurs  de  l'Ecole  normale,  jette- 
raient quelque  lustre  sur  une  institution  toujours  primée  par 
l'École  polytechnique;  et  toutefois  on  aurait  droit  de  s'at- 
tendre à  un  résultat  opposé;  car  à  l'École  polytechnique, 
destinée  à  former  des  hommes  pratiques,  les  mathématiques 
sont  des  sciences  auxiliaires  ;  tandis  qu'à  l'Ecole  normale , 
où  doivent  se  former  des  professeurs,  des  théoriciens,  les 
mathématiques  sont  des  sciences  essentielles ,  devant  être 
développées  dans  toute  leur  étendue ,  didactique ,  philolo- 
gique, historique.  Si  donc  les  produits  des  deux  institutions 
se  présentent  dans  un  ordre  inverse ,  cela  doit  tenir  à  quel- 
que vice  d'enseignement  qu'il  serait  utile  de  faire  connaître. 

L'Académie  des  inscriptions  ou  la  Société  asiatique  ren- 
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(Iraient  un  grand  service  en  s'occupant  de  la  publicalion  dii 
texte  arabe  d'Apollonius;  c'est  l'unique  moyen  de  contrôler 
la  traduction  de  Halley.  On  peut  compter  d'ailleurs  sur  les 
oncouraçemenls  d'un  gouvernement  protecteur  des  sciences, 
qui  a  ordonné  la  réimpression  de  Laplace  et  de  Fermât, 
réimpressions  sans  contredit  très-patriotiques,  mais  aussi 
dispendieuses  et  moins  nécessaires  que  les  publications  que 
nous  avons  indiquées.  Multiplier  un  ouvrage  existant  à  la 
portée  de  tous  n'est  pas  aussi  indispensable  que  de  mettre  on 
lumière  un  ouvrage  inaccessible  même  au  petit  nombre.  Pey- 
rard,  dans  sa  traduction  d'Euclide  (t.  II,  préf.  Vil),  annonce 
avoir  remis  à  l'Académie  des  sciences,  la  traduction  latine  et 
française  des  sept  livres  d'Apollonius  et  le  texte  grec  :  qu'est 
devenu  ce  précieux  travail?  s'il  existe  encore,  ce  qui  est 
probable,  pourquoi  ne  pas  en  hàler  la  publication?  Les  fonds 
accordés  par  le  gouvernement  pour  l'impression  d'ouvrages 
inédits  seraient  ici  aussi  fruclueusement  employés  qu'à  éditer 
tant  de  factums  du  moyen-âge,  qui  souvent  ne  nous  appren- 
nent autre  chose  que  telle  église  ruinée  d'un  village  inconnu 
a  eu  pour  fondateur  non  un  nommé  Abogard,  mais  un 
nommé  Hincmar.  Quel  progrès  pour  la  science  historique 
en  particulier  et  pour  l'esprit  humain  en  général  I        Tm. 


ANNONCE. . 

Géométrie  élémentaire,  suivie  de  la  trigonométrie  rcctiligne 
et  sphériquc,  à  l'usage  des  candidats  aux  écoles  spé- 
ciales; par  P.  J.  E.  Finck,  docteur  es  sciences,  etc.  Auto- 
risée par  le  conseil  royal  de  Finslruction  publique, 
troisième  édition  revue  et  améliorée,  Strasbourg,  Paris, 
chez  Carilian-Gœury  et  V»' Dalmont,  1844. 
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GRAND  CONCOURS  (année  1844). 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  (a  circonférence  ; 
on  décrit  un  cercle  tangent  à  la  courbe  en  ce  point,  et 
l'on  mène  au  cercle  et  à  l'ellipse ,  les  deux  tangentes  com- 
munes ,  autres  que  celle  qui  toucherait  les  deux  courbes  au 
point  A. 

On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection 
de  ces  deux  tangentes ,  quand  on  fait  varier  le  rayon  du 
cercle. 

Nota.  Si  on  représente  l'ellipse  par  Féquation  —  -|-  —  =:  1  ,.on 

3  D 

pourra,  si  l'on  veut,  exprimer  les  coordonnées  du  point  A  en 
fonction  d'une  seule  constante  o,  de  cette  manière  x  =  a 
siti  tp;  y  ^  b  cas  o. 

PRIX  D'HONNEUR. 

PAK  M.  MESNARD  (  ARMAMD-NICO&AS) , 

Né  le  27  janvier  1S25,  à  Paris. 
(  Inslilulion  Coulant.  —  Collège  royal   Cbarleaiagne.   Professeur  :  M.  Rouby.J 


Première  solution. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  sur  sa  circonfé- 
rence, on  mène  par  ce  point  un  cercle  tangent  à  l'ellipse, 
et  on  demande  le  lieu  géométrique  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  communes  au  cercle  et  à  l'ellipse,  autres  que 
celle  qui  passe  par  le  point  donné. 

Prenons  pour  axe  des  y  la  tangente  commune  à  l'ellipse  et 
au  cercle  au  point  donné  A ,  et  pour  axe  des  x  la  normale  à 
ces  deux  courbes  en  ce  point;  l'ellipse  aura  pour  équation 

Asn.  ur.  M^iiiÉv.  II'.  33 
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et  en  désignant  par  R  le  rayon  variable  du  cercle,  l'équation 
de  ce  cercle  sera 

,r'  +  x'  +  2Rx  =  0. 

Nommons  a,  p,  les  coordonnées  inconnues  du  point  de  ren- 
contre des  (anijenles  communes  à  l'ellipse  et  au  cercle,  an 
très  que  la  tangente  au  point  A.  Ces  deux  tangentes  pour- 
ront être  représentées  par  l'équation 

m  ayant  une  valeur  particulière  pour  chacune  des  tangentes. 
Cela  posé,  la  droite  qui  a  pour  équation  (1),  ou 

y=mx-{-^  —  mi  ox\  yzz:mx-\-n,  en  posant  p  — mx  =  H, 

étant  tangente  à  l'ellipse  et  au  cercle,  les  équations  provenant 
de  la  substitution  de  mx-\-n  à  la  place  Aey  dans  les  équa- 
tions de  ces  courbes,  devront  avoir  leurs  racines  égales,  ce 
qui  nous  fournira  deux  relations  entre  /«,  «,  (3  et  R  ,  puisque 
H  =  P  — /«a.  Or,  en  considérant  R  comme  une  quantité  con- 
nue, ces  deux  relations  seraient  deux  équations  en  nt,  qui 
devront  par  conséquent  avoir  les  mêmes  racines  j  donc,  en 
divisant  chacune  de  ces  deux  équations  par  le  coefficient  de 
son  premier  terme,  les  autres  coefficients  devront  être  iden- 
tiques, ce  qui  fournira  deux  relations  entre  a,  p,  R,  entre 
lesquelles  éliminant  R,  et  remarquant  que  a  et  p  sont  alors 
Vx  et  r^  d'un  point  quelconque  du  lieu ,  on  aura  l'équation 
de  ce  lieu. 

La  substitution  de  mx-j-n  à  la  place  de  ^-  dans  l'équation 
;)  '  -|-  B jry  -|-  Cx'  +  Ex  =  0    donne  : 


m' 

x'-f  2mn 

x-fn'=0. 

-h  Bot 

-|-B« 

+c 

-hE 
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équation  qui,  devant  avoir  ses  racines  égales,  donne  : 
{2mn  +  Bn+  E)'—  4«'{m'+  Bw  +  C)  =0, 

ou,  simplifiant  et  remplaçant  dans  le  résultat  n  par  p  —  ma  ■. 

(B'—  4C)  (p  —  i>iay+  (4Eto  +  2BE)  (P— ma)  +  F=  0  ; 
ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  m,  on  aura  : 

=0. 


(2)  (B"— 4C)a' 
—  4Ea 


TO— 2(B'— 4C)«p 
+4Ep 
—  2BE« 


/n+(B'— 4C)P' 
-f2BEp 
+  E' 


De  même ,  la  substitution  de  mx  -j-  «  à  la  place  de  y  dans 
l'équation  du  cerclej'''+  x'+2Rx=0 ,  donne  : 


m- 

+  1 


x'  -\-  '2nin 
+  2R 


x-\-n'=0. 


Or  les  deux  racines  de  cette  équation  doivent  être  égales  ; 
donc  on  aura  : 

(mM  +  R)'  — h' (/«'  +  !)=  0, 

OU ,  simplifiant  et  remplaçant  n  par  p  —  nm  ■. 

(P  — ma)'— 2/wR(P— ma)  — R'=0; 

ordonnant  par  rapport  à  m ,  il  viendra  : 


(3) 


+2R=< 


— 2RP 


-R' 


=  0. 


Divisant  chacune  des  deux  équations  (2),  (3),  par  le  coeffi- 
cient de  m%  et  égalant  alors  les  coefficients  des  autres  termes, 
il  viendra  : 

(B'— 4C)  C.P  — E  (2^— Bg)  _  p  (a+R) 
(B'— 4.C)a  — 4E         ""  a4-2R  ' 
(B'-4C)p'  +  E(2Bp  +  E)       P'— R' 


(B"  — 4C)'^  — 4E 


a-|-2R' 
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La  première  de  ces  deux  relations  étant  du  premier  degré 
en  R  ,  on  en  lire  : 

a  j(B'-4C)a?  — E(2p— Ba)-|-2Epj  = 

=  R 1  (B'  —  4C)a,3  —  4E,S _  2  (B'  -  4C)  «? -f  2E  (2p  —  Ba)  |  ; 

R  E(2p+Ba) 

•^«"  ^=-(B--4C)p  +  2BE' 

substituant  cette  valeur  à  la  place  de  R  dans  la  seconde  re- 
lation, après  avoir  chassé  les  déiiominaicurs,  on  aura  : 

I         (B'-4C)p  +  2BE(  (^  '^^        ^^      i 

=  i,B.-.c,.-.Eijr-„,,!:g+;:;^.j. 

d'où  l'on  tire,  en  réduisant  : 

[(B'-4C)ap— 4EP]  { (B-— 4C)P'+2BEp+E'}  [(B -4C)p+2BE]=^ 

=  [(B'— 4C)a— 4E]  |p'[(B'— 4C)P+2BET-F(2p+B^)*| . 

Divisant  de  part  et  d'autre  par  (B'  —  4C)a  — 4E,  suppri- 
mant dans  les  deux  membres  p'[(B'  —  4C)p4-2BE]',  et  divi- 
sant alors  par  E'  qui  devient  facteur  commun  aux  deux  mem- 
bres ,  on  a  : 

p  (  (B'  -  4C)  p  +  2BE)  =  -  (2(3  H-  B'-<)*i 

développant  et  remplaçant  a  et  p  par  x  et  y,  il  viendra  : 

(4)    (B'  —  4C  -f  4)^'  -f  4Bx>'  -f  BV  +  2BEy  =  0, 

qui  est  l'ocjualion  du  lieu  cherché. 

Cette  équation ,  étant  indépendante  du  terme  en  x  et  ne 
renfermant  pas  de  terme  tout  connu  ,  représente  une  courbe 
tangente  à  l'axe  des  x  à  l'origine;  cherchons  maintenant  la 
nature  de  celte  courbe. 

Pour  que  l'équation 

y-^]ixy-\-{:x'-\-Ex  =  o 
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représente  véritablement  une  ellipse ,  il  faut  que  l'on  ait  la 

condition 

B*  — 4C<0. 

Or  aucune  hypothèse  n'a  été  faite  jusqu'à  présent  sur  la 
quantité  B'  — 4C;  donc,  déjà,  on  obtiendra  l'équation  (4) 
quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion 

y-{-  Bxy  +  C^*  -f  Ex  =  0. 

Mais  cette  équation  peut  représenter  les  trois  courbes  du  se- 
cond degré  :  voyons  donc  pour  chacune  de  ces  courbes  ce  que 
représentera  l'équation  (4). 

Si  nous  supposons  B'  —  4C  <  0,  ce  qui  nous  porte  au  pro- 
blème énoncé,  l'équation  (4)  donne  ; 

1 6B'  —  4B'  (B'  —  4C  4-  4)  >  0  ; 

car  B"  —  4G-J-4  est  alors  négatif,  ou  positif  et  pins  petit 
que  4  ;  donc,  le  lieu  répondant  à  l'énoncé  du  problème  est  une 
hyperbole  tangente,  au  point  donné,  à  la  normale  à  l'ellipse 
en  ce  point. 
Si  nous  supposons  B'  —  4C  >  0,  uous  aurons  : 

1 6B'  —  4B'  (B"  —  4C  +  4)<  0 , 

car  B"  —  4C  -)-  4  est  une  quantité  positive  plus  grande  que  4  ; 
donc,  lorsque  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole,  le  lieu 
cherché  est  une  ellipse ,  qui  de  même  que  précédemment  est 
tangente,  au  point  donné ,  à  la  normale  à  l'hyperbole  en  ce 
point. 

EnGn,  supposons  B'  — 40=  0,  nous  aurons  : 

16B"  —  4B'  (B*  —  4C  +  4)  =  0  ; 

donc ,  dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parabole ,  ou 
obtient  encore  une  parabole  pour  le  lieu  cherché. 
On  peut  remarqu<'r  aussi  que ,  si  le  point  donné  était 
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l'extréiuilé  de  l'uu  des  axes,  quelle  que  soit  la  nature  de  la 
courbe  donnée,  le  lieu  cherché  serait  cet  axe  lui-même  ;  ce 
qui  se  conçoit  alors  parfaitement,  à  cause  de  la  symétrie,  par 
rapport  à  cet  axe ,  des  deux  courbes  auxquelles  on  mène  des 
tangentes  communes. 

En  déterminant  les  coordonnées  du  centre  et  celles  des 
foyers  dans  la  courbe  donnée  et  dans  la  courbe  cherchée,  on 
trouve  que  ces  points  sont  les  mêmes  dans  les  deux  courbes. 


Seconde  solution. 

Supposons  que  l'équation  de  l'ellipse  soit  donnée  de  la 
forme 

■fc +  >-  =  *' 
0         a 

on  pourra  alors  représenter  les  coordonnées  du  point  donné 
au  moyen  d'une  seule  constante  9,  ainsi  qu'il  suit  : 

y  étant  une  constante  qui  varie  avec  la  position  du  point 
donné  sur  l'ellipse  ;  car  alors ,  on  a  : 

a'sin'ç       ^'cos?        .  , 

— ;p 1 ^=sjn"<î.-|-cos>  =  t, 

le  cercle  tangent  à  l'ellipse  ayant  pour  rayon  R  :  comme 
son  centre  se  trouve  sur  la  normale  à  l'ellipse  au  point 
donné ,  en  appelant  p  et  q  les  coordonnées  de  ce  centre ,  on 
aura  : 

a  cos  5/ 

(1)  </  — 6cosc(.=  -— — (/)  — asinç), 

ft,  puisque  le  cercle  est  tangent  à  l'ellipse,  on  aura  : 

(2)  R'  =^[q  —  b  COS  cp)'4-  (  /;  —  rt  sin  If)' . 
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Maiatcnaiil,  si  uous  rcprésentuns  les  coordonnées  du  puiut 
du  lieu ,  correspondant  au  cercle  dont  le  rayon  est  R ,  par  a. 
et  p ,  nous  aurons  pour  la  tangente  commune  à  ce  cercle  et 
à  l'ellipse  passant  par  ce  point ,  l'équation 

y  =  mx  +  ([3— ma). 

Or,  cette  ligne  devant  être  tangente  à  l'ellipse ,  on  aura  : 

(3)  (P— Wa)' =  «'/«' -f-i"; 

de  plus ,  devant  être  tangente  au  cercle,  cette  droite  devra 
être  distante  du  centre  de  ce  cercle  de  la  quantité  R ,  donc  il 
faudra  poser  ■ 

a  —  mp  —  (B  —  ma)       „ 

(4)  i ^       ^    ■  =R. 

Éliminant  p  (A  q  entre  les  équations  (1),  ('2),  (4),  l'équa- 
tion résultante  en  m ,  Mvisl  donner  pour  cette  inconnue  les 
mêmes  valeurs  que  celles  qu'on  tirerait  de  l'équation  (3)  ; 
donc  si  on  divise  chacune  de  ces  deux  équations  par  le  coeffi- 
cient de  son  premier  terme,  les  coefficients  des  autres  termes 
devront  être  identiques  dans  les  deux  équations  ,  ce  qui  don- 
nera deux  relations  entre  lesquelles  éliminant  R ,  on  aura 
l'équation  du  lieu  cherché  en  remplaçant  dans  le  résultat  de 
l'élimination  de  R,  a  par  x,  et  p  par  y. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

DES  QUESTIONS  PROPOSÉES  AU   CONCOURS  DE  1844. 

l  V.  p.  377.  ) 


MATHÉMATIQDES    SPÉCIiLtS. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  la  circonférence  i 
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on  décrit  un  rerele  langent  à  la  courbe  en  ce  point,  et  l'on  mène 
au  cercle  et  à  l'ellipse  les  deux  tangentes  communes ,  autres 
que  celle  qui  toucherait  les  deux  courbes  données  au  point  A. 
On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  d'intersec- 
tion de  ces  deux  tangentes ,  quand  on  fait  varier  le  rayon  du 
cercle  ? 

La  solution  que  nous  allons  donner  est  fondée  sur  les  pro- 
positions suivantes  : 

1.  Le  centre  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  AB.C 
(fig.  66) ,  est  situé  sur  la  droite  ML,  menée  du  milieu  M 
d'un  des  côtés  Bi]  du  triangle ,  au  milieu  L  de  la  droite  AD 
qui  joint  le  sommet  A ,  opposé  au  côté  considéré  BC,  au  point 
de  tangence  D  de  ce  côté  et  du  cercle  inscrit.  Et  de  même,  le 
centre  O'  du  cercle  qui  touche  un  côté  BC  d'un  triangle 
et  les  prolongements  des  deux  autres  côtés  AB,  AC,  est  sur  le 
prolongement  de  la  droite  ML',  merm  du  milieu  M  du  pre- 
mier côté ,  au  milieu  de  la  droite  AD'  qui  joint  le  sommet  op- 
posé A  au  point  dé  tangence  D'  de  ce  côté  et  du  cercle  ex-inscrit. 
En  effcl ,  concevez  une  hyperbole  dont  les  foyers  soient  B  et 
C,et  qui  passe  par  le  point  A;  elle  aura  pour  sommets  D  et  D', 
car  DC  — DB  =AC— AB  ,  et  d'ailleurs  D'G  =  DB.  Les  droites 
DO,  D'O',  perpendiculaires  à  BC,  aux  points  D,  D',  seront 
laiigenles  à  lliyperboie,;!  ses  sommets  ;  et  la  bissectrice  AOO' 
de  l'angle  BAC  des  rayons  vcclcurs  AB  ,  AC,  touchera  aussi 
la  courbe  au  point  A.  Les  droites  ML,  ML'  sont  les  diamètres 
de  l'hyperbole  ,  menés  par  les  milieux  des  cordes  de  contact 
AD,  AD';  dune,  la  droite  ML  passe  par  le  point  O  d'inlcr- 
seciion  des  laiigenles  DO,  AO  ;  et  de  même,  la  droite  ML'  doit 
passer  par  le  point  d'interscciion  0'  des  tangentes  AO',  D'O'. 
La  même  proposition  s'applique  aux  ellij)scs  inscrites  dans 
un  triangle ,  et  aux  ellipses  ex-inscritts  •  c'est  ce  que  l'on  re- 
connaît immédiatement  en  plaçant  ces  ellipses  sur  des  cylin 
dres  droits  à  bases  circulaires. 
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2.  La  droite  qui  unit  les  milieux  M,  L  des  diagonales  d'un 
quadrilatère  AIiCD(fig.  67) ,  circonscrit  à  un  cercle,  passe  par 
le  centre  O  de  ce  cercle. 

Les  sommes  des  côtés  opposés  don  quadrilatère  circonscrit 
étant  égales  entre  elles,  on  a  :  AC — AB  =  DC  —  DIÎ;etpar 
conséquent  Thyperbole  dont  les  foyers  sont  B  et  C,  et  qui 
passe  par  le  point  A ,  contiendra  aussi  le  point  D.  Les  bis- 
sectrices AO,  DO  des  angles  BAC,  BDC,  seront  tangentes  à 
la  courbe  aux  points  A  ,  D.  La  droite  LM  est  menée  du  mi- 
lieu L  de  la  corde  des  contacts  au  centre  M  de  l'hyperbole  : 
donc,  elle  contient  le  point  0  d'intersection  des  deux  tan- 
gentes (•). 

Cttîe  proposition  convient  aussi  à  l'ellipse  inscrite  dans  an 
quadrilatère  ;  et  c'est  encore  ce  qui  résulte  simplement  de  ce 
qu'on  peut  placer  l'ellipse  sur  un  cylindre  droit  à  base  circu- 
laire. Je  ferai ,  de  plus ,  observer  qu'il  est  toujours  possible 
d'inscrire  dans  ua  quadrilatère  convexe  ABCD  ifig.  68),  une 
ellipse  dont  le  centre  soit  un  point  donne  O ,  sur  la  droite  LM 
qui  unit  les  milieux  dos  diagonales  de  ce  quadrilatère.  Nous 
supposons  que  le  quadrilatère  ABCD  n'est  pas  un  parallélo- 
gramme, autrement  les  poiuts  L,M  coïncideraient.  Ainsi, 
deux  des  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  se  rencontreront 
en  un  point  F,  eu  formant  le  triangle  FCD.  Or,  si  1  on  inscrit 
dans  le  triangle  FCD  une  ellipse  dont  le  centre  soit  le  point  O , 
cette  ellipse  touchera  nécessairement  le  quatrième  côté  AB 
du  quadrilatère. 

Car,  si  lellipsene  touche  pas  la  droite  AB,  on  pourra,  par 
le  point  A ,  mener  une  droite  AG,  autre  que  AB,  et  tan- 
genle  à  la  courbe.  Le  quadrilatère  AGDC  étant  circonscrit  à 
l'ellipse  ,  la  droite  LO,  menée  du  milieu  de  l'une  des  diago- 


(*)  On  peul  aussi  déduire  ce  Ihéorcme  el  le  prcccdeni  des  propositions  de  la 
«éométrie  élcmenlaire;  voyei  les  notes  placées  à  la  fin  de  cet  article. 


—  km  - 

îialcs  AD  au  centre  O  de  l'ellipse,  devra  couper  l'autre  dia- 
gonale CG  en  son  milieu,  nu  point  I.  Les  points  M  ,  I  étant 
respectivement  les  milieux  des  droites  CB,  CG,  il  faudra  que 
IML  soit  parallèle  à  GB.  En  menant  par  le  point  B  une  tan- 
gente à  l'ellipse,  on  prouverait ,  de  même,  que  IML  est  paral- 
lèle à  CA.  Par  conséquent  les  deux  droiles  DE,  CA  seraient 
parallèles  ;  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Et  de  là ,  nous  conclurons  que  :  si  les  bissectrices  AO ,  DO 
de  deux  angles  opposés  d'un  qiiadrilalèrc  convexe  ABCD 
(Og.  67),  se  coupent  en  tm  point  O,  situé  sur  la  droite  LM 
qui  unit  les  milieux  des  diagonales ,  ce  quadrilatère  sera  cir- 
conscriptible  au  cercle. 

En  effet ,  si  l'ellipse  inscrite  dans  le  quadrilatère  ABCD ,  et 
qui  a  son  centre  au  point  O ,  ne  se  réduisait  pas  à  une  circon- 
férence lorsque  ce  point  se  trouve  à  la  fois  sur  les  bissectrices 
AO ,  DO  de  deux  angles  opposés  BAC ,  BDC ,  il  faudrait 
que  ces  deux  bissectrices  fussent  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre ,  puisqu'elles  seraient  dirigées  suivant  les  deux  axes 
de  l'ellipse  {*).  Alors ,  la  somme  des  trois  angles  BAO ,  BDO  , 
ABD  du  quadrilatère  convexe  ABDO  serait  égale  à  trois  an- 
gles droits.  Il  en  résulterait  BAO-f-BDO>90°,  d'où 
C AO -}- CDO  >  90°,  et  par  suite  la  somme  des  trois  angles 
BAC,  BDC ,  ABD  du  quadrilatère  ABDC  serait  plus  grande 
que  celle  des  quatre  angles  du  quadrilatère  ABDO  ,  et  sur- 
passerait quatre  angles  droits  ;  ce  qui  est  impossible. 

3.  Si  d'un  point  M  pris  hors  d'une  ellipse  (flg.  69),  on  mène 
deux  tangentes  MD,  IMD'  à  la  courbe.,  et  deux  droites  MF, 
MF'  «MX  foyers ,  la  bissectrice  de  l'angle  des  tangentes  divisera 


(•)  Nous  supposons  que  Us  bissectrices  AO,  DO  se  coupeni;  si  elles  élaienl 
en  prolongement  l'une  do  l'autre,  elles  coïncideraient  avec  la  diagonale  AD, 
et  dans  ce  cas,  le  quadrilatère  .\BCD  serait  évidemment  circonscriplible,  puis- 
que les  bissectrices  de  trois  angles  consécutifs  de  ce  quadrilatère  se  rencon- 
treraient en  un  même  point. 
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aussi  en  deux  parties  égales  Vangle  des  deux  droites  menées 
aux  foyers. 

Sur  les  prolongements  des  rayons  vecteurs  F'D,  F'D',  je 
prends  DE  =  FD,  etD'E'=FD'.Les  droites  F'E,  F'E'  seront 
égales  au  grand  axe  de  l'ellipse  ;  et  d'ailleurs,  les  tangentes 
MD,  MD'  étant  perpendiculaires  sur  les  milieux  des  droites 
FE,  FE',  on  aura  ME  =  MF=ME'  :  ainsi,  les  triangles 
F'ME ,  F'ME' seront  équiangles  entre  eux,  comme  ayant 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  11  en  résulle  que 
l'angle  F'ME' =  F'ME  =  i  E'ME.  Or,  l^s  tangentes  MD',  MD 
divisant  en  parties  égales  les  angles  E'MF,  EMF,  on  a  aussi 
D'MD  =  i  E'ME  ;  donc ,  D'MD=  F'ME ,  ou  D'MF'  =  DME  = 
DMF,  et  par  conséquent  la  bissectrice  de  l'angle  D'MD  di- 
vise en  parties  égales  l'angle  F'MF. 

L'égalité  des  triangles  F'ME',  F'ME  donne  encore  E'F'M  = 
EF'M;  ainsi ,  la  droite  F'M  qui  joint  un  des  foyers  au  point 
de  concours  des  tangentes  est  la  bissectrice  de  l'angle  des 
rayons  vecteurs  menés  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact, 
[r.i.  II,  p.  538.) 

4.  11  est  maintenant  facile  de  résoudre  la  question  pro- 
posée. 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  l'ellipse  donnée  (6g.  70);  A  le 
point  auquel  la  circonférence ,  dont  le  rayon  AO  est  variable , 
touche  l'ellipse;  et  QAR,  PQN ,  PRN'  les  tangentes  com- 
munes à  ces  deux  courbes  ;  H  ,  G  les  points  de  rencontre 
des  rayons  vecteurs  FA,  FA  et  des  droites  PF',  PF.  Si  l'on 
joint  le  milieu  L  de  PA  au  milieu  M  de  QR,  la  droite  LM 
contiendra  le  centre  O  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  PQR. 
Le  prolongement  de  cette  droite  passera  par  le  centre  C  de 
l'ellipse  qui  touche  le  côté  QR  au  point  A ,  et  les  prolonge- 
ments des  côtés  PQ,  PR  aux  points  N  ,  N'  (n"  1).  La  droite 
LM  contient  encore  le  milieu  1  de  la  droite  HG ,  car  les  mi- 
lieux L,  I,  C  des  trois  diagonales  PA ,  HG ,  F'F  d'un  quadri- 
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lalèrc  complet  PliAGF'F,  sont  situés  sur  une  raémc  droite. 
De  plus,  la  ligne  AO,  prolongement  de  la  normale  AS  à  l'el- 
lipse au  point  A ,  divise  en  parties  égales  l'angle  HAG  opposé" 
au  sommet  de  l'angle  F'AF  des  rayons  vecteurs  ;  et  la  droite 
PO,  bissectrice  de  l'angle  WPN  des  tangentes  menées  à  l'el- 
lipse par  le  point  P,  divise  aussi  en  parties  égales  l'angle 
F'PF  des  droites  PF',  PF,  menées  du  point  P  aux  foyers  de 
l'ellipse  (n"  3).  Donc,  les  bissectrices  AO,  PO  de  deux  an- 
gles opposés  du  quadrilatère  AUPG  ,  se  coupent  en  un  point 
O  de  la  droite  LI  qui  unit  les  milieux  des  diagonales  de  ce 
quadrilatère  ,  et  par  conséquent  le  quadrilatère  AHPG  est 
circonscriptible  à  un  cercle  dont  le  centre  est  au  point  O 
(n"  2 ,  page  498).  Nommons  D,  D',  E ,  E'  les  points  auxquels 
la  circonférence  inscrite  touclie  les  quatre  côtés  du  quadri- 
latère AHPG,  et  nous  aurons,  à  cause  de  l'égalité  des  tan- 
gentes PE',  PE  : 

PF'-PF  =  F'E'  — FE  =  F'D  — FD'=F'A  — FA 

Ainsi,  la  différence  des  distances  du  point  P  aux  foyers 
F',  F,  est  égale  à  la  différence  des  rayons  vecteurs  F'A,  FA  ; 
donc,  le  lieu  géométrique  du  point  P  est  une  hyperbole  dont 
les  foyers  sont  ceux  de  l'ellipse,  et  qui  passe  par  le  point  A 
donné  sur  cette  courbe. 

La  normale  AS  à  l'ellipse  est  tangente  à  l'hyperbole  ;  ces 
deux  courbes  se  coupent  à  angle  droit. 

5.  Si  la  courbe  donnée,  au  lieu  détre  une  ellipse,  était  une 
parabole  ou  bien  une  hyperbole,  la  détermination  du  lieu 
géométrique  proposé  résulterait  encore  simplement  des  prin- 
cipes que  nous  venons  d'établir,  en  ayant  soin,  toutefois,  d'y 
apporter  les  modiOcations  qui  servent  à  passer  des  propriétés 
fondamentales  de  l'ellipse  à  celles  des  deux  autres  courbes  du 
second  degré.  Quoique  celte  recherche  ne  puisse  offrir  au- 
cune dilScultc ,  nous  résoudrons  encore  la  question  proposée 
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pour  le  cas  de  la  parabole,  en  élendant  à  cette  courbe  les 
théorèmes  des  n°M  et  3- 

Supposons  qu'une  parabole,  {ftg.  71),  touche  la  base  BC 
d'un  triangle  ABC  au  point  D,  et  les  prolongements  des  dcu\ 
autres  côtés  AB,  AC  ,  aux  points  E ,  E'  =  la  droite  ML  qui 
joint  le  milieu  M  de  la  base  au  milieu  L  de  la  droite  AD, 
menée  du  sommet  du  triangle  au  point  de  contact  de  la  base , 
sera  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole. 

Cette  propriété  peut  être  déduite  de  la  proposition  du  n"  1, 
en  assimilant  la  parabole  à  une  ellipse  dont  le  centre  est  à 
l'infini,  ou  bien  en  plaçant  la  p.irabole  sur  un  cône  droit  à 
base  circulaire  ;  mais  on  peut  aussi  la  démontrer  directement 
de  la  manière  suivante  : 

Par  le  sommet  A  du  triangle  ABC  ,  je  mène  une  parallèle 
AO  à  l'axe  de  laparabole  ;  elle  divisera  en  deux  parties  égales 
la  [corde  des  contacts  EE'.  Par  conséquent,  les  parallèles 
EG,  E  G'  menées  à  la  base  BC,  jusqu'à  la  rencontre  de  AO,  se- 
ront égales  entre  elles.  Soient  N,  N'  les  points  de  rencontre  de 
ces  droites  EG,  E'G'  et  de  la  parallèle  à  l'axe  qui  passe  par 
le  point  D  :  on  aura  E'i\'— EN  =  2]\"G=  2DI.  Mais,  la  sous- 
tangente  HN  étant  double  de  l'abscisse  DN  ,  on  a  EJN  =2BD, 
et  de  même  E'N'  =  2CD;  donc,  CD  — BD=DI,  d'où 
Cr  =  BD.  Il  s'ensuit  que  le  point  I\I,  milieu  deBC,  est  aussi 
le  milieu  de  DI -,  donc,  LM  est  parallèle  à  la  droite  AIO; 
c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer,  puisque  AO  est  parallèle  à 
l'axe  de  la  parabole. 

Si  d'un  point  G  situé  hors  d'une  parabole  (flg.  72),  on  mène 
à  cette  courbe  deux  tangentes  CD ,  CE ,  et  une  droite  CF  au 
foyer  F,  la  bissectrice  de  l'angle  DCE  des  tangentes  divisera 
en  deux  parties  égales  l'angle  FCL  que  forment  la  droite  CF 
dirigée  au  foyer  et  une  parallèle  CL  à  l'axe,  conduite  par  le 
point  C  donné. 

En  effet ,  abaissez  des  trois  points  D,  C,  E  des  perpendicu- 
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laires  DG,  CM,  EH  sur  la  directrice  GH,  et  tirez  les  droites 
CG,  CF,  CH  ;  les  triangles  GDC,  CDF  seront  égaux,  car  l'angle 
CDG=CDF,  et,  déplus,  DG  =  DF.  De  môme,  les  triangles 
CEH  ,  CEF  seront  égaux  entre  eux;  ainsi ,  CG  =  CF  =  CH. 
Les  droites  CO,  CE,  CM  étant  respectivement  les  bissectrices 
des  angles  GCF ,  FCH  ,  HCG ,  dont  la  somme  vaut  quatre 
angles  droits,  on  aura  GCD+FCE+GCM=r180»;  d'ail- 
leurs, GCD  +  DCL-f-GCM  =  180°;  donc,  FGE=DCL.  Il 
s'ensuit  que  la  bissectrice  de  l'angle  DCE  divise  en  deux 
parties  égales  l'angle  FCL. 

6.  Au  moyen  de  ces  remarques,  on  déterminera  facilement 
le  lieu  géométrique  cherché. 

Soient  F  le  foyer  de  la  parabole  donnée  ;  O  le  centre  du 
cercle  tangent  à  la  parabole  au  point  A  {fig.  73);  QAR,  PQD', 
PRD  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes;  N,  E  les 
points  d'intersection  des  droites  FA,  FP,  et  des  parallèles  à 
l'axe  SF  de  la  parabole,  menées  par  les  points  P  et  A.  Si 
l'on  joint  le  milieu  M  de  QR  au  milieu  L  de  PA,  par  la 
droite  ML,  cette  droite  passera  par  le  point  O  (n°  1),  et  sera 
parallèle  à  l'axe  SF  de  la  parabole  (n°  5);  ainsi ,  le  point  O  est 
à  des  distances  égales  OG,  OG'  des  deux  parallèles  AE,  PN. 
D'ailleurs,  la  droite  PO,  bissectrice  de  l'angle  QPRdes  tan- 
gentes PQD',  PRD,  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
NPE  (n"  5).  De  plus,  la  droite  AO,  prolongement  de  la 
normale  au  point  A,  est  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  NAE  : 
donc,  la  circonférence  décrite  du  point  O  comme  centre  avec 
OG'  pour  rayon,  touchera  les  quatre  côtés  du  quadrilatère 
NPEA,  en  des  points  G',  I,  G,  T.  L'égalité  des  tangentes 
FI',  FI  donne  FA-f  AG  =  FP  — PG';  il  en  résulte  que  si  l'on 
prend  AK=AF  et  PH  =  PF,  on  aura  GK=G'H,  et  par 
suite  la  droite  HK  sera  parallèle  à  GG',  c'est-à-dire  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  la  parabole.  La  position  de  la  droite  HK  est 
invariable,  puisqu'elle  passe  par  le  point  K.  Donc,  le  point  P 
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apparlicnl  à  une  parabole  dont  le  foyer  est  F,  et  qui  a  pour 
directrice  la  droite  HKR',  parallèle  à  la  directrice  de  la  para- 
bole donnée ,  à  une  distance  du  point  A  égale  au  rayon  vec- 
teur FA.  Les  directrices  des  deux  paraboles  sont  à  égales  dis- 
tances du  point  donné  A,  mais  de  différenis  côlés  de  ce  point. 
Les  deux  courbes  se  coupent  sous  un  angle  droit  au  point  A, 
caria  normale  AO,  à  l'une  d'elles,  est  tangente  à  l'autre. 

On  trouvera,  de  même,  que  si  la  courbe  donnée  est  une 
hyperbole,  le  lieu  géométrique  demandé  est  une  ellipse  dont 
les  foyers  seront  ceux  de  l'hyperbole,  et  qui  passera  par  le 
point  donné  sur  cette  hyperbole. 

MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES. 

Par  un  point  0  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  I3A 
d'un  cercle  ,  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  le 
cercle  en  deux  points  M,  M'  (fig.  74),  et  de  ces  points  on  mène 
au  centre  C  deux  rayons  MC,  M'C  :  prouver  que  le  produit  de 
tang-  MCA  par  tang  ^  M'CA  est  constant,  quelle  que  soit  la 
direction  de  la  sécante. 

Au  point  O ,  élevez  sur  OC  la  perpendiculaire  ODD'  qui 
rencontre  en  D  et  D' les  droites  menées  des  points  M,  M'  à 
l'extrémité  B  du  diamètre  ACB.  En  prenant  BO  pour  rayon , 
la  droite  OD  sera  la  tangente  de  7  !\1CA ,  et  OD'  la  tangente 
de^  M'CA.  Or,  les  quatre  points  M,  M',  D,D', appartiennent 
à  une  même  circonférence ,  car  les  angles  DD'M',  DMM'  sont 
supplémentaires.  En  effet,  l'angle  DD'M',  complément  de 
M'BA,  doit  avoir  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BM',  il  est 
donc  égal  à  l'angle  M'MB ,  qui  est  adjacent  à  l'angle  DMM'. 
Puisque  les  quatre  points  M,  M',  D,  D'  sont  situés  sur  une 
même  circonférence,  on  a  OD.OD'  =  OM.OM'  =  OA.0B; 
donc ,  tang  ^  MCA  X  tang  |  M'CA  =  OA  X  OB ,  quelle  que 
soit  la  direction  de  la  sécante  OMM'. 
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Note».  On  pcul  démonlrcr  les  ihéorcmes  des  n"'  1  el2(p.496, 
497),  au  moyen  des  Propositions  de  la  géoiuélr.ie  élémenlaire. 
1.  Je  suppose  que  lo  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC 
[fig.  75),  louche  la  base  BC  au  point  D  ;  par  ce  point  el  le 
centre  O  du  cercle,  je  mène  le  diamètre  DOE  ;  puis,  je  joins 
le  sonQDiot  A  du  triangle  à  l'extrémité  E  du  diamètre  DOE, 
par  la  droite  AE  dont  le  prolongement  coupe  la  base  BC  au 
point  D'  :  ce  dernier  poiol  sera  celui  auqnel  le  cercle  tangent 
à  la  base  BC  et  aux  prolongements  des  deux  autres  côtés 
AB,  AC,  louche  la  base  BC  du  triangle.  C'est  ce  que  nous 
allons  d'abord  démontrer. 

J'élève  sur  BC,  au  point  b',  la  perpendiculaire  D'O'E'  qui 
rencontre  aux  points  0',L' les  prolongements  des  droites  AO, 
AD;  et  je  mène,  des  points  0,  O',  des  perpendiculaires  OG, 
O'G'  sur  AB.  Il  en  résulte  OG:0'G'::  AO:AO'::  OE:0'D  . 
î\Ia!s0G  =  0E;  dore,  O'G' =  CD';  et  par  conséquent  le 
point  O'  est  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  au  triangle  ABC. 
Ce  cercle  touche  la  base  BC  au  point  D',  puisque  le  rayon 
O'D'  est  perpendiculaire  sur  BC. 

Maintenant,  je  dis  que  les  droites  MO,  MO',  menées  du 
milieu  31  de  BC  aux  centres  O  et  0',  passent  par  les  milieux 
L,  L'  des  droites  AD,  AD'.  En  effet,  les  tangentes  BD,  CD' 
sont ,  comme  on  sait,  égales  entre  elles  ;  ainsi ,  le  point  M , 
milieu  de  BC ,  est  le  milieu  de  DD'.  La  droite  filO  divise  en 
parties  égales  les  côtés  DD',  DE  du  triangle  DD'E  :  elle  est 
donc  parallèle  à  D'EA  ;  el  par  conséquent  elle  divisera  DA 
en  deux  parties  égales  au  point  L.  De  plus,  D'0'=0'E', 
puisque  EO  =  OD  ;  donc ,  la  droite  O'M  est  parallèle  à  E'D  ; 
il  s'ensuit  qu'elle  partage  en  deux  parties  égales  la  droite 
AD'  au  point  L'. 

Je  ferai  encore  observer  que  le  produit  des  rayons  OD, 
O'D'  est  égal  au  produit  des  tangentes  BD,  BD'.  Car  les  trian- 
gles BOD,  BO'D',  semblables,  connue  ayant  leurs  côtés  per- 
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pendiculaircs  chacun  à  chacun ,  donnent  la  proportion 
OD:BD'::BD:0'D. 

2.  La  droite  qui  unit  les  milieux  M,  L  des  diagonales 
BC,  AA'  d'un  quadrilatère  ABCA'  {fig.  76) ,  circonscrit  à  un 
cercle ,  passe  par  le  centre  O  de  ce  cercle. 

En  effet,  inscrivez  des  cercles  dans  les  triangles  ABC, 
ABC,  ils  toucheront  la  base  commune  BG  en  un  même 
point  D.  Car,  le  quadrilatère  étant  circonscripliblc,  on  a 
AC— AB=A'C  — A'B;  mais  la  différence  AC  —  AB  est  égale 
à  la  différence  des  distances  DG  ,  DB  des  extrémités  de  la 
base  BC  du  triangle  ABC,  au  point  de  contact  D  de  la  base 
et  du  cercle  inscrit,  et  il  en  est  de  môme  pour  le  triangle 
A'BG  ;  donc ,  les  cercles  inscrits  dans  ces  triangles  touche- 
ront la  base  commune  au  même  point.  Les  diamètres  DGE, 
DG'E'  de  ces  deux  cercles ,  menés  par  le  point  D,  seront  en 
prolongement  lun  de  l'autre ,  sur  une  perpendiculaire  à  la 
droite  BC.  Les  deux  droites  AE,  A'E'  couperont  la  hase  BC 
en  ijo  même  point  D',  qui  sera  le  point  de  contact  de  la  base 
BC  et  des  cercles  ex-inscrits  aux  deux  triangles  (note  1). 
Enfin,  si  l'on  prolonge  les  deux  droites  AD,  AD,  jusqu'à  ce 
qu'elles  rencontrent  eu  des  points  F,  F'  la  perpendiculaire 
élevée  sur  BG  au  point  D',  les  droites  D'F,  D'F'  seront  les 
diamètres  des  cercles  ex-inscrils  aux  triangles  ABC,  ABC , 
et  qui  touchent  la  base  BG  au  point  D'. 

Gela  posé,  on  aura  D'F': DE:: D'F: DE',  car  les  produits 
DE  X  D'F,  DE'  X  D'F'  sont  égaux  entre  eux ,  puisque  cha- 
cun d'eux  est  égal  à  4.BD.BD'  (note  1);  il  s'ensuit  HF':HD 
::  FH':  H'D,  et  par  conséquent  la  droite  HH'  est  parallèle  à 
FF  et  à  E'E.  Le  milieu  de  cette  droite  HH'  sera  le  centre  O 
du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère  ABCA',  car  les  bissec- 
trices AG,  A'G'  des  angles  BAC,  BA'C,  divisant  en  deux  par- 
ties égales  les  diamètres  DE,  DE',  devront  passer  par  le  mi- 
lieu de  HH'.  La  ligne  DG  étant  égale  à  BD,  le  point  M,  milieu 

ANN.  de  MÀTHÉM4T.  III-  à* 
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de  BC,  est  milieu  de  D'D.  Ainsi ,  les  (rois  points  M,  O,  L 
sont  les  milieux  des  diagonales  D'D,  H'H,  A'A  du  quadrila- 
tère complet  H'D'HDA'A.  Donc,  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  G. 


DÉMONSTRATION  DU  THEOREME  DE  M.  CHASLES, 

sur  les  arcs  semblables  d'une  conique  ;  et  autres  considérations 
sur  les  arcs  curvilignes. 


1.  Théorème  1.  Une  sécante  coupe  une  courbe  plane  en 

deux  points  M  et  M' ,  par  ces  points  menons  des  tangentes  se 

rencontrant  en  un  point  I  ;  supposons  que  la  sécante  tourne 

inHuinicnt  peu  autour  d'un  point  fixe  O ,  situé  sur  la  sécante, 

et  que  les  points  de  rencontre  deviennent  respectivement 

Mm         OM.MI 
m  et  m.  on  a  la  proportion  ^^^^  =  ÔM\Wi" 

roir  la  démonstration  p.  183  et  184  (IV  et  V). 

Observation.  Le  théorème  est  dû  à  Newton ,  il  sert  de  base 
à  ses  applications  du  calcul  fluxionnel  à  des  questions  de 
géométrie  ('). 

II.  Une  droite  D  et  une  conique  C  étant  situées  dans  le 

même  plan,  sur  D  prenons  deux  points  I  et  i  infiniment 

voisins.  Soient  MM'  la  polaire  du  point  I ,  et  mm  celle  du 

point  i  ;  le  point  d'intersection  O  sera  le  pôle  de  la  droite  D, 

et  le  théorème  précédent  donne  le  rapport  fini  auquel  est 

.  ,   M/« 
égal  le  rapport  différentiel  -— — :. 
°  M  m 


C)  Traclatus  de  quadraturâ  cuTvarum.  Iniroduclio.  —  Cel  ouvrage  a  paru 
en  1706,  à  la  suile  de  Fnumeratio  Lincarum ,  etc. 
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111.  11  existe  encore  une  autre  relation  pour  ce  rapport 
différentiel.  Soit  N  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes 
consécutives  IM,  im  -.  MNm  est  l'angle  de  contingence;  por- 
tons NI  sur  Nj  de  N  en  P,  de  sorte  qu'on  a  : 

i-p=  iN  —  IN  =  im  —  IM  — (wN  -f  MN)  =  jI costlP , 

car  le  triangle  Ij'P  est  rectangle  en  P.  On  aura  de  même  de 
l'autre  côté  de  11  : 

iP'=jN'— IN'=  Ini—  IM'  —  (ot'N'-{-M'N',i  =  i1  cosilP'. 

Les  points  analogues  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres  ac- 
centuées. Fixons  sur  la  conique  un  point  R  entre  M  et  M'; 
iOKuK  lm=t,\m'  =  t\  RM  =  5,  RM'=6',  wi  —  \M  =  dt, 
Ini  -IW  —  M:  wN+MN  =  /rtM  =  r^5,  nm'+'^m'=ds', 
car  dans  le  Iriangle/HNMl'anglediffère  infiniment  peudedeux 

,      ,    .,     „        .       cos  ilP       di  —  ds 

angles  droits.  On  a  donc 7vr^,^=-r, r-.- 

cos  il  P'      dt' — ds 

IV.  Si ,  au  lieu  de  la  droite  D  on  prend  une  courbe  quel- 
conque C,  les  angles  ilP ,  tlP'  sont  les  angles  que  forme  la 
tangente  à  la  courbe  C,  passant  par  I,  avec  les  tangentes  IM, 
IM'  menées  par  ce  point  à  la  conique  C  ;  si  la  courbe  C  est 
telle  que  le  rapport  des  cosinus  de  ces  angles  soit  constam- 
ment égal  au  nombre  r,  de  sorte  que  MI  étant  le  rayon  inci- 
dent, IM'  soit  le  rayon  réfracté  selon  le  rapport  r  de  réfrac- 

dt  —  ds         .,    ,  ,        , 

tion  ;  on  aura  «=:;-rT r,.    dou    n[t—s)=zt — «-l-con- 

dt  —  as 

stante.  Il  suffit  de  connaître  les  valeurs  de  «,  s,  t\  s'  répon- 
dant à  un  point  de  la  courbe  C  pour  déterminer  la  valeur  de 
la  constante,  n  étant  donne ,  il  est  facile  de  trouver  l'équation 
différentielle  de  la  courbe  C;  nous  la  donnerons  en  traitant 
des  caustiques  par  réfraction  et  des  lignes  aplanéliques  ;  pour 
le  moment,  il  suffit  de  remarquer  qu'au  point  où  C  ren- 
contre C,  on  a  évidemment  m  =±:  1  ;  donc  si  n  n'est  pas  égal 
à  1 ,  la  courbe  C  ne  peut  pas  rencontrer  la  conique  C  ;  sup- 
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posons  donc  n^i  ,  nous  savons  qu alors  C  et  C  sont  deux 
coniques  bi-confocalcs  se  coupant  orthogonalement  ;  prenons 
re  point  d'intersection  pour  le  point  fixe  R;  en  ce  point 
/,  s,  t\  s  sont  nuls;  donc  on  ai' — 5'  =  ;  — son  tf  —  t^=s'  —  s, 
ce  qui  démontre  le  beau  théorème  de  M.  Chasles.  (^.p.  425.) 

Observation.  Le  célèbre  géomètre  donne  le  nom  d'arcs  sem- 
blables  h  deux  arcs  dont  la  différence  est  égale  à  une  droite  ; 
ces  arcs  n'étant  pas  semblables  dans  le  sens  ordinaire  du  mot, 
il  est  à  désirer  qu'on  indique  une  autre  dénomination  ;  ne 
pourrait-on  pas  les  désigner  par  arcs  correspondants?  Le  mot 
correspondant  a  déjà  été  introduit  par  M.  Ivory  dans  la  théorie 
des  attractions  des  sphéroïdes ,  dont  on  doit  à  M.  Chasles 
une  exposition  si  intuitive. 

L'expression  homo-focalc  ne  parait  pas  non  plus  conve- 
nable ;  outre  que  sa  formation  est  hybride ,  elle  ne  dit  pas 
que  les  deux  foyers  sont  communs. 

V.  Ce  théorème  donne  la  solution  de  plusieurs  problèmes 
importants. 

Problème  1.  Partager  l'arc  MN  de  conique  en  deux  arcs 
correspondants? 

Solution  Par  M  et  N  on  mène  des  tangentes  à  la  conique  ; 
soit  I  le  point  de  rencontre,  par  ce  point  on  fait  passer  une 
conique  bi-confoeale  à  la  conique  donnée  ,  le  point  d'intersec- 
tion Vx  des  deux  coniques  est  le  point  de  division  cherché. 

Observation.  L'intersection  de  deux  coniques  confocales,  et 
à  fortiori  bi-confocalcs,  peut  toujours  se  construire  géométri- 
quement. 

Problème  2.  Etant  donnés  trois  points  M,  N  ,  M'  d'une  co- 
nique tracée ,  trouver  un  quatrième  point  JN'  tel  quclesdeux 
arcs  MN ,  M'N'  soient  correspondants. 

Solution.  Soit  I  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes 
menées  par  M  et  M'  ;  par  I  faisons  passer  une  conique  bi-con- 
fotale  j  qui  sera  rencontrée  en  1'  par  la  tangente  menée  par 
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N  ;  par  ce  même  point  1'  menant  une  tangente  à  la  coniqae 
donnée ,  le  point  de  contact  sera  le  point  N'  cherché. 

Problème  3.  Partager  la  demi-ellipse  en  deux  arcs  corres- 
pondants. 

Solution.  Soient  C  le  centre  de  l'ellipse  ;  A  et  A'  les  extré- 
mités d'un  diamètre;  AT,  A'T  les  deux  tangentes  parallèles, 
T  est  un  point  situé  à  l'inGni ,  construisons  une  hyperbole 
bi-confocale  ayant  pour  asymptote  la  droite  GT  ;  elle  coupe 
la  demi-ellipse  en  un  point  R ,  donc  RA' —  RA  :=  A'T —  AT  : 
abaissons  de  A' une  perpendiculaire  A'P  sur  AT,  on  aura 
A'T— AT=  AP  ;  donc  RA'  —  RA  =  AP,  c'est-à-dire  que  la 
différence  des  arcs  est  égale  à  la  projection  du  diamètre  sur 
la  tangente  passant  par  son  extrémité. 

VI.  Théorème.  La  longueur  inflnie  des  asymptotes,  moins 
la  longueur  infinie  des  hyperboles ,  est  une  quanlilc  finie. 

Démonstration.  Soient  C,  A  ,  F  le  centre,  le  sommet,  le 
foyer  voisin  d'une  hyperbole  ;  AR  le  quart  de  1  hyperbole , 
R  étant  le  point  situé  à  l'infini;  CR  la  longueur  infinie  de 
l'asymptote  ;  soit  encore  I  le  point  où  la  tangente  au  sommet 
A  rencontre  l'asymptote  ;  concevons  une  ellipse  bi-confocale 
passant  par  I  et  coupant  orlhogonalement  l'hyperbole  en  M , 
nous  aurons  : 

CR  -  AR  =  CI  -}-  IR  —  AM  — MR 

=  CI+IR— 2AM+AM— MR. 

Or,  d'après  le  théorème  de  M.  Chasles,  AM— MR=AI— IR, 
doncCR— AR=CI-f AI  — 2AM.   C.Q.F.D. 

Observation.  Ce  dernier  théorème  et  le  moyen  de  trouver 
des  arcs  correspondants  dans  les  coniques  et  dans  d'autres 
courbes  sont  connus  depuis  longtemps  et  remontent  jusqu'au 
comte  Fagnano  (  1 750)  ;  Legendre  en  a  donné  une  théorie  analy- 
tique complète  sous  le  titre  de  Traité  des  fonctions  elliptiques 
et  des  intégrales  eulériennes,  2  vol.  in-4°,  mais  la  relation  entre 
cette  théorie  et  celle  des  coniques  bi-confocales  est  une  des 


—  510  — 

plus  belles  découvertes  de  l'auteur  de  Thisloire  des  méthodes 
en  géométrie  (*). 

VII.  Théorème.  Deux  courbes  algébriques  ne  peuvent 
avoir  des  arcs  égaux  sans  se  confondre. 

Démonstration.  On  peut  placer  les  deux  courbes  de  ma- 
nière à  avoir  cet  arc  en  commun ,  alors  elles  auront  donc  une 
inGnilc  de  points  en  commun  sans  se  confondre,  ce  qui  est 
impossible,  donc,  etc. 

Observation  Apollonius  démontre  qu'un  arc  d'ellipse  ne 
peut  être  égal  à  un  arc  de  cercle,  etc.,  et  en  général  que 
lare  d'une  conique  ne  peut  être  placé  sur  un  arc  d'une  coni- 
que différente.  (Liv.  VI,  prop.  VI.) 

VIII.  On  démontre  de  la  même  manière  que  dans  la 
même  courbe  deux  arcs  ne  peuvent  être  égaux ,  à  moins  que 
la  courbe  ne  soit  syméirique  par  rapport  à  un  axe  :  les  arcs 
égaux  sont  placés  symétriquement. 

Observation.  Apollonius  démontre  encore  que  dans  le 
môme  quadrant  d'ellipse,  dans  la  même  demi-parabole  et 
dans  la  même  demi-hyperbole,  on  ne  peut  prendre  des  arcs 
superposables.  (Prop.  XIX.)  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITE, 

El  équations  fondamentales  relatives  aux  courbes  du  second 

degré. 

(  V.  p.  424.  1 


LIV.  Théorème  de  Newton  sur  les  segments. 

Si  l'on  prend  dans  le  plan  d'une  ligne  de  l'ordre  m  un 


(■)  La  première  trace  des  fondions  elliptiques  se  trouve  dansPascal.  (Œuvres, 
I.  V,  p.  38  Cl  suivantes,  cdil.  de  1819.) 
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point  fixe  et  que  l'on  mène  par  ce  point  deux  sécantes ,  le 
produit  des  segments  formés  par  la  première  sécante,  divisé 
par  le  produit  des  segments  formés  par  la  seconde  sécante , 
donne  un  quotientconstant,  quelque  soit  le  point  fixe,  pourvu 
que  les  sécantes  conservent  mêmes  directions. 

Démonstration.  Soit  P„+  P„_  ,  + P(o)  =  0  l'é- 
quation de  la  ligne  de  l'ordre /«  ;  et  ?„  =  A/'»  + +Cjr"'; 

prenons  le  point  fixe  pour  origine  et  les  sécantes  pour  axes. 

Premier  cas.  Aucune  des  trois  quantités  A,  C,  P(o)  n'est 

nulle;  faisons ^ ::=  0 ;  le  produit  des  segments  formés  par 

p 
l'axe  des  x  est  égal  à  (—1)"*  ~;  de  même  le  produit  des  seg- 

p 

ments  formés  par  l'axe  desy  est  ( — 1)"  —  ;  ce  produit  divisé 
par  le  précédent  donne  pour  quotient  —  ;  prenons  maintenant 

A. 

des  sécantes  parallèles  aux  précédentes  et  n'ayant  pas  non 
plus  leur  point  commun  sur  la  courbe  ;  prenant  ces  nou- 
velles sécantes  pour  axes,  le  terme  P^  ne  changera  pas  (L,  co- 
roll.  1  )  ;  les  coefficients  A  et  C  ne  changeant  pas ,  le  rap- 

G 
port  -  reste  le  même. 

A 

Pc  )  c 

2°  cas.  Si  A  seul  est  zéro,  alors  —^  est  infini ,  et  —  est  nul  ; 

A  A 

ce  rapport  restera  nul  pour  toutes  les  sécantes  parallèles  aux 

P() 
axes  ;  et —T^  restera  toujours  infini  tant  que  Py  n'est  pas 

A 

nul  ;  donc  si  une  droite  rencontre  une  courbe  à  l'infini ,  toute 
droite  parallèle  la  rencontre  aussi  à  rinfini. 

Si  C  seul  est  zéro,  on  a  des  conclusions  analogues. 

3"  cas.  Si  P(o)  seul  est  zéro,  alors  l'origine  est  sur  la  courbe  ; 

Pf  )  P'  ) 

— p,  -^  sont  nuls  et  leur  rapport   se  présente   sous  la 

A        (j 
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0  C 

forme  -  ;  toutefois  ce  rapport  est  déterminé  et  égal  à  —  5 

i/  A. 

car,  supposons  l'origine  très-près  de  la  courbe,  alors  ?(„)  est 

inGniraent  petit  et  le  rapport  scgmentaire  est  toujours  — . 

C 

4'  cas.  Si  C  et  A  sont  nuls,  le  rapport  scgmentaire  —  de- 

A. 

0 

vient  -  cl  reste  indéterminé,  et  le  théorème  des  Segments  n'a 

plus  lieu  ,  autrement ,  toutes  les  fois  que  les  deux  sécantes 
rencontrent  la  courbe  à  l'infini ,  la  constance  du  rapport  scg- 
mentaire n'existe  plus. 

5"^  cas.  Si  A  et  P(o)  sont  nuls,  le  rapport  -  devient  et  reste 
infini. 

Observation  1 .  Dans  ce  qui  précède,  le  produit  des  seg- 
ments comprend  aussi  les  segments  imaginaires. 

Observation  2.  La  proportionnalité  des  produits  des  seg- 
ments dans  les  coniques  était  connue  des  anciens.  C'est  la 
proposition  XVII  du  troisième  livre  d'Apollonius,  ainsi 
énoncée  :  Les  rcclanc:lis  des  .segments  formés  jiar  deux  cor- 
des qui  se  coupent  sont  proportionnels  aux  carrés  des  tan- 
gentes parallèles  à  ces  eordes;  les  propositions  suivantes 
concernent  divers  cas  particuliers.  Newton  est  le  premier 
(|ai,  dans  l'ouvrage  cité  ci -dessus  (p.  4-23) ,  ait  étendu  cette 
propriété  aux  courbes  du  second  genre  (  troisième  ordre  )  ; 
cette  proposition  (VI,  p.  4)  ainsi  que  toutes  les  autres  qu'on 
trouve  dans  cet  ouvrage  sont  énoncées  sans  démonstration  ; 
(■Uos  ont  été  données  ensuite  par  divers  géomètres. 

Observation  essentielle.  Une  ligne  de  l'ordre  m  comprend 
aussi  un  système  de  lignes  quekonques,  situées  sur  un  même 
plan  et  dont  la  somme  des  degrés  est  égale  à  m.  Ainsi  ^  les 
propriétés  des  segments  s'appliquent  à  un  système  de  m 
droites  dans  un  mérac  plan,  etc.;  nous  ne  répéterons  plus 
cette  observation. 
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LV.  Cas  particuliers,  l"  Si  sur  une  droite  renconlranl 
ia  courbe  à  linfini,  on  prend  deux  points  O,  O'  par  lesquels 
on  mène  deux  sécantes  quelconques  parallèles ,  les  produits 
des  segments  formés  par  les  deux  sécantes  sont  entre  eux 
comme  les  produits  des  segments  finis ,  réels  et  imaginaires 
formés  sur  la  droite  aux  points  O  et  0'  ;  car  les  segments  in- 
finis dans  les  deux  produits,  ne  différant  que  de  la  quantité 
finie  00',  sont  égaux.  Ainsi,  dans  la  parabole,  deux  cordes 
parallèles  étant  rencontrées  par  un  diamètre  quelconque,  les 
produits  des  segments  formés  sur  ces  cordes  sont  entre  eux 
comme  les  parties  du  diamètre  interceptées  entre  les  cordes 
et  la  courbe;  il  en  est  de  même  dans  l'hyperbole  lorsque  les 
cordes  parallèles  sont  coupées  par  une  droite  parallèle  à  une 
asymptote. 

2°  Une  corde  étant  conjuguée  à  un  diamètre,  le  théorème 
des  segments  donne  directement  dans  les  deux  coniques  à 
centre  :  le  carré  de  la  demi-corde  est  au  produit  des  segments 
du  diamètre  comme  le  paramètre  du  diamètre  est  à  la  lon- 
gueur du  diamètre  ;  et  dans  la  parabole  :  le  carré  de  la  demi- 
corde  est  équivalent  au  rectangle  formé  du  paramètre  et  du 
segment  fini  du  diamètre.  Ecrites  algébriquement,  ces  pro- 
positions fournissent  les  équations  les  plus  simplfs  des  coni- 
ques. C'est  à  ces  mêmes  équations,  l'origine  étant  au  sommet, 
que  les  coniques  doivent  leurs  noms,  comme  nous  le  dirons 
dans  ua  article  sur  l'origine  de  diverses  dénominations. 

LVI-  Problètne.  Une  courbe  algébrique  du  degré  m  étant 
tracée,  mener  une  tangente  par  un  point  pris  sur  la  courbe. 

Solution.  Par  un  point  O  pris  dans  le  plan  de  la  courbe 
menons  deux  sécantes,  rencontrant  chacune  la  ligne  en  /u 
points  réels  et  à  distances  finies ,  chaque  sécante  fournit  m 
segments,  à  partir  du  point  O.  Soit  OM  un  segment  pris  sur 
la  première  sécante,  et  représentonspar  P  le  produit  des  m — 1 
autres  segments  ;  représentons  de  même  par  OM'  et  P'  des 
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quantités  analogues  pour  la  seconde  sécante  ;  et  désignons 
par  R  le  rapport  constant  des  deux  produits ,  on  a  donc  : 

OM.P       „         ,,  .        OM       RP' 

prenons  sur  la  sécante  OIVI  un  point  N  et  sur  la  seconde  sé- 
cante un  point  N'  tels  que  l'on  ait  : 

OM  _  ON  _  R.F 
OM'"~OJN' ""TT' 

il  est  évident  que  la  droite  NN'  est  parallèle  à  la  corde  MM'. 

Supposons  que  le  point  O  se  transporte  sur  la  courbe ,  le 

t>M'  ,  .    ,  0  ,     ,  .  RP' 

rapport  --^  prend  la  forme  -,  mais  est  égal  a  -  -,  et  la 

corde  MM'  devient  une  tangente;  de  là  résulte  cette  con- 
struction :  par  le  point  de  contact  S  on  mène  deux  sécantes 
rencontrant  chacune  la  courbe  en  m — !  autres  points  réels , 
à  distances  finies,  faisant  le  produit  des  m — 1  segments, 

P' 

on  a  le  rapport  —  ;  par  un  point  quelconque  O  non  situé  sur 

la  courbe,  on  mène  deux  sécantes  parallèles  aux  cordes,  ce 

qui  fait  connaître  R;  prenant  sur  les  cordes  deux  lon- 

SN        RP' 
gueurs  SN,  SN'  telles  que  l'on  ait  5^=  —5- ,  la  droite  me- 

née  par  S  parallèlement  à  NN'  est  la  tangente  demandée. 

application  aux  coniques.  Par  le  point  S  je  mène  deux 

P'       ST'  • 

cordes  ST,  ST'  ;  on  a  donc  -  =  ;t^  ;  par  un  point  V  pris 

sur  ST,  je  mène  une  parallèle  LVL'à  la  corde  ST';  on  a  donc: 

SV.VT         ,  SN        SV.VT.ST' 

^^LVTVT'^      *'*'°'      SN^=  LV.VL.ST^ 

SV  VT  ST' 
prenant  SN'=ST,  il  vient  SN  ^  —TTrérT-  i  l»g"C  facile  à 

LV .  y  L 
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construire;  mais  il  faut  faire  attention  aux  signes  des  seg- 
ments pour  savoir  dans  quel  sens  il  faut  porter  SN. 

Si  les  cordes  ST,  ST'  sont  également  inclinées  sur  un  axe 
principal,  ce  qui  arrive  lorsqu'elles  sont  parallèles  à  deux 
diamètres  égaux  ou  bien  à  deux  cordes  égales  passant  par  un 
sommet ,  alors  on  a  évidemment  SV.YT  =  LV.VL';  donc,  si 
SN'  =  ST,  on  a  aussi  SN  =  ST'.  II  suffît  donc  dans  ce  cas  de 
porter  ST  sur  ST'  et  ST'  sur  ST';  dans  le  cercle,  tous  les  dia- 
mètres étant  égaux  ,  la  construction  existe  pour  des  cordes 
quelconques;  elle  est  due  ainsi  que  la  suivante  à  Maclaurin. 

LVII.  Cercles  osculateurs  dans  les  coniques.  Les  cordes  ST, 
ST'  étant  également  inclinées  sur  un  axe  principal,  le  cercle 
qui  passe  par  les  trois  points  S,  T,  T',  a  donc  au  point  S  même 
tangente  que  la  conique;  c'est-à-dire  que  le  cercle  a  deux 
points  en  commun  avec  la  conique  au  point  S,  et  deux  autres 
points  en  T  et  T';  si  le  point  T  se  rapproche  continuellement 
de  S,  la  corde  ST  devient  finalement  une  tangente  et  ST'  une 
corde  ayant  même  inclinaison  sur  l'axe  principal  que  la  tan- 
gente ;  le  cercle  qui  a  même  tangente  et  même  corde  ST'  se 
nomme  cercle  osculateur;  il  a  trois  points  en  commun  avec 
la  conique  au  point  S  et  un  autre  au  point  T'.  Le  rayon  de  ce 
cercle  est  lerayon  de  courbure  ;  ainsi ,  pour  construire  le  cer- 
cle osculateur  en  un  point  donné  S  sur  la  conique ,  on  mène 
par  ce  point  une  tangente  et  puis  une  corde  ayant  sur  un  axe 
même  inclinaison  que  la  tangente  ;  le  cercle  qui  a  la  même 
tangente  et  la  même  corde  est  le  cercle  osculateur  cherché. 

Cette  construction  est  impraticable  aux  sommets ,  parce 
que,  en  ces  points,  le  cercle  osculateur  a  un  point  quadruple 
en  commun  avec  la  courbure  ;  mais  on  sait  par  d'autres  con- 
sidérations qu'aux  extrémités  d'un  axe  principal ,  le  rayon  de 
courbure  est  égal  au  demi-paramètre  de  cet  axe.  Nous  re- 
viendrons sur  cette  matière,  et  voir  aussi  tome  II ,  p.  75  et  1 83 . 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 
au  concours  d'agrégation  pour  les  sciences  mathématiques. 

l"  En  1844.  , 

Composition  d'analyse. 
Intégrer  les  deux  équations 
dx         dv 


tly       d'x  dx 

dt        dl'^     dl  '  -^         I    1/  1  _|_  / 


"Jo\/T+7^' 


en  expliquant  la  méthode  qu'on  aura  suivie. 

Composition  de  mécanique. 

Déterminer  les  lois  des  petites  oscillations  d'un  01  flexible 
inextensible  et  sans  masse,  suspendu  à  un  point  fixe  et  chargé 
de  deux  points  matériels  pesants,  en  supposant  qu'à  l'origine 
du  mouvement  les  deux  points  matériels  n'aient  pas  de  vi- 
tesse et  qu'ils  se  trouvent  avec  le  point  de  suspension  sur 
une  même  ligne  droite  qui  s'écarte  très-peu  de  la  verticale. 

Chercher  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour 
que  chacun  de  ces  points  oscille  comme  un  pendule  simple. 

2°  En  1843. 

Composition  d'analyse. 

Donner  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  linéaires  et  du  premier  ordre. 
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Trouver  l'équation  des  surfaces  telle  que  si ,  par  un  point 
donné ,  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan  tangent ,  le 
rectangle  construit  sur  cette  perpendiculaire  et  sur  la  portion 
de  la  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et  un  plan 
fixe  mené  par  le  point  donné,  soit  équivalent  au  carré  de  la 
distance  du  point  donné  au  point  de  contact. 

Composition  de  mécanique. 

Déterminer  le  mouvement  d'une  ligne  droite  pesante  et 
homogène  dont  un  point  est  fixé ,  dont  la  position  initiale  est 
quelconque ,  et  à  laquelle  on  applique  une  percussion  en  un 
point  donné. 

On  fera  voir  l'analogie  de  ce  mouvement  avec  celui  d'un 
pendule  simple  ,  on  assignera  les  circonstances  initiales  du 
mouvement  et  la  pression  variable  sur  le  point  fixe. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  droite  décrit  un 
cône  droit  vertical  et  celui  où  elle  s'écarte  très-peu  de  la 
verticale. 

3'  En  1842. 

Composition  d'analyse. 

Étant  donnée  une  série  de  paraboles  ayant  même  grand 
axe  et  même  foyer ,  déterminer  les  courbes  qui  coupent  ces 
paraboles  à  angle  droit. 

Déterminer  les  courbes  qui  coupent  à  angle  droit  une  série 
d'ellipses  de  même  foyer. 

Composition  de  mécanique. 

Donner  les  conditions  d'équilibre  d'un  Gl  flexible  et  inex- 
tensible libre  ou  placé  sur  une  surface ,  et  sollicité  par  des 
forces  quelconques. 

Démontrer  qu'un  fil  flexible  homogène  et  sans  pesanteur 
peut  tourner  autour  de  la  droite  qui  joint  ses  extrémités 
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lixcs,  en  conservant  une  ligure  permanente,  et  déterminer 
cette  figure  :  on  fait  abstraction  de  la  résistance  de  l'air  cl 
des  frottements. 


MÉMOIRE 

SDR 

QUELQUES  SÉRIES  DE  SINUS  ET  COSINUS. 
PAR  I..  A.  XiECOINTE. 


Euler  a  donné ,  dans  son  Introduction  à  l'Analyse  infinité- 
simale [Introductio  in  Analysin  infinilorum  ,  t.  1"',  p.  218), 
plusieurs  séries  de  sinus  et  de  cosinus ,  et  ce  sont  ces  séries 
qui  font  l'objet  du  mémoire  que  nous  croyons  devoir  publier. 

On  sait  que  cet  illustre  géomètre  a  clé  conduit  à  la  som- 
matioD  de  ces  séries  en  ayant  recours  aux  séries  récurrentes, 
ce  qui  exige  les  notions  de  l'Algèbre  supérieure  ,  tandis  que 
le  procédé  que  nous  allons  présenter  ici ,  pour  arriver  au 
même  but ,  nous  parait  beaucoup  plus  simple ,  en  ce  qu'il  ne 
touche  nullement  aux  questions  de  l'Analyse  supérieure. 

I. 

Considérons  d'abord  les  deux  séries  infinies  : 

sin«-|-sin2a-j-sin  3a  +  sin4a+sin5<i-|- 

cosa-|-cos2a-)-cos3a  +  <^os4a-|-cos5û-|- 


cl  proposons-nous  de  les  sommer  ;  pour  cela  ,  représentons  , 
pour  plus  de  simplicité  ,  par  S  la  première  série  (celle  des 
sinus),  et  par  C  la  seconde  (celle  des  cosinus). 


et 
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Maintenant  si  l'on  remarque  que 

sin  a  = sin  a 

sin  2a  ^  sin  a  cos  a  +  sin  a  cos  a 
sin  3a  ^sin  2<2C0sa  -|- sin  «cos  2a 
sin4a  =  sin  3acosa+sin  a  cos  3a 
sin5a=sin4acosa+sinacos4a   Clc. 

cos  fl  =  .  .  .  .  cos  a 
cos  2a  ^  cos  a  cos  a  —  sin  a  sin  a 
cos  3a = cos  2a  cos  a  —  sin2asina 
cos4a  =  cos3acosa — sinSasina 
cos  5a  =r  cos  4a  cos  a — sin4asina   etc. 


on  aura  les  équations  suivantes  : 

S  =  S.  cos  a  4-  (  I  +  C)  sin  a, 
C  =  (1  +  G)  cos  a  —  S.  sin  a. 

Ces  deux  équations ,  ne  renfermant  que  les  deux  inconnues 
S  et  C ,  donnent  les  expressions  suivantes  de  ces  deux  in- 
connues : 

g_        sina  C=— * 

2(1— cosa)'  2' 

Ainsi ,  nous  avons  : 

sin  a 

(1)    sino+sin2a+sin3a+sm4a+sin5a+....  ^ -— ;, 

2(1— cosa) 

1 

(i)    cosa+cos2a+cos3a+cos4a+cos5a+...  =  — -. 

II. 

Proposons-nous ,  maintenant ,  de  sommer  les  deux  séries- 
inCnies  : 


sina-{-sin(a-f-Z>)-|-sin(a-|-2i)  +sin  (a-|-3i)-|-- 
cosa-j-cos  (a -\-  b)  -f-cos (a-f  2fc)-|-  cos  [a  -\-  3b)  -J-. 
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pour  cela ,  représentons  toujours  par  S  la  première  série 
(celle  des  sinus) ,  et  par  C  la  seconde  (celle  des  cosinus). 
Si  nous  remarquons  que 

sin  a  =  sin  fl 
sin(a-|-^)  =  sin  a  ces  fr  4"  sin  &  cos  rt 
sin(rt+26)  =  sinacos2t  +  S'"-''COS<ï 
sin  {a  -\-  3b)  =  sina  cos  Si»  -f-  sin  3b  ces  a  ctc 


et 


cos  a  =  cos  a 
cos  {a-\-  b)  =  cos  a  cos  b  — sin  a  sin  ^ 
cos  [a  -\-  2b]  =  cos  a  cos  26 — sin  a  sin  26 
cos(rt  +  36)=cosacos36  — sinrtsin36ctc 


on  aura  : 


S=  sina(l  -j- cos 6  + cos 26+ ces 36  + )  + 

+  cos  a  (sin  6  + sin  26  + sin  36+ ) , 

C  =  cosa(l  +cos6  +  cos26  +  cos36+ )  — 

—  sina(sin  6  +sin26  +  sin  36+ )  ; 

ou  bien  ,  en  vertu  des  séries  (1)  et  (2) ,  §  1"  = 

„        .         1    ,  sin  6  sin  a  —  sin  (a  —  6) 

S=sma.  -  -\-cosa.  -—- = ; , 

2    '  2(1— cos6)  2 (t— cos 6) 

1  .               sin  6            cosa — cos(<z  —  6) 
L=cosa.  -  —  sin  a.  — r-  = ; : 

2  2(1— cos  6)  2(1— cos  6)     ' 

mais ,  on  a  : 

sina  —  sin(a — 6)=2cos  la j  sin-, 

cosa — cos(a— 6)= — 2sin  la )  sin-  , 

^  V         2/        2' 

et  2(1 — cos  6)  =  4  sin' - , 


d'où 


cos 


(a )  sin  (a I 


^=-7-6^'       ^- — 

2sin  -  2sm- 

2  2 
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Ainsi,  nous  avons  : 

cos(«-- 

(3)  sma+s\u{a+b]+s\n{a+2b)+sinia+3b)+.  ..=  — 


.    b 
2s.n- 


SID 


(  4)  cosa+cos(rt+6)+cos(<i+26)+cos{a+36)+. 


H) 


.  b 

2  sin- 
2 


Nous  sommes  parvenus  à  la  sommation  de  ces  deux  séries, 
en  ayant  recours  à  celles  du  §  1",  mais  on  peut  y  arriver  di- 
rectement ,  comme  ,  dans  ce  paragraphe ,  pour  les  séries  de 
sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multiples  : 
En  effet ,  si  nous  remarquons  que 

sin  {a-\-  b)  =  sin  acosb-\-  sin  b  cos  a 
sin{a-{-2b)  =sm[a-\-b)  cos  b  -j-s\nbcos{a-]-b) 

sin  (a  +  3i)  =  sin  (a  +  2^)  cos  *  +  sin  i  cos  {a + 2b)  etc. . . 
et 

cos  (a-\-  b)  =  cos  <z  cos  i  —  sin  a  sin  b 

cos  {a-j-2b)  =  cos  (a  -\-  b)  cos  b  —  sin  {a  +  b)  sin  b 

cos (a+  3b)  =  cos(a  -\- 2b) cosb  —  sin  {a-{-2b) sin  b  etc. . . 

un  aura  : 

S=:sina  +  S .  cos6+C.sin6, 
C  =cos<z-(-  C .  cos  6  —  S .  sin  b, 

et  ces  deux  équations  nous  donneront  les  valeurs  de  S  et  C, 
trouvées  précédemment. 

III 

Dans  ce  paragraphe ,  nous  allons  nous  proposer  de  sommer 
les  séries  finies  : 

sina  +  sin2a  +  sin  3a  +  sin  4/2+ +  sin  na, 

cosa+cos2a+cos3a+cos4a+ +cos««, 

sin  a  +  sin  (a+b)  +sin  ia+2b)  +sin  (a+36) +  sin  (a+nb), 

CQSa  +c.os{a-hh)i-cos(a+2b)  +COS  {a+3b) +COS  (a+nb). 

Ass.  DE  Matuiîii.  III.  o5 
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Euler  est  arrivé  à  la  sommation  de  ces  séries  en  ayant  re- 
cours aux  séries  (3)  et  (4)  du  §  2  ;  mais  on  peut  y  arriver  di- 
reclcnienl  par  la  méthode  de  décomposition  appliquée  simul- 
tanément à  diux  des  séries  précédentes ,  et  que  nous  avons 
fait  connaître  dans  les  §§  1  et  2. 

Ainsi ,  considérons  d'abord  les  deux  séries 

sina-f-sin2a-|-sin  3a -\- s\n  ia -{- -f"Sinn«, 

cosa-\-cos'2a-\-  cos3a-{-  co&3a-\- -fcoswa, 

l'I  proposons-nous  de  les  sommer. 

Pour  cela  ,  représentons  la  première  (celle  des  sinns)  par 
S,  et  la  seconde  (celle  des  cosinus)  par  C. 

Si  on  décompose  les  quantités 

sina,  sin2â,  sinS^/,  siaia siu/ta 

el  cosa,  cos2a,  cos3a,  cos4fl cos/irt 

de  la  mémo  manière  que  dans  le  $  1",  on  sera  conduit  aux 

deux  équations 

S  =  (S  —  sin  na)  cosa  -f-  (C  —  cos  na-\-i)  sin  a, 
C=;(C  —  cos  na  +  1)  cosa  —  (S — sin  n«)  sin  a 

qui ,  ne  renfermant  que  les  deux  inconnues  S  et  C ,  nous 

donneront  : 

.    a                ,    a  a        ,         .    a 

sm- («+1)  sm- rt  cos  -  (/i-j-i)sm -« 

2                     2  2                     2 

S= = —,    C  = = —. 

.    <^  .     a 

sin  -  sm  - 

2  2 

Maintenant ,  supposons  qu'il  s'agisse  de  sommer  les  deux 
autres  séries 

siaa+sia(a  +  b)+siQ[a  +  2b)+s\D(a  +  Sb}+...+siu{a+nb), 
cosa+cos  {a+b)  +cos(a  +  2^)-t-cos  (o+ 3i)  -H. . .  +  cos  [a+nb). 

Représentons  toujours  la  première  par  S  et  la  seconde 
par  C. 
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Si  on  décompose  les  quantités 

sina,  sin(«  +  ^),  sin{a  +  2i),  sin(a+3t)...  s\a{a  +  nb), 
et   cosa,  cos(a+b),  cos(a+2b),  cos(a  +  36)...  cos{a  +  nb), 

de  la  même  manière  que  dans  le  §  2 ,  on  sera  conduit  aux 
deux  expressions  suivantes  de  S  et  C  r 

S  =  sin«(l  +C0S  b  +  cos2b+  cos3b  +  ....  +  cos  nb)  + 
+  C0S  a(sin  b+sin  2b  +  sin  3Z»+ +sin  «6) , 

C  =  cosa(l+cos6+cos2i  +  cos36  + +cosn6)  — 

—  sina(sin&+sin  264-sin  3i+ +sin/i6); 

et ,  par  suite , 

.    /        b    \   .    b  I       b    \   .    b 

sml  a  +  -n  isin-(«  +  l)  cosi  a+-«  Isin-  (n  +  i) 

s  = '—iT^ 'G= '—^ . 

^'"-2  '"*2 

On  aurait  pu  parvenir  directement  à  ces  formules  sans 
avoir  besoin  de  connaître  les  sommations  des  séries  de  sinus 
et  de  cosinus  d'arcs  multiples. 

En  effet ,  remarquons ,  comme  dans  le  §  2 ,  que 

sin{a  +6)  =  sin  a  cos  b  +  %mb  cos  a 

sin(rt  +  2b)  =sin(a+  b)  cos  6+ sin  b  cos[a  +b) 

sin(a+3i)  =  sin(a+26)cos6  +  sin6cos(a+26) 


sin(a  +  n6)=  sin  [a  +  {n — i)b]  cos  6+ sin  b cos[d+(n  — 1  )b] 

cos{a  +  6)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b 
cos{a+2b)  =  cos{a+b)cosb  —  sin(a  +  6)  sin  b 
cos{a  +  36) :=  cos(a  +  2b)  cos  b  —  sin(rt+  26)  sin  b 


cos(a+  nb)  =  cos[a  +  {n  —  l]b]  cos 6  —  sin[a  +{n — 1)6] sin  6, 
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d'où  on  déduit  les  denx  équations 

S =sin  «  +  [ S  —  sin(a+  nb)]  cos  i  +[ G  —  cos{a  +  nb)]  sia  b, 
C=cosa+[C  —  cos(a  +  nb)]  cosb  —  [S—  sin(<z  +  «6)]  sin  b, 

lesquelles  donneront  pour  S  et  G  les  valeurs  trouvées  précé- 
demment. 

Des  séries  que  nous  venons  de  donner ,  il  est  facile  de 
déduire  celles-ci  : 

(1)  cosa+cos3a+cos5a-t- cos7a  + + 

1  sin(«-M)2a 

-l-C0S(2«-H)a  =  -. ^ — , 

2  sm  a 

(S>)         cos  2(Z+  cos  2.2a  -t-  cos  3.2a  +  cos  4.2a+ + 

1  1   sin  {2n  +  3)a 
+  COS  «-I-1  2a=  — -+-. : , 

2  2        sm  a 

(3)  cos  a  +  cos  3rt -1- cos  5a -(- cos  7a -)- + 

1  sin  2rta 
-)- cos  {2h  — !)«=-•.      . , 

2  sm  a 

(4)  cos  2a  +  cos  2.2a  +  cos  3.2a  +  cos  4.2a+ + 

1  1    sin(27i— 1)a 
-H  cos  («  - 1  2a=: — -  H- -  .  — -. . 

2  2  sm  a 

Maintenant,  «  désignant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon 
est  1 ,  faisons  dans  les  séries  (1)  cl  (2),  §  4  :  a^ 


'2/1  +  3' 


et  dans  les  séries  (3)  et  (4) ,  §  4    a  =  —  ,  on  aura  : 

2« 


C0Sf-J-C0S3iJ>-t-C0S5if4-C0S7<p  + +C0S(2«-H  l)ii>=-, 

cos2?+cos2.2ç+cos3.2(p-(-cos4.2<î>+ +cos(rt+l)2(p  =  — -, 

cos\!'  +  cos3J/-J-cos5>{'-)-cos7|'-t- -t-cos(2/i— l)i;/  =  0, 

cos  2-J/+cos2.2J/+cos3.2<J<-+- cos  4.21-1- +cos(«— 1)2J;=0, 

en  représentant par  f  et  —  par  -j-. 
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Ces  dernières  séries  sont  très-importantes ,  ainsi  que  nous 
le  verrons  dans  un  mémoire  que  nous  publierons  prochaine- 
ment ,  et  qui  est  relatif  à  la  théorie  des  nombres  et  à  la  géo- 
métrie de  situation. 

Si  dans  la  série 

cos  ?  +  cos  3ip  +  cos  5f  -I-  cos  7<f  -f- -l-  cos  (2n  -f- 1  )(p  =  -  , 

nous  posons  ç  =  —  ou  2«+  3  =^  17,  nous  aurons  la  série 

COS  f +COS  So+COSStp+COSTy-l-COS  9<p-|-C0Sl  1  if-l-COSt  3!f +cosl  5<p=^- 

(  Legendre ,  Théorie  des  nombres ,  3'  édit.,  t.  II ,  p.  221 ,  et 
Géométrie ,  p.  429.) 

Maintenant,  si  dans  la  même  série  nous  posons  2«-l-  3  =  7, 
nous  aurons  : 

1 


uu  bien 


cos  <f  +  COS  3»  +  COS  5<p  =  •  , 


1 

COS if  +  COS  3if  —  COS 2?  =  -, 


d'où,  en  remplaçant  cos  3tp  par  4  cos'? — 3  cos  y  et  cos2if 
par  2  cos  '<p  —  1 ,  on  déduit  : 

(2  COS  if  —  (2  cos  <p)'  —  2(2  cos  tp)  -(- 1  =  0. 

Cette  équation  ,  qui  donne  l'inscription  du  polygone  régu- 
lier de  sept  côtés ,  est  la  même  que  celle  donnée  par  Legen- 
dre dans  son  traité  sur  la  théorie  des  nombres  ,  t.  II ,  p.  214, 
excepté  que  l'inconnue  a  été  changée  de  signe. 

Si  dans  l'équation   précédente  on    remplace   cos  9  par 

V  1  — sin'ai,  on  aura  l'équation 

(2  5!^)-)'— 7(2sin«.)«+14(2sinî)'— 7  =  0, 

qui  est  celle  donnée  par  Kepler  dans  son  Harmonique  du 
monde  (  Harmonices  mundi ,  1619,  in-fol.  ). 
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Lagrange  a  donné  ,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin ,  la  formule  suivante  :  ( 

„_,   .      „   .  sinmcpsin(m — 1)0  —  sin  (w — 1)i]>sinmO 

ï,"  ■sm/iOsm«T  = ^, , 

2(cos<i>— cosO) 

n  étant  une  variable,  de  telle  sorte  que  s.*""'  sin  «0  sin  n<f  nous 
représente  la  série  finie 

sin  esin  'y+sin2Gsin2ii)+sin30sin3i)+ +sin(wi — 1  )Osin('«—  I  )?, 

et  c'est  cette  formule  que  nous  allons  démontrer. 

Démonstration.  On  a  la  relation 

sm  a  sm  b=-  cos  {a  —  b) cos  (a+b) , 

d'où,  en  posant 9  — (f=o,  0+y=w, 

z,""  sin  nB  sin  n<f=  -[cos J+cos  2iî+co  3S+ +cos(m  — 1  )^]  — 

—  -[C0Sw  +  C0S2u+C0S3l0+ +COS  [m  —  l)w]  ; 

mais  on  a  ,  d'après  le  §  3  : 

S      .    S 
•     cos  -nism  -  (m — 1  ) 
2           2 
COS  ^+cos  2o+  cos  3S+ +COS  {m—i)S— , 

.     0 

sm- 

cos-/?«in  -{m — 1) 
2           2 
cos  w+COS  2(a+C0S  3oH- +  C0S(»l — 1  )tù  = , 

r.j 

sin- 
2 

d'où 

s,"**'  sin  nô  sin  nrf  = 
S  y  lû  ■*>        .    0)  .5 

cos-msm-(/rt  —  1)  sm cos  -  m  sm  -  (w —  1)  sm  - 

_1       2  2  2  2  2  2 

2  0  O) 

sm  ^  sm  ^ 
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mais 


cos-  m  sin 
2 


lin^Cm  — t)=-lsin-(2m  — D— sm-J, 

tu       w  ir.",^      .s     -"T 

cos-  m  sin  -{m—  1)  =  -    sin  -  (2w  — 1)— sin  -    , 
d'où 

sin -(2m — l)sin-  —  sin-  ['2m — l)sin- 
^""■sinnO  sin  no  =  ■ ^^-;^ -^ 

0      ,      ta 

4  sin  -  sin  - 
2        2 

ou  bien 

ï,"~'  sin  «6  sin  ri(f  = 


sin 


('-y)l2„-l|,lnC^)-sl.,C-i-'>,.-l),mC-=-') 


or ,  nons  avons 
sin 


in(Y^)(2m-l)sin(^^-|2^  = 

=  -  cos  [{m  —  1  6  —  nif] cos  [ OTÔ  —  {m  —  1  )<p ]  , 


Sin  I  -^  )  (2m—  1)  sin^— '')  = 


•m 


=  -C0s[(m — DB  +  wy]  —  -cos  [/w9  +  [m—  l)<f], 

et  2  sin  i  -—  j  sin  (  -     1  =  cos  ?  —  cos  6  , 

d'où 

2,""'  sin  /i9  sin  nç  = 

cos[(«i-l  )9-TCtp]-cos[«iO-  (/n-1  ]o)]-cos[(ot-1  )9+n!tp]  •f-cos[/«9+(//j-l  )y] 

4(cos? — cos  6) 
mais 

cos  [(m — 1)0 — mif]=cos(ni — 1  )6  cos '7iii)+ sin  (w— 1)0  sin /«y  . 
cos  [/nO— (m— l)tp]  =  cos  w9  COS  {m — l)y+sin  mQ  sin  (m — 1}^, 


—  528  — 

cos  [{m — i)^+m'f]=  cos  {m — 1)9  cos  mtf  —  sin  (w — 1)9  sin  mtf, 
COS  [mO+{m — i)f]=  COS  rnO  cos  {m — l)(p —  sin  mO  sin  (f» — l)y , 

d'où  on  déduit  cnGn  : 

__    .         .            sin/n»sin(m — 1)0 — sinfm  —  l)9sinm') 
ï.      sm  «Qsin  «»  = ; ^ 1 . 

2(C0S'f  —  COSÎl) 

Ainsi  la  formule  de  Lagrange  se  trouve  démontrée. 


SUR  LES  COURBES 

où  le  rayon  de  courbure  a  un  rapport  constant  avec  la  partie 
de  la  normale  interceptée  entre  la  courbe  et  une  droite  fixe. 
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ancien  i-h'-ve  île  l'École  polytechnique. 


Dans  toute  parabole  ,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la 
portion  de  normale  interceplée  entre  la  courbe  et  sa  directrice. 
CeKe  propriété  a  été  signalée  (I.  II,  p.  185)  et  démontrée 
par  des  considérations  de  géométrie  analytique.  Nous  l'éta- 
blirons par  le  calcul  diiïérenticl  ainsi  qu'il  suit  : 

J.  La  parabole ,  rapporlée  à  son  axe  et  à  son  sommet , 
ayant  pour  équation  ^'' =  2/>x ,  si  on  transporte  l'origine  au 
pied  de  la  directrice  ,  cette  équation  devient 

ou  plus  symétriquement  .)''-|-/>'  =  2/>j:.  II  en  résulte,  en 
différentiant  une  première  fois , 

yy'—Pi  d'où  y=-, 
y 

puii  en  différentiant  une  seconde  fois , 
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par  suite  lequarré  du  rayon  de  courbure,  an  point  x,^ 


y"        p'       p  ' 

et  le  quarré  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  sa 
directrice  prise  pour  axe  des  j-  : 

Donc  R'  =  4.N%  ou  bien  R  =  2N.  C.  Q.  F.  D. 

II.  Soit  encore  (^  —  h)'=2plx — ^\  l'équation  collec- 
tive de  toutes  les  paraboles,  ayant  pour  directrice  l'axe  des 
y  et  pour  axe  une  parallèle  à  l'axe  des  x  ;  en  la  difiëren- 
tiant  deux  fois ,  on  obtient  successivement  : 

(1)  équation  primitive  {y—hy=:2px — />', 

(2)  {y—h)yr=p, 

(3)  {y—h)y'-{-y'=o. 

y"  y'j 

De  (3),  on  tire  y—h= -,  puis  de  (2),n  =  — "^-77,  qui , 

X  y 

r'*  2xj'''     y^ 

substituées  dans  (1) ,  donnent  —^,= ;; —,     (^)- 

y  y       y 

Cette  relation ,  résultant  de  l'élimination  de  h  et  de  p 
entre  (1),  (2),  (3),  exprime  une  propriété  commune  de 
toutes  les  paraboles  données  par  l'équation  (1);  mais  en 
transposant,  divisant  par  ,r'*,  multipliant  par  y,  puis  par 

V\  +y%  la  relation  (4)  devient  : 

y"  '       y 
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ou  bien 

y 

qu'il  fallait  démontrer. 

III.  Réciproquement ,  si  dans  une  courbe  le  rayon  de  cour- 
bure est  en  chaque  point  double  {et  de  sens  contraire)  de  la 
normale  comprise  entre  ce  point  et  une  droite  fixe ,  cette  courbe 
est  une  parabole  ayant  la  droite  fixe  pour  directrice.  —  La 
droite  fixe  étant  prise  pour  axe  des  y,  la  relation  supposée 
donne  en  chaque  point  de  la  courbe  : 


(1+yf  _    „  ^^i+y 
.Y  y 

ou,  par  la  suppression  de  k  1  -\-.r"  ■ 

équation  différentielle  de  la  courbe  proposée.  On  a  vu  ci-des- 
sus que  l'équation  en  termes  finis  [y  —  hf  =  2/;x  — p\  dans 
laquelle  il  entre  deux  constantes  arbitraires,  satisfait  en 
chacun  de  ses  points  à  l'équation  différentielle  du  second 
ordre  actuellement  proposée;  elle  en  est  donc  l'intégrale 
générale,  mais  on  la  retrouve  aussi  comme  il  suit. 

\  A.  y'"  2X 

L'équation  différentielle       ,,     = r  donne,  en  ayant 

y  y 

égardà.r"=^:  _g  =  -,^^^,d'où,en  intégrant, 
introduisant  une  première  constante  A ,  et  repassant  des  lo- 

t  y 

garithmcs  à  leurs  nombres — :=  ,  de  là  résulte  : 

fVc:      V/l-fj'" 

*  dx 

:  ,c'est-à-dire£(r=  — =^=r  «  d  où,  intégrant  et 


introduisant  une  nouvelle  constante /»  :  y=h-\-—yk''x—\, 

A. 
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2  4  2 

ou  bien  :  {y — hY=z^—x — —  ;  ou  enun  en  remplaçant  — 

A.  A.**  A 

par/7,  autre  constante  arbitraire  :  (y  —  h)'  =2px — p',  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

IV.  Nous  avons  dû,  dans  la  réciproque  précédente ,  intro- 
duire cette  restriction  ,  que  le  rayon  de  courbure  était  de  sens 

contraire  à  la  normale,  etc Pour  en  faire  comprendre  la 

nécessité,  nous  traiterons  cette  question  pins  générale  : 
Déterminer  la  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  est  à 
la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  une  droite  fixe,  dans  un 
rapport  constant  ? 

Soit  m  ce  rapport  constant  :  l'énoncé  donne  de  suite ,  en 
prenant  la  droite  fixe  pour  axe  desjr  : 


V-+7-  = 


mx- 


y  \  y  y 

l+y       mx             ^            ,    dx               df 
ou  bien      ' ,,     =  — j- ,  ou  autrement — — 


y"  y  '  '"^      yyi^y 

1  , 

—  V 

d'où  en  intégrant  :  Ax"*  = .  A  étant  une  constante 

\/i+y" 
arbitraire-,  de  là  résulte  d'abord  : 

Ax' 

L'intégration  de  cette  dernière  formule  donnera,  en  termes 
finis,  l'équation  du  lieu  demandé  pour  chaque  valeur  de  m; 
mais  il  importe  d'observer  ici  toute  l'influence  du  signe 
de  m. 

Si  le  rayon  de  courbure  doit  être  de  môme  sens  que  la 
normale  considérée ,  il  faut  prendre  m>  0  ,  et  la  formule 


Ax'"  l  Ax" 

y'  = i:zz::z:zr:    puis  enfin      ^  =  \  — .  dx. 

w        - 


2 


Ax"" 
conserve  la  forme  ci-dessus  ■  y  =\ ,  —  d.i 


lv/7 


A'x" 
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Si  le  rayon  de  courbure  doit  être  de  sens  contraire  à 
celui  delà  normale,  il  faut  prendre  m  <;0,  et  la  formule 

Kdx 
devient  en  remplaçant  m  par  —  m  .  ^  = 


l\/i-A.' 


Nous  intégrerons  l'une  et  l'autre  dans  les  cas  de  m=  1  et 

de  /w  =  2. 

_       ,  .  .  ^  f    kx.dx 

Dans  le  premier  cas,  si  in=  1,  on  a  :  ^=  I  —        — , 

„        Vy  —  A'x' 

dou  en   intégrant  :  ^  =  p ,    ou   bien  : 

A 

(^— P)'  +  -r'  =  T-,  i  ou  remplaçant  —  par  R'  :  {y—  p')  + 
A  A 

-|- jr'=R'.  Equation  qui ,  à  cause  de  l'indélerminatioii  des 
constantes  R  et  p ,  appartient  à  un  cercle  de  rayon  quelcon- 
que ayant  son  centre  en  un  point  quelconque  de  l'axe  des^-. 
Résultat  facile  à  prévoir  et  à  justifier. 

_        ,        .  .  ÇtS\/x .  dx 

Dans  le  même  cas ,  si  «j  =  2 ,  on  a    y  =  I  — — -^1=:: , 

d'où  en  intégrant  : 

y  =  6  +  -  arc  [sin  =  A  V~x\  —  ^  A  V/x  —  A'x'. 

Famille  de  lignes  transcendantes  fort  différentes  comme  un 
voit  des  paraboles  considérées  ci-dessus  ;  dans  les  unescommc 
dans  les  autres,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  nor- 
male; mais  dans  les  unes  il  est  de  même  sens,  dans  les  autres 
de  sens  contraire. 

Ç       Kdx 
Dans  le  second  cas ,  si  wi  =  1 ,  on  a  :  y  =  I  — -^z=:  > 

J   Vx'  —  h' 

d'où  en  intégrant  :  y  =  |3  -f  / 1  --  -f  \/  t-,  —  1  1  ■  Nou- 
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velle  famille  de  courbes  transcendantes  fort  différentes  des 
cercles  trouvés  ci-dessus. 
EnGn  dans  le  même  second  cas ,  si  to  =  2 ,  on  a  : 

kdx 


y- 


J 


V/a-  -  A" 

d'où  on  tire  par  intégration  ; 

r  =  P  +  2A|/x— A'. 
ou  bien 

(^— S)'=4A'^— /i.A4, 

ou  en  remplaçant  2A'  par  p  : 

(y-l^f~2px-p\ 

Equation  collective  des  paraboles  étudiées  dans  cet  article. 

NOTE 

sur  la  construction  des  racines  de  l'équation  complète  du 
quatrième  degré. 


Dans  les  Traités  d'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie , 
on  indique  le  moyen  de  construire  les  racines  d'une  équa- 
tion à  une  seule  inconnue ,  y (x)  =  0 ,  par  l'intersection  de 
deux  lignes  dont  les  équations  f{x,y)  =0,  |(jr,  jk)=0,  con- 
duisent à  la  proposée, y(j:)  =  0,  par  l'élimination  de  l'in- 
connue _y.  On  a  soin  de  faire  observer  que  le  choix  des 
équations  <f{x^y)^0,  ■^(x,  ^)  =  0,  peut  être  fait  d'une 
infinité  de  manières  diflerentes  :  la  condition  essentielle  con- 
sistant en  ce  que  l'élimination  de  j  donne  pour  résultat 
J'(x)  =  0,  ou  bien  une  équation  qui  contienne  toutes  les 
racines  réelles  dey {x)  =  0.  A  cela,  j'ajouterai  une  obser- 
vation qui ,  sans  doute ,  a  paru  trop  simple  aux  auteurs  des 
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Traités  où  elle  i»c  se  trouve  p^s  :  c'est  qu'il  faut  encore 
choisir  les  équations  ç{j:  ,  _f  )  =  0 ,  -^(x ,  j')  =  0 ,  de  manière 
que  les  lignes  représentées  par  ces  équations  aient  autant  de 
points  communs  que  la  proposée  /(.r)  =  0  a  de  racines 
réelles;  et  celle  condition  est  loin  d'être  remplie  par  tous  les 
systèmes  f{x,y}  =  0 ,  ^(x,  y)  =  Q  ,  qui  donnent  /(x)  =  0  en 
éliminant  y,  puisqu'il  est  facile  de  former  une  équation 
/(j:)  =  0,  dont  toutes  les  racines  soient  réelles,  et  qui  s'ob- 
tienne en  éliminant  y  de  deux  autres  tf[x,  j]=-0 ,  ■^{x,x)=0, 
représentant  des  courbes  dont  le  nombre  des  points  com- 
muns soit  inférieur  au  degré  de  la  proposée.  Ainsi,  par 
exemple,  l'équation  x^  —  ix^-\-^x'-\-'\x  —  4  =  0  a  pour 
racines  1, — 1,2,  2 ,  et  elle  résulte  immédiatement  de 
x*  —  ix^  =  3y'-\-i  ,  3r'-j-3x'  +  4ar— 3  =  0,  par  l'éliaii- 
nation  dej'.  Or,  les  lignes  que  représentent  ces  deux  dernières 
équations  n'ont  aucun  point  commun  du  côté  des  abscisses 
positives ,  car  les  abscisses  positives  des  points  de  la  première 
sont  toujours  plus  grandes  que  le  nombre  4 ,  et  ces  valeurs , 
substituées  à  x  dans  la  seconde,  donnent  pour  l'ordonnée^ 
des  valeurs  imaginaires  ('). 

Je  ne  me  propose  pas  de  présenter  ici  une  discussion  com- 
plète du  moyen  de  construire  les  racines  des  équations  de 
tous  les  degrés;  je  m'occuperai  seulement  de  l'équation  du 
quatrième  degré  x''  +  A.x'  +  Jix''+Cx+I)=0-  On  peut 
construire  ses  racines,  d'une  infinité  de  manières  différentes, 
par  l'intersection  de  deux  courbes  du  second  degré  :  afin 
que  ces  courbes  aient  autant  de  points  communs  que  l'équa- 
tion proposée  a  de  racines  réelles,  il  suffit  de  choisir  pour 
l'une  des  deux  équations  auxiliaires  une  équation  du  pre- 
mier degré  en  y,  par  exemple  x'=zy;  la  seconde  sera 
y''+Axy  +  By +ijx-rl)  =  0.  A  chaque  racine  réelle  a  de  la 
proposée,  correspondra  un  point  commun  aux  deux  courbes, 
dont  les  coordonnées  seront  :  x=^x,y=^3.'.  En  effc^t,  ce 
point  est  évidemment  sur  la  parabole  x'=,r,    et  il  ap- 


Cj  Les  deux  courbes  ont  d'ailleurs  deux  points  communs  correspondants  a 
une  abscisse  négative  égale  i  —  i . 
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parlient  aussi  à  l'hyperbole^' +  Ax>'+B/  +  Cx  +  D=  0;  car 

en  substituant  a  et  a  ^  jrel^  dans  cette  dernière  équation , 

on  parvient  à  l'cgalilé  0"  + Aa^  +  Bz'+Cz+D^O,  quia  lieu 

par  hypothèse. 

On  peut  aussi  construire  les  racines  réelles  de  l'équation 

(1) a-*H-Ax'  +  Bx'  +  Cjr  +  D=:0  par  l'intcrscctiou  d'une 

circonférence  cl  d'une  parabole.  Les  équations  de  ces  deux 

courbes  s'obtiennent  facilement  au  moyen  du  calcul  suivant. 

Ax  A 

Posons  x^=:-y — —...  (2) ,  il  en  résultera  x''+h.x^=y+—x, 

A' 

et  JT*  +  Ax' =:jk' T"'"  •   ^'"'  ^^^^^  l'équation  (1)  devient 

y+(^  —  -r)  x'  +  Cx  +  ï)  =  0...  (3).  On  aura  toutes  les  ra- 
cines réelles  de  la  proposée  en  déterminant  les  abscisses  des 
points  communs  aux  courbes  représentées  par  les  équations 
(2)  et  (3),  puisque  l'une  d'elles  est  du  premier  degré  en^. 

A' 
Actuellement,  je  multiplie  l'équation  (2)   par   1 — B  +  — , 

4 

et  je  l'ajoute,  membre  à  membre,  à  l'équation  (3),  il  viendra  : 
.r'+x'+[c+^+^-^]x-[l  +  ^"-B]r+D=0(4). 

Les  axes  des  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires, 
l'équation  (4)  représente  une  circonférence  dont  les  points 
communs  avec  la  parabole  (2)  ont  pour  abscisses  les  racines 
réelles  de  l'équation  proposée. 

Je  reprends,  comme  exemple,  l'équation  x^ —  ^x^  +  3x'+ 
4-4x—  4  =  0.  Le  coefficient  du  second  terme  étant  —  4 ,  je 
pose  x'=y+2vr,  d'où  x' — ix=x — 2xetx'' — ix':=y'—ii.x'. 
En  substituant  .y' — 4x*à  x'^ — ix^,  l'équation  donnée  devient 
y—x'+ix — 4=r0  ;  je  multiplie  par  2  l'équation  x''=:y+2x, 
et  je  l'ajoute  membre  à  mcuibre  a  y' — x'  +  ix  —  4  =  0,  il 
en  résulte  j^'-i-x' — 2y — 4  =  0,  ou  x'  +  {y  — 1)'  =  5.  Ainsi, 
on  obtiendra  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  donnée 
en  construisant  les  abscisses  des  points  communs  à  la  circon- 
férence x'+{y  —  1)"=  5  et  à  la  parabole  x'=^-h2j:.  C'est, 
au  reste ,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 
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En  effet,  la  parabole  a."  =^  +  2  j:  a  pour  axe  une  droite  AB 
parallèle  à  l'axe  des  ordonnées  OY ,  et  située  à  une  dis- 
tance OB  de  OY,  égale  à  l'unité  ;  le  soinnaet  de  la  courbe  est 
un  point  A  de  la  droite  AB,  à  une  distance  égale  à  — 1  de 
l'axe  OX  des  abscisses;  enQu  celte  parabole  passe  par  l'ori- 
gine 0  des  coordonnées  cl  coupe  l'axe  des  x  on  un  second 
point  C,  dont  la  dislance  à  l'origine  est  égale  au  nombre  2. 

La  circonférence  x'  +  (j'— 1)'  =  5  a  son  centre  sur  l'axe 
des  y  en  un  point  D,  à  une  dislance  OD  de  l'origine  égale 
à  1  ;  le  carré  de  son  rayon  est  5.  Or,  OD  =  1 ,  CO  =  2  don- 

nent  DC  =5;  donc  la  circonférence  contient  le  point  C ,  et 
Ton  voil  déjà  que  l'un  des  points  communs,  C,  aux  deux  cour- 
bes a  pour  abscisse  le  nombre  2;  d'ailleurs,  les  coordonnées 
du  centre  D  de  la  circonférence  étant  j:=0  ,  ^  ==  1  et  celles 
du  sommet  de  la  parabole  :  ^  =  —  1 ,  x=l ,  la  dislance  DA 
est  égale  à  V  5.  Ainsi  le  sommet  de  la  parabole  est  sur  la 
circonférence,  et  par  conséquent  l'abscisse  du  second  point 
commun  aux  deux  courbes  est  l'unité.  De  plus,  prolongez  la 
droite  AD  d'une  longueur  DG  =  AD,  de  l'autre  côté  de  l'axe 
des  y  :  le  point  G  appartiendra  évidemment  à  la  circonfé- 
rence, et  il  sera  aussi  sur  la  parabole,  car  l'axe  des^  est  le 
diamètre  de  la  parabole  qui  divise  en  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à  AD;  donc  les  deux  courbes  se  coupent  en  un 
troisième  point  dont  l'abscisse  est  —  1 .  Enfin ,  si  par  le  point 
C  on  mène  une  tangente  à  la  parabole,  elle  louchera  aussi  la 
circonférence;  car  nommons  L,  M  les  points  auxquels  cette 
droite  coupe  l'axe  AB  de  la  parabole  et  l'axe  des  y  qui  lui 
est  parallèle,  on  aura,  d'après  une  propriété  connue, 
AL  =  AB=:^I ,  d'oùLBr=2,  M0  =  *,  et  comme,  d'ailleurs, 
CO  =  2  et  OD  =  1 ,  la  droite  CO  sera  moyenne  géométrique 
entre  MO  et  OD.  Donc  CM  est  perpendiculaire  sur  CD, 
c'est-à-dire  que  CL  est  tangente  à  la  circonférence.  Alors,  les 
deux  courbes  doivent  être  considérées  comme  ayant  en  G 
deux  poinis  communs  dont  l'abscisse  est  le  nombre  2  ;  et  l'on 
trouve,  de  celle  manière,  par  une  conslruclion  géométrique, 
les  valeurs  des  quatre  racines  de  l'équation  proposée.       G . 


—  537  — 


PROBLEME  DE  COMBINAISON. 


PAR  A.  CHE VII.I. ARD , 

prorosseur  à  Sorè/.e. 


Diverses  personnes  en  nombre  quelconque  sétant  distribue 
différents  objets  connus,  trouver  à  l'aide  d'une  seule  donnée 
l'ordre  de  la  distribution  des  objets. 

J.  p-{-i  personnes  prennent  ^  +  1  objets  connus  dans  un 
ordre  inconnu,  qu'on  veut  deviner.  Pour  cela,  on  donnera 
à  la  1"=  1  jeton  ,  à  la  S"""  2  jetons,  à  la  S-""  3,  à  la  4""'  4,...  à 
la/7+l"'%/'+l  jetons.  Posant  ensuite  G  jetons  sur  la  table, 
vous  ordonnerez  qu'à  votre  insu  la  personne  qui  a  le  1" 
objet,  prenne  a:  fois  autant  de  jetons  qu'elle  en  a  reçu ,  que 
celle  qui  a  le  a"""  objet,  prenne^'  fois  autant  de  jetons  quelle 
en  a  reçu ,  3"'"  objet  z  fois  autant,...  p  -\-  1""=  objet ,  u  fois 
autant.  Demandant  ensuite  combien  il  reste  de  jetons  sur  la 
table,  il  faut,  à  l'aide  de  la  réponse,  déterminer  l'ordre  delà 
distribution  des  /'  +  1  objets. 

Si  la  t"  personne  a  pris  le  1"  objet ,  la  S"-'  le  2"%  la  3""° 
le  3"°%  etc.,  le  nombre  de  jetons  pris  sur  les  G  jetons,  sera 
x  +  2j'  +  3z4-...4-(/7  +  l)i';si  la  2°"^  a  pris  le  1",  la  1'% 
le  2""%  la  S"'"  le  3°"%  etc. ,  le  nombre  de  jetons  pris  sera 
iix-\-y  +  3z~\-...-\-{p-{-i)i>cla\ns'ide  suite,  ce  qui  fait 
1.2.3...  (^  +  1)  PPi'iiul^l'ons  diverses  suivant  lesquelles  les 
p-\-i  personnes  peuvent  se  distribuer  les  p-\- 1  objets.  Si  je 
parviens  à  déterminer  x,  y,  z,...  r  de  manière  à  ce  que  les 
1. 2. 3... (/;-(- 1)  sommes  enlevées  soipiit  toujours  dififércntcs, 
Ann.  iiE  Mathém  m.  3G 
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k's  r«'s(<»s  qu'elles  laissoroDt  sur  la  table  seront  toujours  dif- 
férents, et  l'on  conçoit  que  la  connaissance  du  reste  pouvant 
amener  celle  de  la  permutation  correspondante,  précise 
ainsi  l'ordre  de  la  distribution.  Et  d'abord ,  les  nombres  x , 
y,  2,...  c  doivent  tous  différer,  car  si  l'on  avait  seulement 
x=:_x>  Ipsa  permutations x-(-2)'-)-3z+...  et  2x-4-.r4-3z-f-... 
répéteraient  la  même  somme  et  causeraient  incertitude  sur 
2  desp-\-  1  objets  distribués.  Je  supposerai  donc  x,y,  z,... 
croissants,  savoir  : 

z  =  X  -\-  al 


f  —  -i+il, 

-r,  /,  il,  t,...  i  étant  des  entiers  quelconques,  et  <z,  b,...  i 
croissants.    Une   permutation    quelconque ,    par   exemple 

:i.i-+2r+i:+...+(j»+1,W  deviendra  x(3+2+l-f-...+/74-l) 

(p+l)  (p-l-2) 

étant  un  arrangement  sommatoire  formé  en  multipliant 
/-}-...  -|-/>-frt-f-'  P''^'"  I*  des/7-|-  1  nombres  1,  2,  3,...^-f-i. 
2.  Pour  que  les  permutations  primitives  diffèrent,  il  suffit 
que  tous  ces  arrangements  différent  :  avec  les  p-^-i  nom- 
bres l,2,3,.../?-|-t  ,  on  ne  peut  faire  que  (/j-fli/jf/?— 1)...3.2 
arrangements  divers  de  p  d'entre  eux ,  arrangements  dont 
le  nombre  devait  en  effet  équivaloir  à  celui  des  permutations 
primitives.  Pour  disposer  ces  arrangements  sommatoires  de 
manière  à  ce  qu'ils  forment  des  valeurs  croissantes,  il  est 
clair  qu'on  doit  commencer  par  la  plus  faible  somme 
i.i-\-2h-\-...-{-  {p—2)  b-\-(p — 1)  a-\-p^  et  s'élever  progres- 
sivement de  manière  à  faire  porter  d'abord  les  plus  faibles 
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multiplicateurs  1,  2,...  sur  les  plus  forts  nombres  i,  /i,.... 
D'après  cela  je  placerai  les  {p-i-^)pip —  !)•  •■  3-2  arrange- 
ments en  p-{-  i  colonnes  de  t. 2. 3...  p  lignes  horizontales 
chacune,  chaque  horizontale  contenant/?  des  p-\-l  nombres 
1,  2,  3,.../>  + 1.  Ces  p-\-i  colonnes  où  le  nombre  initial 
est  le  rang  même  de  chacune  ne  formeront  qu'une  colonne 
générale  commençant  par  les  coefficients  de  la  somme  mi- 
nima,  et  terminée  par  ceux  de  la  somme  maxima/j+l  5  P> 
p  —  i,...  3  ,  2.  Voici  les  lois  de  la  composition  de  cette 
colonne  : 


iiO 


1  H 


P+1 
1 


p  +  1 
1 


1  +  1 


f 

b 

« 

b 

V. 

li 

A 

p-3 

p-2 

p-1 

P 

P-2 

P-  1 

p+î 

P-2 

P 

P-1 

p-2 

P 

P  +  1 

p-2 

P  +  1 

p-1 

p-2 

p  +  1 

P 

p-1 

p-2 

P 

p-1 

p-2 

p+I 

p-1 

P 

P-2 

/)-l 

P 

p  +  1 

p-1 

P  +  1 

p-2 

P-1 

P  +  1 

P 

P 

p-2 

p-1 

P 

p-2 

P+1 

P 

p-1 

p-2 

P 

p-1 

P+1 

P 

p^l 

p-2 

P 

P  +  1 

P-1 

P  +  1 

p-2 

p  — 1 

Z'  +  l 

p-2 

P 

P  +  1 

p-1 

p-2 

P+1 

p-1 

P 

P  +  1 

P 

p-2 

P-:k 

P+1 

P 

p-1 

P-i 

P-3 

P-1 

P 

p-i 

P  +  1 

P 

p-2 

p-3 

p-2 

p-1 

5 

/■ 

3 

p-3 

p-2 

p-1 

P 

6 

5 

4 

3 

P 

-3 

p-2 

p-1 

P 

•4       p— 3       p  —  2      p  —  1 


p  +  i  p  p  —  1 
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La  V  vcrlicale  se  compose  dcp~\-l  périodes  de  i.i.i... p 
nombres  égaux  successifs.  La  2""^  verticale  se  compose  de 
lp-\-i)p  périodes  de  1.2.3...  {/? — 1)  nombres  égaux.  La 
S™"  verticale  comporte  {p-{-i)p{p—i)  périodes.  Lav^^^^ 
verticale  comprend  (p+l)p(p — 1).--(P  —  y -\- 2)  périodes 
chacune  de  1.2.3...  (p  —  v-|- 1)  nombres  égaux.  Ainsi  la 
(p — l/'"*  verticale  comprend  {p-\-i]pip—i).Â.3  périodes 
de  2  nombres  égaux,  la  p""^  verticale  contient  {p-\-  i] 
pip — 1)..  4  3.2  nombres  non  périodiques. 

La  loi  fondamentale  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  écrire 
tous  les  nombres  de  la  colonne  générale  consiste  en  ce  que 
les  nombres  qui  manquent  horizontalement  jusqu'au  i'  nom- 
bre d'une  période  quelconque  de  la  \'énie  t-erlicale  sont  ceux 
qui  doivent  former  par  ordre  de  croissance  les  p— v+1  pé- 
riodes de  la  v-j-l'*"*  verticale  en  regard  de  la  période  consi- 
dérée. Ainsi  pour  écrire  les  nombres  de  la  ;o— 1"""  verticale, 
en  regard  de  la  2""  période  de  la/? — 2™"  verticale,  comme 
la  ligne  horizontale  qui  commence  cette  période  est  1 ,  2  , 
3,.../>  —  3,p  —  l,  j'écrirai  3  périodes  formées  avec  les 
nombres  manquants  successifs  p  —  2  ,  p,  p  -\-  i . 

Dans  toute  verticale  d'une  des  ju-f"  ^  colonnes  partielles  se 
trouvent  tous  les  nombres  1 ,  2, .../;-(-  1 ,  excepté  celui  qui 
marque  le  rang  de  cette  colonne  qui  ne  se  trouve  qu'à  la  l'' 
verticale.  Si  l'on  observe  dans  une  verticale  les  nombres 
croissants  dune  suite  de  périodes,  ce  sont  les  mêmes  qui 
composent  dans  un  autre  ordre  la  même  portion  de  la 
verticale  suivante.  Ainsi  dans  la  p — l-"  verticale,  la  2"' 
suite  de  périodes  croissantes  est  p—2,p,p-\-i,  et  ce  sont  les 
seuls  nombres  qui  composent  la  même  portion  de  la  p'""'" 
verticale.  Une  correspondance  remarquable  des  suites  de 
périodes  croissantes  dans  2  verticales  successives  consiste  en 
ce  que  la  1"  suite  de  périodes  croissantes  de  la  v'™"  verticale 
étant  épuisée,  la  2"'"  suite  commence  avec  le  renouvellemenl 
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de  la  V>  suite  croissante  de  la  c-f-  l""  verticale  et  de  tous 
les  termes  qui  prolongent  celte  suite  dans  les  verticales  sui- 
vantes; la  3""  suite  commence  avec  le  renouvellement  de 
la  a-""  suite  de  la  c-f  l"""  verticale,  et  de  tous  les  termes  qui 
la  prolongent  à  droite,  et  ainsi  de  suite. 

La  loi  fondaraenlale  de  croissance  des  périodes  verticales, 
permet  de  calculer  Huilement  (elle  ligne  horizontale  qu'on 
voudra  de  la  colonne  générale.  Soit  à  former  la  422""^  hori- 
zontale par  exemple,  on  divisera  successivement  422  par 
1.2,  1.2.3,...  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  d'entier  au  quo- 
tient ,  ce  qui  donnera  les  quotients  et  les  restes  ci-dessous 


/i22 

2 

211 

reste  0 

p-1 

2.3 

70 

2 

p-2 

2.3.& 

17 

U 

p-3 

2.3.4.5 

3 

02 

p-û 

2.3.Û.S.G 

0 

Û22 

P-5 

p-5 

p-!i 
p-3 
p-2 
p-1 

p-3 

p-6 
p-3 
p-2 

p-2 

p-li 

p-3 

P 

p-1 
p-1, 

P 

P-1 

422*  horizontale. 
....p  —  6      p  —  5      p  —  1       p  —  2       p      p  —  4       p  +  1 

Puis  observant  que  les  verticales/»"'"^,  p — 1"",  p — 2'°%... 
commencent  par  des  périodes  de  1,  1.2=2,  1.2.3=6, 
1.2.3.4—24, 120,  720,...  termes,  on  en  conclura  que  la  422"" 
horizontale  commence  par  le  422""'  nombre  de  la  période 
initiale  p — 5  delà/? —  5"'  verticale,  et  que  pour  les  verti- 
cales /?— 4"°%/'— S"",;»— 2""%/;— 1"%^»°",  cette  horizontale 
se  continue  dans  les  périodes  4""%  18"°%  71°=%  21 1""%  422"'^ 
Pour  trouver  les  chifTres  de  ces  périodes,  on  observera  que 
la  période  p  —  5  comprend  6  périodes  de  la  droite,  p —  4,  .5 , 
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p  —  3,  4  ;  et  /> —  1,2.  Si  donc  pour  faciliter  l'application  de 
la  loi  de  croissance ,  ou  représente  les  périodes  croissantes , 
chacune  par  un  terme,  la  suite  initiale  de  la  p — 4°"  verti- 
cale sera 

p  —  ô,    p—i, 
p-3, 

p-i, 

et  comme  c'est  par  la  4°""  que  passe  l'horizontale  cherchée, 
on  arrêtera  celte  suite  à// —  1.  Les  3  premières  périodes  de 
la  p—X""'  verticale,  en  font  5X  3  ou  15  de  la/j— 3°"%  for- 
mant par  la  loi  de  croissance  les  périodes  de  la  ^  —  3"" 
verticale  en  regard  de  la  période  p —  l  dans  la  p —  4"'  ver- 
ticale,  comme  il  en  faut  18  on  s'arrêtera  à  p — 2.  Les  17 
premières  périodes  de  la  p — 3"°°  verticale  en  font  4x17=68 
de  la  p — 2°".  Formant  les  périodes  de  la  p — a"""  verticale  en 
regard  de  la  période  p —  2  dans  la  p  —  3°"'  verticale  ;  comme 
il  en  faut  71,  on  s'arrêtera  à  p.  Les  70  premières  périodes  de 
la  p — 2™  verticale  en  font  210  de  la  p —  l™";  ce  qui  donne 
p  —  4  pour  la  211°",  et  comme  c'est  le  dernier  terme  d'une 
période  de  la  p  —  1"*,  on  doit  terminer  par  le  plus  haut 
terme  manquant  p-\-\ .  Ces  calculs  se  rangent  commodément 
comme  ci-contre,  et  l'on  a  ainsi  très- rapidement  la  422"" 
horizontale  ....p — 6,  p — 5  ,  p—\ ,  p — 2  ,  p,  /»—  4,  p-\-\. 
3.  Passons  à  la  recherche  des  conditions  de  croissance  do 
l'arrangement  variable  Jj-|-I/j-f-Hg--|-...-t-Dc-|-C;!'-f-Ba-|-A, 
depuis  la  somme  minima  en  tête  de  la  colonne  générale  jus- 
qu'à la  somme  niaxima  {p+i)i-k-ph-\-[p — l)g'+...-i-46-i-3rt-t-îî 
qui  la  termine  et  qui  fournit  évidemment  le  minimum  de 
jetons  à  poser  sur  la  table,  savoir 

^=?^^^^-^P^^^-^l[{p+\)i+phMp-\)i;+...^2a-\.i\. 
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Les  dispositions  déjà  prises  pour  la  croissance  des  sommes 
étant  favorables  le  plus  possible,  il  suffit  pour  que  celte 
cruissanco  soit  assurée  qu'on  ait  constamment 

I    Ji-\^lh-hlig  +  ...  +  Bc-\-Cb  +  Ba  +  A 
^'         \       <J'j+17i-f  H's--l-...+D'(:  +  C'i'  +  B'a+A', 

J',  1',  H',...  désignant  les  nombres  qui  dans  la  colonne  gé- 
nérale sont  placés  au-dessous  de  J,  I,  H...  Pour  que  cette 
relation  subsiste  toujours,  il  faut  que  les  diverses  opposi- 
tions que  peut  y  apporter  la  variation  des  coefficients  A,  B,... 
A',  B',...  y  soient  toujours  annulées  par  les  valeurs  des 
constantes  <i ,  b,  c,...  i.  Or,  d'après  l'organisation  de  la 
colonne  générale  des  arrangements,  les  deux  sommes  suc- 
cessives de  la  relation  (1)  ne  peuvent  se  trouver  placées  que 
dans  les  circonstances  suivantes  dont  chacune  est  supposée 
exclure  les  précédentes  : 

1°  B  et  B  périodiques  ;  d'où 
B=B'  (•),  C=C,  D=D',....      E=H',  1=1',  J=J'; 

2°  Cet  C  périodiques  ;  d'où 
C=C',         D  =  D',  E  =  E',....     H  =  H',  1  =  1',  J=J', 
transition  de  période  dans  la  p — 1""°  verticale; 

3°  D  et  D'  périodiques  ;  d'où 
D  =  D,        E=iE',  F  =  F',....      H=:H',  1=1',  J  =  J', 

transition  de  période  dans  la  /j— 2°-  verticale 


!p —  3)°  H  et  H'  périodiques  ;  d'où  H  =  H',  1  =  I',  J  =  J', 
transition  de  période  dans  la  4"°=  verticale; 


v'J  I-a  rcciproque  n'est  pas  vraie,  car  on  peut  avoir  B  — B'  sans  que  ces  cocrTi- 
Cicnls  forment  période,  de  même  que  A  — A'  sans  qu'il  y  ait  auruns  pénojo 
dans  ia  verticale  A.  MfMne  ohservalion  pour  les  hypolhèses  suivantes. 
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ip  —  2)°  I  et  r   périodiques;  d'où  1=1',    J  =  J',   transi- 
tion dans  la  3*  verticale  ; 

{p  —  1)°  J  et  J'  périodiques;  d'où  J  =  J',  transition  dans 
la  2°  verticale  ; 

p"       J  -<  J',  transition  dans  la  i'"  verticale  ou  passage 
d'une  colonne  partielle  à  la  suivante. 

Dans  l'hypothèse  1°,  la  relation  (1)  se  réduit  à  A  ■<  A', 
et  d'après  la  loi  de  croissance  (2) ,  elle  est  toujours  satisfaite; 
mais  dans  les  hypothèses  suivantes  cette  relation  ne  peut 
subsister  que  pour  les  valeurs  attribuées  aux  nombres  a , 
i,  c,...  et  comme  elle  devient  successivement ,  par  les  hy- 
pothèses , 

Ba+A<B'«-fA', 
Ci!>  +Ba  -f  A  <  Cb  +B'a+  A', 
Dc  +  C&  +  Ba4-A<I)'c+C'^-fB'd-f  A', 


Ug+...-i-Dc+Cb+Ba+A<  H'--l-...+D'c+C'HR'a-i-A', 
lh+lig+...+1ic+Cb+Ba+A<l'h+H'g+...-i-'D'c+Cl)+Ii'a+A', 
J1+IA+....  +Ba+A<J'J+r/i+....  +B'a+A', 

on  trouve  alors  que  a,  b,c,...  doivent  satisfaire  aux  rela- 
tions 

A— A       ,        Brt  +  A  — BV^  — A' 

">B'^n5'   ^> IT=:T: ■ 

Cb  +  Ba+  \  —  Gb—h'a  —  A' 
v2)       /«>-- B'_D ' 

l/i+»g  +  ...+lia+\—i'h—n'g—...—  'B'a  —  A' 


'>  J'-J 

Les  dénominateurs  de  ces  fractions  sont  toujours  positifs, 
parce  qu'ils  commencent  la  transition  de  2  périodes  dans 
une  suite  de  périodes  croissantes.  Quant  aux  numérateurs , 
ils  le  sont  toujours  aussi,  mais  il  est  iuulilo  de  le  prouver, 
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parce  que  la  supposition  qu'ils  soient  positifs  est  précisément 
la  seule  défavorable  à  l'exislence  de  la  relation  (1).  Par 
exemple ,  dans  le  cas  de  D  et  D'  périodiques ,  la  relation  (1; 
se  réduit  à  Cb-\-]ia-\-\  <iC'b-\-U'n-';-A'  -.  on  a  nécessaire- 
ment G<;C',  et  celte  réduction  de  la  relation  (1)  ne  nécessite 
une  détermination  pour  b  que  si  l'on  a  B-J-A>-B'-f-A' ; 
autrement,  cette  réduction  serait  identiquement  satisfaite, 
quels  que  fussent  b,  a. 

4.  On  déterminera  facilement  des  limites  inférieures  pour 
les  nombres  a,  b,  c,...  si  l'on  observe  que  les  nombres  de 
toute  horizontale  devant  tous  différer  et  être  choisis  parmi 
p-\-i,p,  p  — 1,...  3,2,1,  il  suffira  de  remplacer  dans  les 
numérateurs  les  termes  positifs  par  les  plus  li;»uis  maxima 
décroissants ,  les  termes  négatifs  par  les  plus  faibles  minima 
croissants  et  les  dénominateurs  parleurs  minima  qui  ne  pou- 
vant élrc  0  se  réduisent  à  1 .  Par  exemple  ,  pour  déterminer 
la  limite  de  C,  les  maxima  décroissants  de  C,  B,  A  étant 
p-\-i,  p,  p — 1  et  les  minima  croissants  de  C,  B',  A'  étant  1, 
2,  3,  on  aura  donc  : 

c:>{p-\-\)h-\^pa-\-p—\—b—^a-'iz=pb-\-{p—1)a-\-p—k. 
C'est  ainsi  que  les  relations  (2)  donnent  : 

I«>/',  ^■>/'«+/'— 2,  c>/>i-f-(//  — 2)a+/;  — 4, 
^>/>c  +  (/^  — 2)6+(/j  — 4)a+/»  — 6, 
e>^^+ (/j  — 2)  c+ (/;  -  4)  ^-f  l>— 6)  a+/J  — 8,etc. 

ce  qui  donne  une  loi  déformation  trè.s-simple  puur  les  limites 
inférieures.  Si/j=:2,  a  est  la  seule  constante  ;  si/)  =  3, 
a  et  Z*  sont  les  seules  constantes.  Pour  p=zp,\\  y  a  p  —  1 
constantes.  Les  relations  (3)  montrent  que  si  p  croit,  les  der- 
niers termes  des  seconds  membres  deviennent  de  plus  en  plus 
néftatifs,  ce  qui  arrive  dés  que/j>4.  Cela  lient  à  ce  que 
les  nombres  les  plus  élevés  i,  /(,...  correspondent  dans  la  co- 
lonne générale  à  d'autant  plus  de  périodes  que/;  est  plus 


—  547  — 

grand,  et  ont,  par  conséquent ,  besoin  d'une  augmentation 
moins  rapide  pour  la  croissance  des  sommes  horizontales. 
Ainsi ,  on  posera  : 
a=p-^i,b=pa-^p  —  i,     c=pb-\-{p—2)  a-\-p—3, 

d^pc  +  {p— 2)  b-Jr{p  —  i)a-\-p  — 5,  clc, 
et  il  sera  plus  commode  dans  la  pratique  de  calculer  a,  b,c,... 
en  fonctions  successives  les  uns  des  autres  qu'en  fonction 
Aep.  Le  minimum  de  jetons  à  poser  sur  la  table  sera  connu 

G=  ^£±iy£±^^4- / [2+3 ût+4i  + ... +(/,+  l) 0,  X  =1 , 

et  pour  résoudre  entièremement  la  question ,  il  ne  reste 
qu'à  expliquer  comment  la  connaissance  du  nombre  de  jetons 
laissés  sur  la  table  fera  trouver  l'ordre  de  la  distribution  des 
p-\-\  objets,  car  X, _X5  z,...  i-  sont  maintenant  connus.  Sup- 
posons qu'il  reste  M  jetons,  on  aura  donc  : 

G— M  =  ^^  +  ^|^'^  +  ^'  +  Z  (A  +  B«+Ci'  + De +-...), 

ce  qui  se  réduit  à  A  +  Ba+C6-|-Dc-|-...=T,  où  a,  6,  c,... 
sont  des  entiers  connus ,  /=  1 .  Cette  équation  doit  cire  ré- 
solue en  nombres  entiers  positifs  pour  A,  B,  C,  D,...  et  l'on 
sait  par  les  discussions  précédentes  qu'il  n'y  a  qu'un  seul 
système  de  p  nombres  choisis  parmi  1,  2,  3,.../>  +  1  qui  y 
satisfasse.  On  emploiera  donc  les  méthodes  connues  de  l'ana- 
lyse indéterminée  du  premier  degré  par  suite  desquelles 
B,  C,  D...  seront  calculés  en  fonction  de  plusieurs  indé- 
terminées dont  A  fera  partie.  Examinant  chacun  des  sys- 
tèmes A  =  l,  A  =  2,  A  =  3,  ...  A=p-j-l,  et  limitant 
à  chaque  fois  les  valeurs  de  B,  C,  D,...  par  les  relations 
0<;B<;;5  +  1,  0-<C<C/'+l,  etc.,  on  trouvera  définili- 
vement  A,  B,  C,  D,...  Si  maintenant  on  se  reporte  à  la  nota- 
tion A -f  Ba+-C6-}- De -|- ...,  on  se  rappellera  que  celui 
des  p+  1  nombres  qui  est  omis  parmi  A,  B,  C,  D,...  pro- 
vient du  rang  de  l'objet  pris  par  la  première  personne. 
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Personnes /j -(- 1 ,  p,  p  —  1,     ....     5,  4,  3,  '2,  1, 
Objcis  J,      I,      H,  D,  C,  B,  A, 

Écrivant  donc  sur  deux  horizontales  les  nombres /?  + 1 , 
p.  p  —  i  ...  3,  2,  1  cl  J,  I  ...  B,  A,  on  dira  que  la  S""  per- 
sonne a  pris  le  A""  objet ,  la  S"»  le  B"",  la  4°"  le  C""*,  etc., 
la  l"^»  l'objet  non  encore  nommé.  On  peut  d'ailleurs  éviter 
le  calcul  de  l'équalion  qui  doit  fournir  A,  B,  C,  D,...  en 
dressant  pour  les  cas  numériques  dont  on  veut  faire  l'é- 
preuve une  table  des  arrangements  correspondants  à  chaque 
reste,  ou  même,  si  p  est  fort  petit,  en  composant  une  phrase 
mnémonique  faisant  l'office  de  cette  table.  {Arithmétique  de 
Reynaud,  page  309,  23"  édition.) 


NOTE 

Sur  l'expression  analytique  de  la  plus  courte  dislance  d'un 
point  à  une  droite  ou  d'un  point  à  un  plan. 

PAR  M.   E.   PROUHET, 

professeur  au  Collège  rojal  d'.\uch. 


I. 

Pour  exprimer  la  plus  courte  distance  d"un  point  à  une 
droite  en  fonction  des  coordonnées  du  point  et  des  coefficients 
de  l'équation  de  la  droite,  ou  commence  ordinairement  par 
mener  une  perpendiculaire  du  point  à  la  droite;  on  cherche 
ensuite  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire ,  et  il 
uc  reste  plus  qu'à  calculer  la  dislance  de  deux  points  dont 
les  coordonnées  sont  connues.  Celle  marche  est  très-natu- 
relle ;  mais  elle  a  l'inconvénieiil  de  conduire  à  de  très-longs 


—  54-9  — 

calculs,  surtout  quand  les  axes  sont  obliques.  Le  procédé  que 
je  vais  exposer  dans  celte  note  conduit  beaucoup  plus  rapi- 
dementau  but,  et  en  le  généralisant  il  nous  permettra  d'ob 
tenir  la  plus  courte  distance  d'un  point  à  un  plan,  dans  le  cas 
le  plus  général  possible. 
Soient  : 

D  la  droite  donnée  :  OA.=a ,  0B=  b ,  ses  coordonnées 
à  l'origine  ; 

D'  une  parallèle  à  la  droite  D ,  menée  par  le  point 
donné  (x',  y,  z')  ; 

c  le  segment  de  la  droite  D  intercepté  entre  les  axes; 
h ,  A'  les  longueurs  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'o- 
rigine sur  les  droites  D ,  D'  ; 

S      la  distance  cherchée  ; 
f      l'angle  des  axes. 

On  aura  évidemment  : 

S  =  h  —  K. 

Si  on  appelle  m  le  rapport  de  similitude  des  deux  triangles 
OAB,  OA'B',  on  aura  /j'  =  mh    donc 

5  =  {m—\)h. 

Pour  avoir  la  valeur  de  h ,  je  remarque  que  l'aire  du 

,    _.„               .     .          ^c               .         flisino    , 
tnangleOABest  exprimeepar      ,  et  aussi  par :  donc 

__a&sino 

c 

Pour  avoir  la  valeur  de  //; ,  je  remarque  que  l'équation  de 
la  droite  D  étant 

(1)  ay-\-bx — ab=^0. 


l'équation  de  la  droite  D'  dont  les  coordonnées  à  l'origine 
ï,  inb,  doit  être 
(2)  aj  -\-bj:  —  mab  =  0, 


sont  nirt,  inb,  doit  être 
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l'équation  (2)  devant  âtre  satisfaite ,  quand  eu  fait  x=  x', 

y  =>',  on  aura  en  faisant  cette  substitution  et  résolvant  par 

rapport  à  m  ■. 

ay'  +  bx' 

m  = . 

au 

D'ailleurs,  du  triangrleOAB,  on  tire  :  c=\/a'+l,* — 2abcosy  ; 
donc,  en  substituant  dans  la  formule  S  =  (m — 1)A  ces  valeurs 
que  nous  venons  de  trouver,  nous  aurons  : 

,_  [ay' -{'l>x'—ab)s\n<f 
^a'-j-b' — '2abc0S(f 

Si  l'équation  était  donnée  sous  la  fornnc  Ay-\-Bx-\-C  =  0 ,  il 
suffirait  de  remplacer  dans  celte  formule  a,  b,  ab  par  les 
quantités  A,  B,  — C  qui  leur  sont  proportionnelles,  et  on 
aurait  : 

_,  ^  (Ay+B.r'  +  C)siny 
i/A.'~-fW-\-2Gcoso 

II 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  plus  courte  dis- 
tance d'un  point  II  à  un  plan  donné  P. 

Soient  : 

OA.=a,  OB=b,  OC=c,  les  coordonnées  à  l'ori- 
gine du  plan  donné  P; 

0\'  =  ma,  0B'=to6,  oc i=r  me,  celles  d'un  plan  F  pa- 
rallèle au  plan  P,  et  passant  par  le  point  donné  M{x',y',  z')  ; 
5      la  portion  du  plan  P  interceptée  entre  les  plans 
coordonnés  ; 

/',  h'  les  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les 
plans  P,  P'i 

9      la  distance  cherchée  ; 
a,  6,  Y  les  angles  des  axes. 
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Un  aura  cumme  plus  haut  : 

La  pyramide  triangulaire  OABC  a  pour  mesure  -hs  et  aussi 
-  abcF,  F  désignant  ici  pour  abréger  la  fonction 

-  \/i — COS'a — ces' p— ces'-/  +2C0SaC0SflC0S7. 

Donc  on  aura  : 

abcF 


h: 


L'équation  du  plan  P'  dont  les  coordonnées  à  l'origine  sont 
ma,  mb,  me,  ost 

bcx  -\-  acy  -\-  bcz  —  mabc  =  0 , 
d'où  l'on  tire,  en  faisant  x  =  a-',  y  —y',  2=3' 
bcx'-\-  acy' -\- bcz 

m  = ; 

abc 
doue  on  aura  : 

,_  {bcx' -\- acy'  -\-hcz'  —  abc)  F 
s 

Pour  résoudre  complètement  le  problème ,  il  reste  à  ex- 
primer i  en  fonction  des  quantités  a,  b,  c,  o,  p,  y.  Si  nous 
désignons  par  e,  /',  g  les  côtés  de  ce  triangle  respectivement 
opposés  aux  arêtes  a,  b,  c,  nous  aurons  d'après  une  formule 
connue  : 

1 65'=  2/"'g-'+  2eV'+  2e7"—  e^—f—g". 

Mais  on  voit  facilement  que 

rt"  =  Z)'  -j-  c^  —  2bc  cos  'A  ,  f^  =  a'  -\-  c'  —  2(7C  cosjS , 
g''=à'-\-b'  ~  2ab  COS7. 


—  552  — 

En  Taisant  la  subsUtulion  et  réduisant ,  on  aura  la  fonnulr 
syniélrique  : 

4i'  =zb'c'siiVy.—  2ïrt'ic(cosa  — cospcosy). 

La  valeur  de  S  sera  donc 

S=  {bcx'-{-ary  -\-  abz —  abc)  X 

\/ 1  —  cos'a — cos'  p  —  cos'  7  4-  2  fos  X  ces  8  COS  7 


X 


\/^  O'c'  sin'  a  —  2  i  à'  bc  (cos  a — cos  l'i  cos  7) 


NOTE 
SUR  LES  NOMBRES  PARFAITS. 

(  Voir  page  318.) 

PAR  M.   I.GBESGUI:, 

professeur  h  la  faculté  de  Bordeaux. 


La  règle  d'Euclide  qui  donne  des  nombres  parfaits  essen- 
tiellement pairs,  les  donne-telle  tous?  L'affirmative  s'établit 
on  deux  mots;  mais  quant  à  cette  autre  question  :  y  a-t-il  des 
nombres  parfaits  impairs?  elle  reste  pour  moi  tout  à  fait  in- 
décise ;  j'ai  bien  démontré  que  xj:,  x^yf^,  x'iyi''z',  ne  sau- 
raient élre  impairs  et  parfaits;  lecas  de  x'y^ziuici  quelques 
autres  s'établissent  peut-être  de  la  même  manière;  mais  en 
laissant  indéterminé  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs 
et  différents  x,  r,  s,  «>...  j«  ne  puis  établir  qu'il  n'y  a  point 
de  nombres  parfaits  impairs.  Les  propriétés  que  vous  énon- 
cez relativement  aux  nombres  parfaits,  doivent  donc  être 
attribuées  aux  nombres  parfaits  pairs. 

Lcgcndre  ditquc  2'"— 1  [Théorie  des  nombres ,  1. 1,  p.  229, 
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1830),  est  1(3  plus  grand  des  nombres  premiers  véritiés. 
D'après  la  t;iblc  que  vous  avez  donnée,  2"  —  1  ,  2"  —  t 
seraient  premiers,  c(  l'assertion  de  Lcg;endre  inexacte,  ce 
qui  est  fort  possible. 

Théorème.  L'équation  des  nombres  parfaits 
•2.j:y^z'...^i-\-x-h.  .+Ji-^)(l+y+..+y^)H+zi:..+z^)...   (1), 

oùx,^',  3,.  .  sont  des  nombres  premiers  différents,  est  pos- 
sible quand  X-  =  2,  ou  pour  les  nombres  pairs.  L'équation 
devient  alors  -. 

dont  l'impossibilité  est  manifeste,  quand  les  exposants  8  ,  y... 
sont  autres  que  1,0,0;...  mais  pour  te  cas,  on  obtient  la  so- 
lution d'Euclide. 
•      Problème.    L'équation  (1)  est-elle   toujours  impossible  , 
quand  les  nombres  x,y,  z,...  sont  impairs  ? 


NOTE   SUR  LA   TOROiDE 

PAR  S.   CATAI.AKr, 

Hepeliteiir  à   l'École  polytechnique. 


l'«ur  obtenir  i'équalion  de  celle  courbe,  ilfaut,^insi  que 
l'a  fait  voir  JM.  ilaucby.  éliminer  0  enire  les  deux  équations 


{Nouvelles  annales,  t.  III,  p.  455). 
Cette  élimination  se  fait  assez  simplement  de  la  manière  sui- 
vanlc. 

.ix:«.  DE  Matdém.  111  3/ 
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Chassant  les  dénominateurs ,  on  obtient  d'abord  : 

a'  (6  +  by  x'  +  6'  (0  +  a^ry  =  (0  +  ay  (6  +  by,    (1  ; 
0'  (0  +  by  X-  +  0'  (0 + ayy  =  k"  (o  +«^r  (o  +  f^^Y-  (•■^) 

Multipliant  l'équation  (1)  par  0',  l'équation  (i>)  par<i';r<^- 
trancliant  inonibrc  à  membre ,  et  supprimant  le  facteur 
(6+rt')',  j'obtiens  : 

■  (d'—b')  oy  =  (0  +  by  [d'k'—h').  i%) 

On  aurait  de  même  : 

(a'_i,')e'jr'=  (0  4-a')'(0'  — /y'/O-  (4) 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (4) ,  et 
si  l'on  supprime  le  facteur  à' — b\  commun  aux  deux  mem- 
bres de  l'équation  résultante,  on  obtient  . 

0^  [x'^f)  -  0'(rt'  +  6'  +  -2f))  +  A'(0'-«'^').  (5) 

Multiplions  l'équation  (3)  par  a\  l'équatiou  (4)  par  b\ 
ajoutons,  et  supprimons  le  facteur  [a — /''JO;  il  viendra: 

0  i^aY  4-  b\v'')  =  0{a'b''  —  V')  +  A'ô  («'+  W)  -{-  ia'b'k'.     (6) 

Ces  deux  dernières  équations  étant  ordonnées  par  rapport 
à  0,  deviennent 

263— ô'(x'+y  — a'  — 6'— A-")  — rt'Z/'A'  =0,         (5') 

01  -I-  0  [ay  +  b-x'—  a  k'  -  b'k'  —  a'b')  —  2a'b'k'  =  0.  (6') 

J'élimine  tour  à  tour,  entre  ces  deux  dernières  équations, 
le  terme  en  6^  et  le  terme  indépendant  ;  j'obtiens  ainsi  : 
A0'  +  2Be  — 3C  =0,       (7)         30'— 2A6  — B  =  Oi        (8) 
en  posant ,  pour  abréger  , 

A  =  x'+y—à'—b'—k\  B  =  a'y'+b'x'—a'k'—b'k'—a  b\ 
G  =  a'b'k'. 

Les  équations  (7)  et  (8) ,  traitées  comme  les  deux  précé- 
dentes, donnent 
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2  (A'  +  3B)  0  -f-  ( AB  —  9C ,1  =  0 ,  (9) 

(AB  — 90  0  +  2  (B'  + SAC)  =  0.  (10) 

Enfin ,  l'élimination  de  0  entre  ces  deux  dernières  équatioii>i, 
conduit  à 

,AB— 9C)'  =  4(A'-f3B)  (B^  +  3AC). 
L'équation  de  la  toroide  est  donc 

+ia'b'k'  (x'+y—a'—b'—ky  —  27  a^b^k* 

+  i8a'b''h\x'+y—a'—b'—k'){ay'+b'x'—a'k-—b'k'—a'b' 

-j-i(ay+b^-x'—a'k'—b'k'-  a'Z/=)'=  0. 


THÉORÈMES 

DE   DESCARTES,   DE   ROLLE,    DE   BUDAN    ET    l'UURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCllY, 

déduits  d'un  seul  principe. 

v  Suite,  voir  pape  21 3. i 


15.  Théorehk  VI.   Si  l'oB  désigne  par  e  l'excès  relatif  à  la 

traction ^^ —  et  pris  entre  les  limites  —ael4-b;  soient  de 

F{x) 

plus  TC  le  noiiibre  des  racines  positives  et  v  le  nombre  des 
racines  négatives  de  l'équation  F(x)  =  0 ,  comprises  entre  ces 
mêmes  limites ,  on  aura  e  =  ;t  —  u ,  pourvu  que  le  polynôme 
F{x)  ne  soit  pas  divisible  par  x. 

Démonstration.  Décomposons  e  en  deux  parties,  e'  relatif 
aux  racines  négatives  et  e"  relatif  aux  racines  positives  de 
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T(.i)  =  Oi  on  aura  c=  c'+e".  Daillewrs  ^j^  cl  — ^  sont 

(lo  signe  lonjoiirs  opposé  ('.ans  l'inlervallo  do  —a  à  0,  cl  de 
lîiémcsigncdaiisriiilcrvallede  4-0  à  4-  t;  doiir  (Prob  Tl)  : 
'■'  =  — V  ;  e"  —  '<r  ;  ainsi  -ûT  —  -j=e  ;  et  comme  on  sait  cal- 
culcre,  on  connaît  donc  la  diffcrcncc  entre  le  nombre  des 
racines  positives  cl  le  nombre  des  racines  négatives  d'une 
équation. 

16.  Lemme  I.  /)  étant  une  racine  de  F'(.r) ,  F(/;)  est  un  mi- 
nimum ou  un  maximum  absolu  (abstraction  faite  du  signe), 
selon  que  le  produit  F{p)  F"(p)  est  positif  ou  négatif. 

La  démonstration  est  dans  tous  les  traités  élémentaires. 

17.  Probi.éhk  (III).  Etant  donnée  la  fonction  entière  F{x) , 
trouver  la  différence  entre  le  nombre  des  maxima  et  des  roi- 
nima  absolus  dont  elle  est  su.sceptiblc.  On  suppose  que  ni  F(jr) 
ni  F'{jc)  n'ont  de  racines  égales. 

Solution.  Posons  les  deux  équations  : 

F'(x)  =  0  ,      .r  +  F(.r)  F"(x)  =  0  ; 

soitr  =  0  le  résultat  de  l'élimination  de  .r  ;  y  ne  peut  avoir 
plus  de  valeurs  que  F'(-r)  n'a  de  racines;  les  valeurs  posi- 
tives de^  correspondent  .'i  des  maxima,  et  les  valeurs  néga- 
tives à  des  miniraa  ;  y  est  donc  de  même  degré  que  F'{x)  ; 
d'après  le  tbéoréme  VI,  on  peut  connaître  la  dilTérencc  entre 
1e  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  né- 
gatives de  l'équation  y  =  0,  et  cette  différence  est  égale  à  la 
différence  chercbée  (15). 

18.  Théorème  VII.  Le  nombre  de  racnies  réelles  distinctes 
d'une  fonction  algébrique  entière ,  augmenté  d'une  unité ,  est 
toujours  égal  au  nombre  des  maxima  dont  la  fonction  est 
susceptible,  moins  le  nombre  des  minima. 

Démonstration.  11  suffit  de  construire  la  courbe  parabo- 
lique représentée  par  l'équation  j  =  F{.r) ,  et  de  discuter  les 
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diverses  formes  de  la  courbe  ;  et  le  théorème  devient  d'une 
évidence  intuitive.  On  peut  aussi  parvenir  au  même  but 
(l'une  manière  discursive  et  plus  longue ,  par  des  considéra- 
lions  purement  analytiques. 

Remarque  historique.  A  l'aide  des  théorèmes ,  lemmes  et 
problèmes  contenus  dans  les  quatre  paragraphes  précédents, 
et  qui  appartiennent  tous  à  M.  Cauchy  ,  on  peut  donc  tou- 
jours trouver  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  né- 
i;atives  d'une  équation.  C'est  ce  que  l'illustre  analyste  a  fait 
connaître  en  1815  C).  Il  indique  comment  on  peut  remédier 
à  la  restriction  que  les  racines  égales  ou  nulles  apportent  à  la 
méthode.  Ainsi  dès  1815  on  possédait  des  moyens  certains  de 
déterminer  le  nombre  de  racines  réelles,  en  considérant  la 

succession  de  lignes  de  certaines  fonctions,  dont  l'une  était 

F"j: 

^r-'  ce  n'est  qu'en  1829  que  M.  Sturm,  au  lieu  de  cette 

...  ....    F'-*" 

fonction,  a  pris  celle-ci,  — — ,  et  est  parvenu  au  théorème 
r.r 

d'une  si  adnnrable  simplicité  ;  les  procédés  laborieux  de 
M.  Cauchy  sont  sans  doute  l'unique  motif  qui  ont  détourné 
l'attention  que  méritait  un  travail  d'une  si  haute  importance 
et  qui ,  quinze  après  son  apparition  ,  était  presque  oublié. 
Nous  reviendrons  sur  plusieurs  autres  théorèmes  que  con- 
tient ce  beau  mémoire  ;  on  y  trouve  le  germe  de  la  proposi- 
tion Sylvesler  que  M.  Sturm  vient  de  démontrer.  (Journal 
de  Liouvillc  ,  t.  5.) 

Venons  maintenant ,  comme  s'exprime  M.  l'abbé  IVIoigno. 
à  l'une  des  plus  belles  conquêtes  qu'on  doit  au  génie  de 
M.  Cauchy.  On  sait  que  toute  racine  imaginaire  est  composée 
(le  deux  parties  réelles,  mais  dont  la  seconde  est  multipliée 

|)ar  V —  1  ;  M.  Cauchy  a  découvert  le  moyen  de  déterminer 


(■)  Mémoire  sur  la  délerniiiiatîun  du  nombre  des  rocines  réelles  dans  les 
équations  alfiebiifines.  .loiirri.  rtc  l'Ecole  pol)lecliii.,  17*  caliier,  p.  HT,  1815. 
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it's  limilcs  (le  ces  parties  réelles,  ;i  l'aide  d  un  magnilique 
théorème,  généralisation  d'un  théorème  semblable,  qu'on 
doit  à  l'illustre  analyste  de  GOttinguc  (voir  t.  1,  p.  443). 
i\IIM.  Sturm  (Charles)  et  Lionvilleen  ont  les  premiers  donné 
une  démonstration  élémentaire  ;  mais  nous  prendrons  celle 
que  M.  Caiichy  a  indiquée,  en  la  faisant  précéder  de  quel- 
ques éclaircissements  à  l'usage  de  nos  jeunes  lecteurs. 

19.  Soient/{.r,j-)=0(l),  F(a;y)=0{o)  et  ==-^i:^(3) 

les  équations  de  deux  lignes  et  d'une  surface  rapportées  aux 
mêmes  axes  rectangulaires.  Ix's  deux  premières  fonctions 
étant  algébriques  et  entières,  les  valeurs  de  z  sont  constam- 
ment réelles,  et  par  conséquent  ne  peuvent  thangerde  signe 
qu'en  passant  par  zéro  ou  par  l'intini  ;  pour  tous  les  points  de 
la  ligne  représentée  par  l'équation  (1) ,  les  valeurs  de  z  sont 
nulles,  et  pour  les  points  de  la  ligne  représentée  par  l'équa- 
tion (2),  ces  valeurs  sont  inflnies.  Mais  pour  les  points  d'inter- 
section de  ces  deux  lignes,  les  valeurs  de  z  sont  -  ou  indéter- 
minées. C'est-à-dire  que  l'ordonnée  :  fait  partie  de  la  surface. 
De  sorte  que  la  surface  cylindrique  ayant  pour  directrice  la  li- 
gne (2)  et  pour  génératrice  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  z, 
sera  asymptote  à  la  surface  (3) ,  et  les  deux  surfaces  auront 
autant  de  droites  en  commun  que  les  deux  lignes  (1)  et  (2) 
ont  de  points  d'intersection ,  que  nous  désignons  avec  M.  Prou- 
het  (voir  1. 1 ,  p.  444)  sous  le  nom  de  points-racines.  Concevons 
qu'on  trace  sur  le  plan  xy  un  contour  fermé  pouvant  être 
une  ligne  continue  ou  composée  de  plusieurs  lignes  quelcon- 
ques, mais  avec  la  condition  essentielle  de  ne  pas  passer  par 
un  des  points-racines-  Supposons  que  ce  contour  fermé ,  que 
nous  désignons  par  C,  renferme  dans  son  iiiléricur  un  nom- 
bre lit  de  points-racines.  Si ,  en  partant  d'un  point  M  de  ce 
contour,  on  marche  toujours  dans  le  môme  sens ,  il  est  évi- 
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di'ut ,  le  contour  é(aut  fermé ,  qu'on  reviendra  au  mémo 
point  M  ;  à  chaque  station  correspond  une  valeur  réelle  de  s . 
dans  les  passages  par  la  ligne  (1)  ces  valeurs  sont  nulles,  el 
p;ir  la  ligne  [i)  elles  sont  infinies.  Ne  considérons  que  ces 
derniers  passages  :  un  instant  avant,  et  après ,  les  valeurs  do 
s  présentent  une  variation,  soit  ascendante,  soit  descen- 
dante i  la  différence  entre  le  nombre  Ces  variations  ascen- 
dantes et  descendantes  est  ce  que  nous  avons  appelé  l'excès 
E  {p.  191).  Lorsque  les  fonctions  (1)  et  (2)  sont  entièrement 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  il  n'y  a  aucune  relation  entre 
E  et  m  ;  mais  si  l'on  établit  une  relation  entre  les  deux  fonc- 
tions ,  il  s'ensuivra  aussi  quelque  relation  entre  E  cl  m  ;  or 
si  l'on  a  celte  relation  : 

f  désignant  une  fonction  algébrique  entière ,  alors  E  =  2/«  , 
c'est  là  le  théorème  de  M.  Cauchy,  qu'il  nous  reste  à  démontrer. 

20.  La  relation  entre  les  deux  fonctions  se  décompose  en 
ces  deux  équations  : 

/(JT,  J-}  =  <px— ?"a-.  -jj+o^'x.  j-^-3^  +  etc. 

Ffx,  y  )  =  o  jc.  y  —  tf'x.  — ■ hvvJ:. 1- 

'"^         ^  ^        1.2.3^       1.2.3.4.5^ 

.\insi  la  fonction  c?  étant  donnée ,  on  voit  comment  ou  en 
déduit  les  fonctionsyet  F  ;  c'est  une  conséquence  évidente  du 
théorème  de  Taylor. 

21.  Lemme  I.  Considérons  deux  fonctionsy(ï)  et  F{s)  de  lu 
variable  s  et  continues  entre  les  limites  s  ^  s^  tl  s  =  s, ,  ou 
donne  de  plus  les  équations  de  condition 

/(*.)  =/(*,) , 

/■(■')  F' 

et  ^onl   (les  fractions   plus- 


yifsy+(Fs]'         K(/5)'-f  (F,)' 
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pi'tiles  qac  luniléel  dont  In  s(juimc  des  carrés  est  «^galo  à 
l'iinilé  ,  la  première  peut  donc  représenter  le  cosinus  d'un 
arc  ,  et  la  seconde  le  sinus;  désignant  le  dénorainateisr  pris 
positivement  par  r,  on  aura  • 

f(s]  =  r  cosp     et     F{s)  =  r  sin  p  ; 

p  est  un  arc,  fonction  de*,  et  fonction  qu'on  assujettit  a 

F(*) 
la  continuité.  L'excès  c  de  la  fraction    .       ,   pris  entre  les 

fis)         ' 

limites  j„  et  s, ,  est  égal  à  — — —  ;  p,  et  /;„  sont  les  valeurs  do 

p  aux  deux  limites. 

Démonstration.  — -^  =  tang  p,.  ;  -^-^  =  tang^?,  ;  ainsi,  en 

vertu  de  l'équation  de  condition,  tang/7„=  tang/»,  ;  donc 
p,  —  ^^„  =  «-  ;  n  étant  un  nombre  entier  ;  si  l'on  fait  croilre 
insensiblement  lare  p  depuis /;„  jusqu'à  p,,  p,  —  />„  sera  égale 
à  la  somme  de  tous  les  accroissements  ;  la  tangente  de  cet  arc 
pourra  passer  plusieurs  fois  par  l'infini ,  de  deux  manières  ; 
du   négatif   au  positif  j   alors  l'arc  passe  brusquement  de 

—  -  —  S  à  — \-  i',  JetJ'sontdcsquautitésinfiniment  petites  ; 

l'accroissement  est  donc+  -  +  S+rf^  quantité  fini.',  et  la  fonc- 

tion  est  discontinue;  mais  à  tang--|-'J  f>n  pput  substiluer 

tang-  -j- °—  ~  ;  alors  l'accroissement  devient  S  —  S',  quan- 
tité infiniment  petite,  et  la  fonction  reste  continue.  Ainsi 
toutes  les  fois  que  la  tangente  passe  par  l'infini ,  au  moyen 
d'une  variation  ascendante ,  il  faudra ,  pour  empêcher  les 
accroissements  brusques  de  l'arc,  retrancher  tt  ;  et  pour  le 
même  motif,  il  faudra  ajouter  ^r,  lorsque  la  variation  est 
descendante.  Si  nous  appelons  donc  e'  Vexcès  de  la  fonction 

f      ,.         .      F(5)  ,  .     , 

fractionnaire  — —.on  aura  w  , — /?,  ,  =  — c»;maise  =  — e; 

donc/'  — /)     =  rr.  C.  O.  F.  I). 

'    1  '  (01  ^ 
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Observation.  11  est  évident  que  le  llieorème  subsiste  siy 
est  une  fonction  de  plusieurs  variables  j",^,  s....,  pourvu  que 
chacune  de  ces  variables  soit  une  fonction  continue  de  s. 

22.  Lemme  II.  Considérons  deux  fonctions  fractionnaires 

- — -  et  - —  de  la  même  variable  i  ;  et  ces  fonctions  sont  sou- 

F[s)        Ms) 

nn'ses  aux  équations    de  condition    du    Icmme  précédent; 

soit 

f[s)  =  r  COSp  ;   F(s)  ==  rsinp  ;   <i-(.î)  =  r'cosp'  ;   'l^s)  =  r'sinp'  : 

ou 

f(s)  4-  F{s)\/'^=rcos.p  +  K^sin/j), 
?(*)  +  W>^—  1  =  '•'(cos^'f  V/—  1  sinp)  ; 

multipliant  ensemble  membre  à  membre  les  deux  équations , 
il  vient  : 

S+Tl/~=  rr'icosip  +  p')  +  y~  sin  ip+p']], 

S=f{s)f{s)  —  F{s)^(s), 

T=/(5)<}'W-F(,v)y(,0. 

S     A     ?(■*) 
Soit  E,  e,  e'  les  excès  relatifs  aux  fractions  =^,  ■=—: ,  ~ ,  on 

1    r  [sj    -^s 

aura:  E=e-\-e'. 

Démonstration.  e=^'~^°;  e'=^ — ^ -,  mais  p+p 

S 
est  l'arc  correspondant  à  —  ;  donc  .... 

Corollaire.  La  même  démonstration  a  lieu ,  quel  que  soit 
le  nombre  des  fonctions  fractionnaires. 

23.  Soit  une  courbe /"ennee ,  rapportée  à  des  coordon- 
nées polaires  ;  supposons  d'abord  le  pôle  dans  l'intérieur 
de  la  courbe.  Désignons  par  p.,  l'anglo  polaire  d'un  point 
M  de  la  courbe.  Si  le  point  M  mobile  sur  la  courbe  par- 
court son  contour  dans  le  même  sens,  /'„  croîtra  sans  cosse; 
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quand  on  sera  revenu  au  même  point  M,  quand  on  aura  par 
couru  (oui  le  contour,  p^  sera  devenu 

/7„  +  27r  ;   ou  /;.=;)„  -f  2:x  ;  p,  —  p„  —  2-. 

Mais  si  le  piMc  est  extérieur,  le  même  mouvement  du  point 
M ,  après  avoir  fait  croître  p„ ,  le  fera  décroître  delà  même 
quantité;  de  sorte  que  l'on  aura,  à  la  fin  du  mouvement 
f\=Po  ou  p,—p^=0. 

Observation.  C'est  ainsi  qu'on  explique,  dans  le  système  du 
monde ,  les  rélrogradations  apparentes  des  planètes. 

24.  Théorème  de  M.  Cauchy.  Supposons  que  F(z)  soit  une 
fonction  entière  du  deg:rc  n,  qui,  lorsqu'on  change  z  en 

Jt:-\-y\/' —  1  ,  devient  /{x ,  y)  -\-  F(x,^')V/  —  1  ;  traçons 
dans  le  plan  de  r ,  r  une  courbe  fermée  dont  la  longueur  du 
contour  soit  c,  et  dont  les  coordonnées  a.- ,  ^  puissent  ètn; 
considérées  comme  des  fonctions  continues  de  l'arc  s  de 
cette  courbe  ,  le  nombre  m  des  points  dont  les  coordon- 
nées   x=a,   jK  =  P    (points-racines)  vérifient  l'équation 

.f'(x ,j')  -}-F (x,y)\/ — 1=0  sera  donné   par  l'équation 

E  fix   y) 

m  —  —  :  E  étant  l'excès  relatif  à  la  fonction"!,   '    . ,  et  pris 
2  F(a-,r) 

entre  les  limites  i=  0 ,  s  =  c. 

Démomiralion.  Rapportons  la  courbe  fermée  à  des  coor- 
données polaires ,  et  choisissons  pour  pôle  le  point-racine 
dont  les  coordonnées  soient  x  =  a  ,  y  ^='^;  nous  aurons 
.1 — a^rcosp  et  y  —  p  =  rsin/',  r  et />  étant  le  rayon 
vecteur  et  l'angle  polaire  du  point  mobile  M  ;  .r  —  a  eX'y  —  p 
sont  des  fonctions  continues  de  l'arc  s  ;  donc  aussi  ret/»  ; 
et  r  est  essentiellement  positif. 

Appelant  f  l'excès  relatif  à  -^   ou  tang/;    considérée 

y     i' 

comme  fonction  de  s  et  pris  entre  les  limites  «  =  0 ,  s  =  c  . 
<in  a ,  d'après  le  Icmme  I  : 
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e  =::  — — —  ;  si  le  pôle  est  inlorieur,  j>,  — po  =  2ir . 

si  le  pôle  est  exlérieur,/?,  —  ;?„  —  0. 

Donc  e^'2  si  le  point-racine  est  inlériciir,  et  e  =  0  s'il  est 
extérieur  ;  pour  un  autre  point-racine  ayant  pour  coordon- 
nées a',  6',  on  aura  de  même  e'  =^2  ou  e'  =  0  ,  selon  que  le 
point-racine  est  au  dedans  ou  au  dehors  de  la  courbe  ;  cet 

excès  étant  relatif  à  la  fraction -;  :   et  ainsi  des  antres 

y  —  ? 
points-racines. 

Donc ,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  aucun  point-racine  sur  la 
courbe,  et  qu'il  y  ait  m  points-raciucs  dans  l'intérieur,  on 

aura  e -\- e' -\- e" -\- . . . .  — -Im . 

Or 

donc ,  d'après  le  lemme  précédent , 

E  =  e-|-  e'-(-  e"-)-elc ^=  '2m. 

C.Q.F.D. 

Remarque  I.  Les  ordonnées  S,  fi',  p"  ...  peuvent  être 
nulles;  alors  les  points-racines  correspondent  à  des  racines 
réelles. 

Remarque  II.  Lorsque  1  équation  a  des  racines  égales,  il  y 
a  des  points-racines  qui  coïncident  ;  ces  points  racines  sont 
multiples. 

Remarque  III.  Le  théorème  a  de  même  lieu  pour  les  fonc- 
tions non  entières  ou  transcendantes ,  pourvu  qu'elles  admet- 
Icnl  la  forme  (i  — a  —  ^\/—i)  et  que  a-j-pV/— t  no 
rende  pas   inflni  ou   nul  le    quo(ienl   de  la   fonclio!!   par 
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Remarque  ly.  Les  fonctions  /"et  F  auxquelles  s'applique 
le  théorème  de  M.  Caucliy  sont  les  étiualions  (U)  et  (T) 
de  iM.  Gauss  (t.  I,  p.  441  ) ,  qui  a  montré  aussi  conmienl 
on  trouve  le  noml)re  do  points-racines  renfermés  dans  nn 
c(Tcle  de  rayon  (luelcomiue  décrit  de  l'origine  comme 
centre.  De  sorte  que  le  lliéorème  de  M.  Cauchy  n'est  au  fond, 
con)me  nous  l'avons  dit,  qu'une  généralisation  du  théorème 
de  M.  Gauss. 

'25.  Pboblémk.  Étant  donnée  l'équation  F(3)  =  0  ,  trouver 
«ombien  elle  a  de  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
renfermée  entre  les  limites  x^,  .r, ,  et  dont  le  coefficient  de 

V —  1  est  renfermée  entre  les  limites  y^ ,  r,- 

Solution  (fig.  78).  Soient  les  axes  rectangulaires  OX,  OY  ; 
faisons  OiNI  =x„  ;  ON  =a:,  ;  AM=>-o  ;  D1M=>',  et  formons 
le  rectangle  ABCD. 

Kemplaçant  :  par  r  -{-y  \/ —  1  ,  on  aura  : 

F(t:)=/(x,j)  +  F(x,j)\/=rï; 

la  question  est  donc  réduite  à  trouver  le  nombre  des  points- 
racines  renfermés  dans  le  contour  AOGD;  parcourons  ce 
contour  en  allant  de  A  vers  B;  s  étant  comme  ci-dessus  la 
longueur  d'un  arc  de  la  ligne  parcourue,  on  a  pour  la  droite  : 


Limites. 

Excès 

AB    x=5 

i   y  =y.  ; 

X,  ...  X, 

E 

BG     ^-=5; 

;      x  —  x,; 

y. -y. 

CD    x  =  s. 

1   J=^yr, 

X,  ...  X, 

DA   jr=*; 

;     x  =  x„; 

y,--yo 

=  to  f 

X.  v)  :  ilésifi 

'nnns  nar 

Soil  ^ 
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Ey^  i'cxré<  de  h  t'onclii)n  y(-v,j\)  cnlrc  li'S  limites  x, ,  -r,  ; 

El.  tl-ï'ojj-)  ■  ••■  .l'o.  .r,  ; 

E't/,  ■.  -.  ?(-^,r,)  -ï-o  •»•.. 

E'x,  ?(-ï-„,J-)  ...-.  .V,  ,J„; 

d'où  E  =  Ey,+  Ex.+  E'a:,+  E'x„  =  2/«. 

Désignant  par 
Ey,  l'excès  relatif  à  i»  (a-,  yj  pris  entre  les  limites  -r^ ,  j-,  ; 
Ear„  ¥  (-^'cr)  Vo,  .r,  . 

on  aura  E  =  Ey, —  Ey,  —  [Ea;„  —  Ea;,]  ; 

oar  l'on  a  évidemment  E'y,=  —  E^,.  On  calcule  ensuite  los 
quatre  excès  nécessaires  pour  trouver  E  d'après  le  pro- 
l)Ièmc(IT,p.l9J)  ;  et  la  moitié  dcE  donne  le  nombre  de  points- 
racines  qui  se  trouvent  dans  l'intérieur  du  rectaniile. 

Observation.  Lorsque  j,,  et  .>■,  sont  de  même  signe ,  la  par- 
liecomprise  ne  peut  être  nulle  ;  donc,  dans  ce  cas,  le  rectanjile 
ne  peut  renfermer  des  racines  réelles. 

(La  fin  prochainement.) 

DÉMONSTRATION. 

Ve  la  quadrature  de  l'hyperbole  par  la  méthode  des  limitet. 

FAB.  H.  P3.USOT. 

professeur  de  iiiotiicinatiques. 


Lemme.  Soient  A,  B  ,  C  des  quantités  constantes,  et  c,  6 
des  quantités  qui  peuvent  devenir  aussi  petites  que  l'on  veut; 
je  dis  que  si  l'égalité 

(A  — a}B^«  =  C,  (1) 

a  toujours  lieu,  quelque  petits  que  soient  y.  et  ê,  on  a  aussi 
.AB=C. 
En  effet ,  développant  (1) ,  il  vient  ; 
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(A-a)B+S=:A.B+g-(B+6):rAB+g-'+^    "*"  ^^^^  '■  u'\6+S-2+  ^ 

(B  +  g)(B^.-1)   ..(H  +  .^-»  +  1)  ^.^ 

l.-2.3..n  ' 

en  nommant  Rn  le  reste  de  la  série.  Or  en  prenant  assez  de 
termes,  comme  la  série  est  convergente,  R»  pourra  devenir 
aussi  petit  que  l'on  voudra.  D'un  autre  côté  chacun  des  n 
termes  renfermant  a  comme  fiicteur ,  pourra  aussi  devenir 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée,  et  comme  le  degré  do 
petitesse  de  «  est  indépendant  du  nombre  »,  on  pourra  lou  - 
jours  prendre  a  assez  petit  pour  que  la  somme  des  n  termes 
renfermant  a  soil  aussi  petite  que  ion  voudra.  Donc  la  difTc- 
rencc,  le  premier  membre  de  [-2}  et  le  premier  terme  du 
deuxième  membre,  est  une  quantité  variable  à  l'infîni.  En 
la  rcpréscnlant  par  à  on  pourra  poser  : 

(A-a)B+«=A''+î--î, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  ,,.,  ^  ,,       ., 

AiirS_j=:C,       d'où       Am-S  — C  =  ^.         (3) 
Cela  posé ,  si  A"  n'était  pas  égal  à  C  on  aurait  ; 

A"  —  C  =  D , 
D  étant  une  quantité  finie;  mais  on  a  évidemment  A^+s^A" 
d'où  AB+S—OA"— C;  donc  on  aurait  A^+î  — C>D; 
d'où  à  cause  de  Çi} , 

rî>D, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  -î  est  variable  à  l'infini ,  et 

D  constant,  donc 

AB— C  =  D. 

QUADRATURE  DE  L'HYPERBOLE. 

Soit  KEF  (/((/.  77)  une  hyperbole  équilalère,  rapportée  à 
sts  asymptotes,  et  ayant  par  conséquent  pour  équation  : 
y-r  =  i. 
Prenons  sur  OX ,  OA  =  1 .  OB  =  x,  divisons  AB  en  un 
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nombre  quelconque  de  parties  qui  peuvent  ne  pas  êlre  égales, 
et  construisons  les  rectangles  indiqués  par  la  figure.  Il  est 
évident  d'abord  que  la  différence  entre  la  somme  des  rec- 
tangles extérieurs  et  l'aire  hyperbolique  EABI,  peut  devenir 
aussi  petite  que  l'on  veut  en  faisant  croître  successivement 
le  nombre  de  ces  rectangles;  car  la  différence  entre  la  somme 
des  rectangles  extérieurs  et  celle  des  rectangles  intérieurs 
est  égale  à  la  somme  des  rectangles  DMN  ,  etc.,  lesquels  ont 
pour  expressions  (x' — 1)  (1— y),  {x"—.v')  (y'—y'),  etc.,... 
soit  (^Cp) — j't/^')),  le  plus  grand  des  seconds  facteurs  de  ces 
produits,  lasomme  des  rectangles  EDM]V,etc.,  sera  plus  petite 
que  (^(P)— j'(P-'J)  [x'—\+x"—x'-'rJo"'  —  x"+...+x~x'^''~'^\, 
ou  que  j' P' — y<~P—^\x —  1),  or  le  facteur ^p) — jHp-i)  peut 
devenir  aussi  petit  qu'on  le  veut,  tandis  que  le  facteur  (x — 1) 
est  constant,  donc  la  différence  entre  la  somme  des  rectan- 
gles extérieurs  et  celle  des  rectangles  intérieurs,  décroît 
indéfiniment,  donc  à  fortiori,  etc.. 

Cela  posé,  si  au  lieu  de  prendre  arbitrairement  les  points 
C,G,  H,  etc.  i  on  les  détermine  de  manière  que  les  abscisses  OA, 
OC,  etc.,  soient  en  progression  géométrique,  ce  qui  se  fera 
en  intercalant  un  certain  nombre  de  moyens  géométriques 
entre  1  et  x,  ces  abscisses  pourront  se  représenter  par 

l    ,  >  1  î  *  *  ■  * 

en  nommant  x'  la  raison ,  et  les  ordonnées  tirées  de  l'équa- 
tion de  la  courbe ,  seront 

1111 


1 


x"      x"'      x'^-'^'x"' 


Le  premier  rectangle  extérieur  sera  alors  exprimé  par 
(.r'  —  l)xl=:J^  —  l;le  second  aura  pour  valeur  : 

t  I 

ix"—x')x—=x'—l;  le 3* sera  {x'>—x")x-t.=x'—1,  etc., 
X  .< 

c'est-à-dire  qu'ils  seront  tous  égaux  à  x' — I.  Donc  si  on 
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considère  les  soniines  successives  de  roclanglcs  lerminés 
aux  diiïercnlcs  .nbscisses,  sommes  que  l'on  obtiendra  en  pre- 
nant d'abord  0 ,  puis  le  premier  rectangle  ,  puis  la  somme 
des  deux  premiers,  puis  la  somme  des  (rois  premiers,  etc. 
Ces  sommes  formeront  la  progression  arithmétique, 
0,     -f'~1.     2(jr'  — 1),     3(j:'— 1),     n{j-'  —  i). 

Mais  en  intercalant  assez  de  moyens  géométriques  entre 
1  et  a: ,  on  peut  rendre  la  différence  entre  1  et  la  raison  j:', 
aussi  petite  qu'on  veut  et  en  même  temps,  ainsi  que  nous 
l'avons  démontré  plus  haut ,  la  différence  entre  l'aire  hyper- 
bolique EABl,  et  la  somme  de  tous  les  rectangles  extérieurs 
décroîtra  indéfiniment.  Si  donc  on  représente  par  A  l'aire 
liyperbolique ,  par  S  la  somme  des  rectangles,  et  par  z  et  a 
(les  quantités  variables  àTmOni,  on  pourra  écrire: 

jt'  =  1  -f  :. ,  S  =  A  -f  ^. 
Cela  posé,  nous  allonc  démontrer  que  si  on  prend  une  ab- 
scisse quelconque  OB  =  or,  il  existe  un  nombre  constant, 
c'csl-à  dire  indépendant  de  x,  qui,  élevé  à  une  puissance 
égale  à  l'aire  hyperbolique  correspondante,  reproduit  l'ab- 
scisse proposée. 

Pour  cela  cherchons  le  nombre  qu'il  faudrait  élever  à 
une  puissance  égale  à  S=  n{x' — 1),  pour  reproduire  l'ab- 
scisse correspondante  x=  .r'".  Si  on  nomme  E  ce  nombre, 
il  suffira  de  poser  : 

(t)      ES  =  x  ou  E«(*'-';  =a:'"  d'où  E=x'^^' , 
ce  qui  donne  en  remplaçant  x'  par  1  +  :  : 

E-(l  +  s>. 
Le  deuxième  membre  développé  donne  : 

1      1—5     1— 2a        l-(«-l)z.„^ 
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=^+(î-^)+a-0(3-i)+- 
•■+a-î)  G-^^)^ 

série  convergente ,  car  le  rapport  du  «•^'»«  terme  au  précé- 

dent  est ^ ;=: :,  nombre  plus 

n  II 

petit  que  3,  qui  ici  est  supposé  une  fraction. 

Cette  série  peut  encore  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

(â)       E  =  r2  +  — +  -^ \-...A ^1  + 

-  ~  2  z        ^i' 

une  suite  de  termes  tels   que  — — — | .... 

^  2        2.3        2.3    '    2.3 

renfermant  tous  z  comme  facteur,  et  dont  le  nombre  sera 
limité  quand  n  le  sera,  -f-^»)  ^^  représentant  par  Rn  le 
reste  de  la  série,  lequel  pourra  devenir  plus  petit  que  toute 
quantité  donnée ,  puisque  la  série  est  convergente. 

La  partie  2 -j 1"  ^  "1"  ^^^-  '  ^*'  elle-même  une  autre 

série  convergente  dont  la  limite  est  généralement  repré- 
sentée par  e ,  et  si  on  nomme  r„  le  reste  de  cette  série , 
r„  sera  variablo  à  linfini.  Or,  si  on  ajoute  et  retranche  r„ 
dans  le  deuxième  membre  de  (2) ,  il  vient  : 

E=  la-f —  +  ...— i—l-f/„  + 
L         1.2^       1.2... «J   '       ^ 

r      :  1  23        2z'  s""'n 

+  [-iï-^-2:3  +  ^--^-]+«"-'- 

ou 

^  =  ^+[-^-2l-±Ç]+^"-'- 
or  chacun  des  termes  entre  parenthèses  renfermant  :  comme 
facteur  pourra  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée, 
et  comme  le  degré  de  petitesse  de    ■:  est  indépendant  du 

A?<N.  ur.  .Vathém.  m.  oo 
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nombre  de  ces  termes  qui  sera  toujours  limité  pour  une 
valeur  déterminée  de  «,  on  pourra  toujours,  quel  que  soit  «, 
prendre  ;  assez  petit  pour  que  la  somme  des  termes  entre 
parenthèses  soit  aussi  petite  qu'on  voudra.  Quant  à  R„  et  r„, 
ce  sont  aussi  des  quantités  variables  à  l'inGni  ;  donc 

6=  lim.  de  £ 
quand  on   augmente  indéfiniment  le  nombre  des  moyens 
géométriques  intercalés  entre  1  et  x  Donc  si  on  représente 
par  S  une  quantité  variable  à  l'infini,  on  pourra  poser 

E  =  e  — 6; 
si  on  remplace  maintenant  dans  (1),  E  par  e  —  S,  et  S  par 
A  -f-  <»  )  on  aura 

(e  —  e)A+«  =  Jr. 

Or  e  et  A  sont  des  constantes ,  tandis  que  ê  et  a  sont  variables 
à  l'infini  ;  donc ,  en  vertu  du  lemme  démontre  plus  haut , 
e^  =  x. 

Donc  il  existe  un  nombre  constant  c ,  qui ,  élevé  à  une 
puissance  égale  à  une  aire  hyperbolique  quelconque ,  repro- 
duit l'abscisse  correspondante.  C'est-à-dire  que  les  aires  hy- 
perboliques sont  les  logarithmes  Népériens  des  abscisses. 


LETTRE 

Sur  la  sommation  d'une  série  trigonométrique.  {V.  p.  51!>.) 

Mon  cher  M.  Terquem , 

Le  mémoire  de  M.  Lecoinle,  contenu  dans  le  dernier 
numéro  de  votre  journal ,  renferme, il  me  semble ,  quelques 
inexactitudes.  Permettez-moi,  dans  l'intérêt  de  la  vérité 
malhémalique ,  de  les  relever  en  peu  de  mots. 
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J«  reproduis  d'abord  les  paroles  e(  les  calculs  de  1  auteur  : 
«  Mainlenant  si  l'on  remarque  que 

sma= sin  a 

sin  2a  =  sin  a  ces  a-\-smacosa 
siu  3a  —  sin  2a  cosa  -f-  sin  a  cos  2a 

et  cos  rt  =  .  .  .  cos  a 

cos  2a  =  cos  a  cos  a  —  sin  a  sin  a 
cos  3a  =  cos2acosa— sinSasina 

on  aura  les  équations  suivantes: 

S  =  S. cos  a  -f-  (1  +  C  )  sin  a  , 

C=^  (l+C)cosa  — Ssina.  "         (p.  519) 

Cette  dernière  conclusion  est  fausse,  attendu  que  si  l'on 
ajoute  les  équations  ci-dessus ,  la  somme  des  premiers  mem- 
bres ne  sera  pas  égale  à  la  quantité  multipliée  par  sina  ou 
par  cos  a  dans  la  somme  des  seconds  membres.  Dira-ton  , 
conformément  à  la  mélaphysigue  introduite  dans  certains 
livres,  un  terme  de  plus  ou  de  moins  ne  fait  rien  à  l'affaire, 
c'est-à-dire  à  la  somme?  Cette  manière  de  raisonner  est 
commode,  elle  abrège  les  discussions;  malheureusement, 
appliquée  à  la  série  infinie  1 -j-2-(- * +8 -!-■■■ ,  elledonnt!, 

pour  somme  de  celte  série  ,  la  quantité  —  -  ! 

Mais  d'abord  qu'appelle-t-on  somme  d'une  série  infinie. 
C'est  probablement  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  , 
Sb  des  n  premiers  termes  de  celte  série,  lorsque  le  nombre  en- 
tier n  augmente  indéfiniment.  Si  donc  il  arrive  que  S„  aug- 
mente au  delà  de  toulc  grandeur,  ou  que  cette  quantité, 
repassant  périodiquement  par  les  mêmes  valeurs,  n'ait  pas 
de  limite  déterminée ,  la  recherche  que  l'on  se  proposait  n'f> 
plus  d'objet 
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L'indélcrniinalion  dont  je  parle  existe  dans  les  séries  Irai- 
lées  par  M.  Lecoinlc.  En  effet,  la  somme  S„  des  quanlilés 

cosiz,     cos2a,     cos3a,     coswa, 

a  pour  valeur  : 

{/i-\-i)a    .     lia 
ces ; sin  — 

^^— ^ (page  522); 

sin  - 

et  il  est  évident  que  cette  dernière  expression  ne  tend  pas 
vers  une  limite  fixe,  lorsque  le  nombre  entier  n  augmente 

indéOniment.  Si, par  exemple,  rt=^,  S „  prend   successive- 
ment les  valeurs 

0,      -1,      -1,      0. 

11  est,  du  reste,  évident  à  pion ,  qu'une  somme  de  termes 
ne  peut  converger  vers  une  limite  fixe,  si  ces  termes  ne  di- 
minuent pas  indéfiniment  à  partir  de  l'un  d'eux.  Or,  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  n  ,  la  fonction  cosna  devient  égale 
à  zt  1 ,  ou  diffère  Irés-pcu  de  ces  quantités  ;  donc  il  n'y  a  pas 
lieu  à  chercher  la  somme  de  la  série  infinie 
cos  a  -j-  cos 2a  -j-  eus 3a-\-  ... 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux  autres  séries  infi- 
nies el  périodiques. 

Il  y  aurait  encore  bien  des  choses  à  dire  sur  ce  sujet  : 
mais  cette  lettre,  qui  ne  devait  contenir  que  peu  de  mots, 
est  déjà  fort  longue;  permettez-moi  donc  d'en  rester  là  pour 
celle  fois. 

Votre  tout  dévoué  collaborateur. 

E.   Catalan. 
13  octobre  1844. 

Note.  La  série  Irigonométrique  dont  il  est  ici  question  a 

déjà  été  le  sujet  d'une  discussion  entre  quelques  géomètres 

du  dernier  siècle,  on  peut  consulter,  à  ce  sujet,  le  Traité 

de  calcul  différentiel  de  Lacroix,  t.  III,  p.  159,  2'  édition, 
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Eulcr  considère  ces  suites  comme  des  séries  rccurrciiUs  à 
échelle  de  relation  binôme  ;  et  l'on  trouve  facilement  le 
développement  i 

cos  ix  '~~~  oc 

^ — ; — :  =  cosa4-Jccos2a-f  -«.'cos3a4-  x'cos3â:+. . . 

1  —  2xcosa+x 

Pour  que  la  série  soit  convergente ,  il  faut  que  a-  <  1 , 

1 
mais  Euler  fait  j:=1,  alors  on  a  le  résultat  fautif  —  -,  que 

M.  Catalan  vient  de  signaler.  Tm. 

UBSERVATIONS 

Sur  les  notes  (p.  403  et  p.  465}. 

PAR  M.  FINCK, 

(loclcui-  es  sciences,  professeur  à  l'Ecole  d'arlillerieel  au  colle|,'e  de  Strasbourg. 

Monsieur  le  rédacteur, 

1.  Votre  note,  page  403,  provoque  une  réponse  de  ma 
part.  Vous  prétendez  que  mes  démonstrations  sont  insuffi- 
santes. Je  pense  qu'en  y  regardant  de  plus  près,  vous  chan- 
gerez d'avis ,  quant  à  la  dernière  de  chacun  de  mes  deu\ 
paragraphes.  En  effet,  dans  le  premier  paragraphe,  j'ai 
prouvé  que  !>i  dans  une  courbe  du  second  degré  on  prend 
deux  tangentes  çue/confj'Mes  non  parallèles  p  =  0,  q  =  0^  et 
la  corde  de  contact  <:  =  0,  1  équation  de  la  courbe  se  met 
sous  la  forme  pq-\-a^^O.  Le  cas  des  tangentes  parallèles  est 
si  simple ,  que  je  n'en  ai  pas  parlé. 

Dans  le  second  paragraphe  j'ai  prouvé  que  si  ou  prend  un 
quadrilatère  inscrit  quelconque,  dans  une  conique,  et  si 
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p  =  0,  ^  =  0,  r=0,  s^O  ,  sont  les  équations  des  côtés,  lé 
qualion  de  la  conique  peut  se  mettre  sous  la  forme 7^7  ^Irs. 

Chacune  de  ces  démonstrations  (je  parle  de  celles  où  j"ai 
employé  le  calcul  :  les  autres  peuvent  élre  combattues)  se 
rapporte  à  un  système  d'axes  déterminés ,  et  peut  être  géné- 
ralisée par  une  transformation  de  coordonnées.  Ces  démons- 
trations sont  rigoureuses  et  complètes  pour  l'objet  quej'avais 
en  vue,  les  courbes  du  second  degré.  Rien  n'empêche  de 
démontrer  les  mêmes  propriétés  sans  le  secours  des  données 
sur  lesquelles  je  me  suis  appuyé ,  cl  la  discussion  n'est  ni 
très-longue ,  ni  difficile,  tant  s'en  faut. 

Du  reste ,  dans  les  limites  où  je  me  suis  renfermé ,  je  puis 
décliner  l'obligation  que  vous  m'imposez ,  de  traiter  les 
courbes  de  degré  supérieur ,  cependant  si  vous  et  vos  lec- 
teurs ,  y  trouvez  de  l'intérêt ,  je  vous  donnerai  les  courbes 
du  troisième  degré. 

Sur  la  page  465. 

Vous  vous  étonnez  de  ce  que  la  théorie  des  polaires  réci 
proques ,  n'ait  pas  trouvé  place  dans  l'enseignement  clas- 
sique, vous  en  savez  la  raison  et  moi  aussi.  Toutefois  pour 
ma  part  je  n'accepte  pas  ce  reproche  ,  parce  que  je  ne  le 
mérite  pas.  Pour  en  être  convaincu,  on  n'a  qu'à  ouvrir  ma 
Géométrie  élémentaire ,  3°  édition,  p.  113,  prop.  1.5,  Coroll  , 
p.  i'2l,  remarque  3,  p  2i0,  remarque,  p.  290,  remarque. 
Il  me  semble  que  j'en  ai  dit  là,  suffisamment  quant  à  la 
Géométrie  élémentaire,  et  j'enseigne  tout  ce  qui  y  est  dit.  J'a- 
joute que  la  Géométrie  analytique  me  fournit  l'occasion  de 
compléter  cela. 

Réponse  de  M.   Terquem. 

j\ute.  Je  n'ai  jamais  prétendu  que  par  une  transformation 
de  coordonnées ,  on  ne  puisse  généraliser  la  démonstration  , 
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cl  la  rendre  tout  à  fait  rigoureuse  ;  mais  j'ai  dit  que  ces  trois 
l'ormalions  amènent  de  nouvelles  constantes  qui,  se  joignant 
aux  constantes  arbitraires,  exigent  de  nouvelles  distinctions, 
de  nouvelles  discussions  ;  de  sorte  que  si  l'on  tient  à  la  ri- 
gueur, il  n'y  a  plus  de  brièveté,  et  si  l'on  tient  à  la  brièveté 
il  n'y  a  plus  de  rigueur.  Quant  au  cas  particulier  des  tan- 
gentes ,  je  n'ai  jamais  mis  en  doute  la  légitimité  des  résultats 
ni  les  moyens  employés  pour  les  obtenir ,  mais  ce  genre  de 
raisonnements  est- il  d'une  application  générale?  J'avoue  que 
je  n'en  ai  nulle  conviction,  je  m'explique. 

Soient  I,,  I,,  I,,...  !,„,  m  fonctions déBnies  chacune  par 
l'équation  Ip  =  df,y -)- CfiX-j-fp ;  dp,  Cp  ,J'p  sont  des  con- 
stantes données ,  et  soit  T  le  produit  de  toutes  ces  fonctions. 
Chacune  de  ces  fonctions  égalée  à  zéro  représente  une  droite, 

le  système  de  ces  droites  donne 
tien.  Écrivons  l'équation 

'^.•j-+«=-f-+-- 

^n  ^>^  a,,...  Om  sont  m  constantes  arbitraires  ;  cette  équa- 
tion représente  une  ligne  du  degré  m — 1  et  passant  par 

les points  d'intersection.  Il  est  facile  de  con- 
struire la  tangente  à  la  courbe  à  un  de  ces  points  d'intersec- 
tion ;  p  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  qui 
passe  par  l'intersection  de  I,  et  de  I,,  on  a  : 

ce  que  l'on  obtient  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (1)  ; 
on  peut  conclure  d'autres  propriétés  communes  à  toutes  ces 
courbes,  et  analogues  à  celle  que  M.  Cayley  vient  d'indiquer 
au  moyen  de  la  même  méthode  ,  pour  les  lignes  du  troisième 
ordre  (Journal  de  Liouville,  août  18ii,  p.  285)  ;  mais  toute 


m  [m  — 
2 

_!) 

points 

d'intersec- 

T 

= 

=  0; 

(1) 
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ligne  du  dogré  m —  1 ,  peut-elle  être  mise  sous  la  forme  (1) 
à  l'aide  des  m  conslanles  arbitraires  ?  C'est  là  ce  qu'il  faudrait 
démontrer,  nous  reviendrons  là-dessus  à  une  autre  occa- 
sion. Tra. 


COMPOSITION  DE  MATHEMATIQUE, 

Proposée  aux  candidats  à  l'École  normale  (1844). 


1°  Exposer  les  règles  qui  servent  à  déterminer  les  limites 
supérieures  des  racines  positives  d'une  équation  numérique. 

Lorsque  l'on  donne  à  l'inconnue  x  des  valeurs  croissantes 
d'une  manière  continue  ,  à  partir  des  diverses  limites  que 
ces  règles  assignent,  le  premier  membre  prend-il  des  va- 
leurs continuellement  croissantes? 

2»  AT  et  AS  sont  deu.\  droites  qui  touchent  une  section 
conique  quelconque  POQ  aux  points  B  et  C  ;  on  mène  une 
troisième  tangente  quelconque  DE  ,  et  par  les  points  D  cl  E 
où  elle  rencontre  les  deux  premières,  on  trace  des  parallèles 
à  ces  mêmes  tangentes.  On  propose  :  1°  de  déterminer  le  lieu 
géométrique  des  points  d'intersection  M,  de  ces  parallèles; 
2°  de  reconnaître  que  l'angle  EFD,  sous  lequel  on  voit  de 
l'un  des  foyers  F  de  la  section  conique  POQ ,  la  tangente 
mobile  ED ,  conserve  une  valeur  constante  dans  toutes  le.* 
positions  de  cette  tangente  ;  3"  on  examinera  le  cas  particu- 
lier où  la  section  conique  POQ  est  une  parabole ,  et  on  fera 
voir  que  dans  ce  cas,  les  segments  interceptés  sur  les  portions 
AB,  AC,  des  tangentes  Oxes  par  la  tangente  mobile  ED, 
sont  réciproquement  proportionnels. 
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THÉORÈMES 

DE  DESCARTES  ,  DE  ROLLE ,  DE  EUDAN  ET  FOURIER , 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduits  d'un  seul  principe. 

(Fin,  voir  page  555.) 


26.  M.  Gauss  est  le  premier  qui  ait  démontré  qu'on  prut  de 
l'origine  comme  centre  décrire  un  cercle  de  rayon  Gni  sur 
lequel  on  a  E^2/i  ;  «  étant  le  degré  de  l'équation  /(s)  =  0  ; 
par  conséquent,  il  existe  toujours  dans  l'intérieur  de  ce  cercle 
n  points-racines,  en  d'autres  termes  l'équation _/(:)^0  a 
toujours  7j  racine«.  La  démonstration  de  I\I.  Gauss  suppose 
que  les  coefficients  sont  réels  :  mais  elle  subsiste  encore,  lors- 
qu'ils ont  la  forme  imaginaire  ;  alors  sans  rien  changer  aux 
raisonnements,  il  faut  substituer  aux  coefficients  leurs  mo- 
dules; c'est  ce  qu'ont  fait  MM.  Slurm  et  Liouville  ;  sauf 
cette  légère  modiBcation,  la  démonstration  de  ces  savants 
est  complètement  identique  à  celle  de  l'illustre  analyste  :  s'ils 
ne  l'ont  pas  cité,  c'est  que,  comme  nous  l'avons  dit,  la  dis- 
sertation latine  est  devenue  extrêmement  rare,  même  en 
Allemagne.  Nous  allons  rapporter  cette  démonstration  modi- 
fiée et  précédée  de  quelques  éclaircissements. 

27.  Problème.  Soit  la  suite 

P^r^COStp-f  A,r'"-'cOS7,-f-A,r'"-'C0S(f,-|-....-j-A„COS9„; 

m  et  «nombres  entiers  positifs;  A,,A,....Am  sont  des  nombres 
essentiellement  positifs,-  r^i,  cos'-f  >  -  ou  ^  - ,  quelle 
Ann.  de  Matbïmat.  m.  39 
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Tûleur  faut -il  donner  à  r,   pour  que  le  premier  terme 
devienne  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  termes  sui- 
«•nnlsî' 
Solution.  On  veut  avoir 

r"  COS  !j>i>  A,  r""'  CCS  V.  -|-  . . . .  Am  COS  (fm  ; 

cos  <f, ,  COS  V,  clc. ,  étant  des  fractions ,  et  r  >>1 ,  on  satisfera 
à  fortiori  à  cette  inégalité,  si  l'on  pose  • 

r" cos?  >/•"•-•  (A,+  A,+  ....A„), 
ou  rcoSï>  A,-|-  A,+  ....A„. 

SoitA, +  A.-1-...  Am=K;  on  aura  donc /■  > ,  ou 

cos? 

,/-  V/a 

bien  r>.K\/2;siK>.  -— ,  alors  cette  inégalité  entraîne 

celle-ci  /->  t  ;  si  K  <!  — —  ,  alors  de  l'inégalité  /•  >•  1  on 

déduit  r  >  K  \/2  :  ainsi  il  suffit  de  faire  r  plus  grand  que 

l'un  des  deux  nombres  1  et  K  \/2. 

Corollaire  1 .  Ainsi ,  on  peut  toujours  donner  à  r  une  telle 
valeur,  que  le  signe  de  P  soii  le  même  que  celui  du  premier 
terme. 

Corollaire^.  On  parvient  aux  mômes  conclusions  eu  rem- 
plaçant partout  les  cosinus  par  des  sinus. 

•28,  Problème.  Quels  sont  les  arcs  qui  satisfont  aux  inéga- 

1  t 

litéscos>>-  elsin>>-? 

Solution.  Les  arcs  compris  entre 

i 

satisfont  à  l'inégalilé  cos'  y  >  - .  ^ 

Et  les  arcs  compris  entre 

-  et  — ,  -   et 
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1 

salisfontà  l'inégalité  sin>>-,  et  l'on  peut  augmenter  cha- 

cun  de  ces  arcs  de  n  ;  car 

cos'  (rt  +  7^)  =  cos^  rt  ;  sin' (a-fn)  =sin' a. 
•29.  Étant  donnée  l'équation 

/==^''+A,3'^'  +  A,3T'  +  --=0, 

décrire  s'il  est  possible,  de  l'origine  comme  centre,  un  cercle 
qui  renferme  tous  les  points-racines? 
Solution.  On  peut  toujours  supposer  le  coefficient 

Ap  =  pp  (cos  xp  -\-  sin  ccp  I^'^), 
p  étant  essentiellement  positif  ;  si  Ap  est  réel  alors  «p  =  0  ; 
faisons 

-  =  x-\-y[/—\  =  r(coS'j»  +  siny  \/— t)  ; 

substituant  dans  l'équation. /s  =  0,  et  égalant  à  part  les  ex- 
pressions réelles  et  les  imaginaires,  on  a  : 

l^=f{x,y)=r"cosn:f+py-cos[{n  —  i)f  +  <x,]-\- 

+  p,r"-'C0S[(rt  — 2)t?+a,]  +  etc., 

Q=F(x,j^)=r»sin«?  +  p,r'-sin[(H-l)?4-a,]  + 

-f  pV"-^  cos  [  (K  —  2)  ? +a' ] -f- etc. , 
faisant 

Le  cercle  décrit  d'un  rayon  plus  grand  que  l'un  des  deux 

nombres  1  et  K  1/2  satisfait  au  problème.  En  effet ,  mar- 
quons sur  la  circonférence  les  in  points  M.,  M, ,  M,.... 
M8« — 1  pour  lesquels  on  a  successivement  : 

«9=-,     «?  =  y,     «ï  =  — ....«<p  =  8«-l.-,- 

Tous  ces   points  sont    différents,    et    l'on    a    toujours 

sin'72ii)  =  cos''Hf=-i  par  conséquent  (Probl.  28)',  en   ces 
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points  P  t'I  Q  ont  m<?mc  signe  que  leurs  premiers  termes, 

p 

(Jonc  —  a  mc'me  signe  que  col  ntf  ;  en  M, ,  ce  signe  est  -f-  ;  en 

Mj  ce  signe  est  —  1  ;  en  M,,   il  est  -|-  1.  ot  ainsi  de  suite,- 

et  en  Ma»- 1  il  sera  +•  Lorsque  sin'ç  <  -,  alors  cos"?  >  -; 

donc ,  une  au  moins  des  fonctions  est  toujours  de  même 
signe  que  son  premier  terme  ;  or,  de  M,  à  M, ,  de  M,  à  M,, 
de  M,  à  M„,  etc.,  Q  est  de  même  signe  que  son  premier 
terme    et  ne  peut  devenir    nul ,    et ,    par   conséquent , 

p 

—  ne  peut  devenir  infini  que  dans  les  intervalles  de  M,  à  M, , 

P 

de  M,  à  M„  de  Mg»- 1  à  M ,  ;  ainsi  —  devient  •2n  fois  infini  en 

passant  de  —  en-f-  ;  c'est-à-dire  l'excès  est  égal  à  2n  ;  ainsi , 
comme  dans  le  théorème  de  M.  Cauchy,  il  y  a  donc  n  points- 
racines  dans  l'intérieur  de  la  circonférence  ;  en  d'autres 
termes  léquation  /(s)  =  03  toujours  n  racines;  ce  qu'il  fal- 
lait démontrer.  Tm. 


DÉMONSTRATION  1-';m;:MEN'TAIRK  D'UN  THÉORÈME  DE  NEWTON. 
Sur  un  rapport  entre  des  quantités  différentielles.  (V.  p.  506.) 


Théorème.  Si  Ion  prend  un  point  E  sur  le  côté  BC  d'un 
triangle  rcrliligne  AUC,  cl  qu'on  mène  par  ce  point  la  trans- 
versale EF(i ,  infiniment  rapproché  de  EC  et  coupant  Ali  en 

1'  et  AL  en  G  ,  on  a  1  équation  — =: 

'  C(i      EC.  AC 

Démonstration.  La  propriété  connue  de  la   transversale 
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donne  -—  =  --  .  — -^^  ;  or  BF  et  CG  étant  infiniment  petits 
Ijtj       tCi    AG 

AG      A«    . 
on  a  --=  =  -— „  donc ,  etc. 
Ar       A(j 

Corollaire.  Lorsque  le  point  E  s'éloigne  à  l'infini ,  on  a 

ER  =  EC  et  — 7=  r^;;  proposition  vraie  lors  même  que 
CG      AL 

BF  et  CG  sont  des  quantités  finies. 

Observation.  On  démontre  en  E:éométrie  que  la  parallèle  à 
un  côté  d'un  triangle  coupe  les  deux  autres  côtés  proportion- 
nellement j  quelque  rapprochée  que  soit  cette  parallèle  du 
sommet ,  les  deux  segments  infiniment  petits,  partant  de  ce 
sommet ,  ont  toujours  pour  rapport  fini  celui  des  côtés;  il  en 
est  de  même  lorsque  la  parallèle  s'éloigne  à  l'infini  du  som- 
met. C'est  ici  l'occasion  de  donner  aux  élèves  une  première 
notion  de  la  théorie  différentielle  qui  ne  consiste  qu'à  trouver 
les  rapports  finis  entre  des  quantités  infiniment  petites  ou 
infiniment  grandes,  Il  y  a  près  d'un  siècle  qu'un  géomètre 
français  bien  connu  faisait  voir  combien  il  serait  important 
d'introduire  le  calcul  différentiel ,  d'une  facilité  si  vulgaire, 
dans  l'enseignement  élémentaire  ;  mais  comme  cette  intro- 
duction faciliterait  et  abrégerait  beaucoup  la  science,  l'ap- 
pauvrirait de  phrases  et  l'enrichirait  de  faits,  il  est  à  croire 
que  la  proposition  de  ce  géomètre ,  récemment  renouvelée 
par  feu  M.  deCoriolis,  restera  encore  longtemps  parmi  les 
pia  desideria.  Pourquoi?  C'est  ce  que  je  me  garderai  bien  de 
dire.  Le  géomètre  bien  connu  avait  nom  Jean  Lerond  d'A- 
lembert. 

On  devrait  aussi  ajouter  quelques  notions  de  Dynamique 
aux  théories  de  la  statique.  Euler  a  déjà  remarqué  que  l'en- 
seignement isolé  de  cette  science  propage  une  foule  d'erreurs 
L'introduction  de  la  doctrine  si  séduisante  des  couples  a  encore 
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augmenté  cette  source  d'idées  fausses  chez  les  élèves  qui 
n'entrent  pas  à  l'Ecole  polytechnique.  Dans  le  mois  prochain 
nous  donnerons  quelques  considérations  nullement  neuves 
et  pourtant  utiles  sur  les  unités  en  mécanique.        Tm. 


NOTE 

SUR  LA  RECHERCHE  ÉLÉMENTAIRE  DU  NOMBRE  tt. 

PAH    H.    ARMAND    FARCT, 

ancien  cli'vc  de  l'École  p<ilylechnicjuo. 


I.  Les  méthodes  élémeulaires  pour  le  calcul  du  nombre  n 
sont  au  nombre  de  quatre  :  deux  directes  et  deux  indirectes  ; 
deux  fondées  sur  la  formule  C  =:  "JuR,  ne  faisant  dépendre 
n  que  de  la  notion  des  longueurs  ;  deux  fondées  sur  la  for- 
mule S  =  7:R%  faisant  dépendre  t.  de  la  notion  des  surfaces , 
ce  qui  est  moins  conforme  à  sa  défuiition  habituelle. 

La  première  (méthode  directe  fondée  sur  la  formule 
G=2reR),  dont  Archimèdeest  le  premier  auteur,  consistée 
chercher  la  longueur  d'une  circonférence  d'un  diamètre 
connu ,  spécialement  d'un  diamètre  1 ,  comme  limite  com- 
mune des  périmètres  réguliers  inscrits  et  circonscrits,  dont 
on  double  continuellement  le  nombre  des  côtés. 

La  seconde  (méthode  directe  fondée  sur  la  formule 
S  =  -R'),  introduite  par  Jacques  Gregory,  géomètre  anglais, 
consiste  à  chercher  la  surface  d'un  cercle  de  rayon  connu, 
spécialement  de  rayon  1  ,  comme  limite  commune  des  poly 
gones  réguliers  inscrits  et  circonscrits,  dont  on  double  conti- 
nuellement le  nombre  des  côtés. 

La  troisième  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formule 
C  =  2t:R),  dont  Schwab  est  le  premier  auteur,  consiste  à 
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chercher  le  rayon  d'une  circonférence  de  longueur  connue , 
comme  limite  commune  des  rayons  et  des  apothèmes ,  d'un 
périmèlrc  régulier  de  longueur  constante ,  dont  on  double 
continuellement  le  nombre  des  côtés. 

La  quatrième  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formule 
S^ttR"),  et  dont  je  ne  trouve  de  trace  que  dans  Legendre 
(liv.  IV.  prop.  XVI),  consiste  à  chercher  le  rayon  d'un  cercle 
de  surface  connue ,  comme  limite  commune  des  rayons  et 
des  apothèmes  d'un  polygone  régulier  de  surface  constante, 
dont  on  double  continuellement  le  nombre  des  côtés. 

Sans  exposer  ici  ces  méthodes,  et  sans  discuter  leur  supé- 
riorité relative ,  ce  qui  serait  assez  épineux ,  vu  les  exigences 
contraires  du  point  de  vue  géométrique  et  de  la  pratique  du 
calcul ,  nous  renverrons ,  pour  la  première ,  aux  Éléments  de 
géométrie  de  M.  Lionnet ,  où  elle  nous  a  paru  d'une  exposi- 
tion plus  élégante  et  plus  heureuse  que  partout  ailleurs  ; 
pour  la  seconde  et  la  quatrième ,  à  la  Géométrie  de  Legendre; 
pour  la  troisième ,  à  celle  de  M.  Vincent. 

II.  M.  Vincent  tire  de  la  méthode  de  Schwab  cet  élégant 
théorème  :  «  Une  suite  de  nombres  commençant  par  Octi ,  et 
dont  les  suivants  sont  alternativement ,  à  partir  du  troisième 
inclusivement,  moyens  différentiels  et  moyens  proportionnels 
entre  les  deux  qui  les  précèdent  immédiatement ,  converge  vers 

2 

la  valeur  de-  ;■>■>  et  le  but  de  celte  note  est  de  montrer  que  ce 

théorème  résulte  également  des  deux  premières  méthodes  (') 
r  M.  Lionnet  désignant  parp  et  P  deux  périmètres  régu- 
liers semblables  inscrits  et  circonscrits,  par  y  et  P'  ceux 
d'un   nombre    double   de  côtés ,    parvient   aux  formules 

^'—^-j—\  p'^V^^'p-  Mais  si  au  calcul  des  périmètres 

(')  L'énoncé  de  ce  théorème  appartient  aussi  à  Schwab.  Tm. 
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successifs  on  substitue  celui  des  uouibres  réciproques ,  on 


',+i 


1        P     p    1        \     /l      1 

trouve  :  -pr  =  — 7-^;  ~  =  \/  77-  •  -  C'est-à-direqueces 

nombres  se  succèdent  alternativement,  moyens  différentiels 
et  moyens  proportionnels  entre  les  deux  qui  précèdent.  — 
Prenant  alors  pour  premier  polygone  le  quarré  circonscrit  de 

côté  -,  ou  a  :  P  =  2,  /^  =  \/-2 ,  et  pour  la  série  des  nom- 

11    \/r+i    .         .. 

bres  réciproques  :  -,  — -,  —  ,  ctc ou  bien,  pre- 
nant pour  premiers  termes  0  et  1 ,  ce  qui  ne  change  rien 

1 

à  la  loi,  puisque  -  est  moyenne  différentielle  entre  0  et  1, 

et — =  moyenne  proportionnelle  entre  1  et-; 

«'l'ô,  ^^.    — jX_,etc....i 

d'où  le  théorème  de  M.  Vincent. 

2°  Legendre  désignant  par  A  et  B  la  surface  de  deux  po- 
lygones réguliers  semblables  inscrit  et  circonscrit ,  par  A'  et 
B'  celles  des  polygones  d'un  nombre  double  de  côtés,  par- 

2AB 


vient  aux  formules  A'  =  \/a  .  B  ;  B'=  -^^ — -.  Mais  si  au 

A  -|- A 

calcul  des  surfaces  on  substitue  celui  des  nombres  récipro- 

_  i  +  l 

1       \    /l    1  I        B  ^  A'    , 

qucs  ,  on  trouve  :   ;^.=  V   ÂB    *^'    B"  "^ — 2 — ''^^*'' 

à-dire  que  ces  nombres  se  succèdent  alternalivcment,  moyens 
proportionnels  et  moyens  différentiels ,  entre  les  deux  qui 
précèdent.  Prenant  alors  pour  premier  polygone  le  quarré 
inscrit  de  côté  1 ,  on  a    A  =:  1 ,  B  =  2 ,  et  pour  la  série  des> 
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11        l/â  +  1 
nombres  réciproques  •  1 ,- ,   — r,    ,    elc ou 

bien  ,  prenant  pour  premier  terme  0,  ce  qui  ne  change 
point  la  loi ,  puisque  -  est  moyenne  différentielle  entre  0  et  1  : 


0,1,    -,  — :. ,  — V —  5  clc- •  • 


1     J_      l/i+\ 

Fi' 

d'où  le  théorème  de  M.  Yincent. 

Quant  à  la  quatrième  méthode ,  en  désignant  par  R  et  r  le 
rayon  et  l'apothème  d'un  polygone  régulier,  par  R'  et  r*  ceux 
du  polygone  régulier  de  même  surface ,  mais  d'un  nombre 
double  de  côtés ,  on  a ,  suivant  Legendre ,  les  formules  : 

R'  =  X/RTr,    r'  =  \  /  /•  — i-^  qui ,  en  partant  de  R  =  1 
et  r  =  — -  rayon  et  apothème  du  quarré  de  surface  égale 


Y/=,d'oùrc 


à  2,  permet  d'approcher  indéfiniment  de  \  /  -,  d'où  l'on 

peut  tirer  un  théorème  analogue  à  celui  de  M.  Vincent,  mais 
fondée  sur  une  série  dont  la  marche  est  moins  régulière  et 
le  point  de  départ  moins  caractérisé ,  far  l'impossibilité  d'y 
introduire  le  terme  zéro. 

2AB 

Note.  On  déduit   de  B'  =  -— - — ^   cette  autre    formule 

A-(- A 

2BA' 
B'  =  — - — - ,  que  Saurin  a  démontré  directement  (Mémoires 
B-}- A 

de  l'Académie,  1723,  p.  10);  elle  donne  cet  énoncé  élégant 

et  mnémonique  :  A'  est  une  moyenne  géométrique  entre  B 

et  A,  et  B'  une  moyenne  harmonique  entre  B  et  A'  ;  il  serait 

intéressant ,  mais  très-difficile,  de  trouver  la  limite  de  la  série 

de  Schwab  par  un  moyen  direct ,  purement  analytique. 

Tm. 
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NOTE  SUR  LE  RAPPORT  D'ARCHIMÈDE. 


1.  ISous  croyons  qu'il  y  a  quelque  utilité  à  faire  connaître 
aux  élèves  studieux  la  manière  dont  l'illustre  Syracusain  est 
parvenu  à  ce  rapport.  Nous  faisons  usaçe  des  notations  mo- 
dernes en  conservant  la  méthode  d' Archimèdc  ;  car,  en  toute 
chose,  l'idée  est  le  point  important,  le  signe  est  un  accessoire 
d'une  importance  secondaire.  Mais  nulle  part  l'adoration 
des  signes ,  la  semciolatrie  n'est  portée  si  loin  que  dans  la 
science  mathématique.  Tel  géomètre  admettra  votre  dé- 
monstration si  vous  désignez  une  certaine  idée  par  les  sept 
lettres  rapport ,  et  il  la  repoussera  si  vous  vous  avisez  de 
représenter  la  même  idée  par  les  cinq  lettres  sinus.  Si  les 
Euclidc;,  les  Archimède ,  les  Apollonius  revenaient ,  ils  ri- 
raient de  nos  superstitions,  adopteraient  nos  systèmes  de 
notation ,  se  mettraient  au  courant  de  nos  progrés  et  se 
placeraient  encore  au  premier  rang. 

2.  Sept  ouvrages  d'Archimède  sont  restés.  Le  second  porte 
pour  suscription  R'j-c)>oj  [jixp-rjcrici,  Mesure  du  cercle.  11  ne  con- 
tient qu'un  livre  et  trois  théorèmes. 

1"  Théorème. 

L'aire  d'un  cercle  quelconque  est  équivalent  à  l'aire  d'un 
triangle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  égal 
au  rayon  du  cercle  et  dont  l'autre  côté  de  l'angle  droit  est 
égal  à  la  circonférence  du  cercle. 

Démonstration.  L'aire  du  cercle  n'est  pas  plus  grande  que 
celle  du  triangle  rectangle. 
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Si  l'aire  du  cercle  était  plus  grande,  soit  D"  la  différence 
entre  les  deux  aires.  Inscrivons  dans  le  cercle  un  polygone 
régulier  tel  que  la  différence  entre  son  aire  et  celle  du  cercle 
soit  moindre  que  D' ^  ce  qui  est  toujours  possible.  L'aire  du 
polygone  est  donc  supérieure  à  l'aire  du  triangle,  c'est-à-dire, 
le  périmcire  du  polygone,  multiplié  par  son  demi -apothème, 
serait  plus  grand  que  la  circonférence  multipliée  par  la  moi- 
tié du  rayon ,  ce  qui  est  impossible;  donc  Yaire  du  cercle  ne 
saurait  être  plus  grande  que  celle  du  triangle  rectangle. 

Si  l'aire  du  cercle  était  moindre,  soit  D'ia  différence; cir- 
conscrivons un  polygone  régulier  tel  que  la  différence  entre 
son  aire  et  celle  du  cercle  soit  moindre  que  D'  ;  ce  qui  est 
toujours  possible  ;  l'aire  du  polygone  est  donc  plus  petite  que 
celle  du  triangle;  c'est-à-dire,  que  le  périmètre  du  polygone, 
circonscrit ,  multiplié  par  la  moitié  du  rayon ,  est  plus  petit 
que  la  circonférence  par  la  moitié  du  rayon  ;  ce  qui  est  im- 
possible, donc  ces  deux  hypothèses  étant  exclues,  le  théorème 
est  démontré. 

Observation.  Euclide  démontre  (lib.  X,  Prop.  1)  que  si, 
d'une  quantité,  on  retranche  plus  que  la  moitié  et  ensuite 
on  retranche  encore  du  reste  plus  que  la  moitié  de  ce  reste, 
et  ainsi  de  suite,  on  peut  parvenir  à  un  reste  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée  ;  on  établit  aussi  facilement  cette  seconde  pro- 
position qu'on  ne  rencontre  ni  dans  Euclide ,  ni  dans  Archi- 
niède  :  La  différence  entre  l'aire  du  cercle  et  celle  d'un  poly- 
gone régulier  inscrit  est  plus  grande  que  le  double  de  la 
différence  entre  l'aire  du  cercle  et  celle  d'un  polygone  ré- 
gulier inscrit  d'un  nombre  double  de  côtés.  Au  moyen  de  ces 
deux  propositions,  il  devient  évident  qu'on  peut  inscrire 
dans  un  cercle  un  polygone  régulier  dont  l'aire  diffère  de 
celle  du  cercle ,  d'une  quantité  moindre  qu'une  quantité 
donnée.  Archimède  énonce  cette  proposition  comme  généra 
î,emçnt  «onnue. 
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TnÉORÈMK   II. 

L'aire  du  cercle  est  au  carré  du  diamètre  comme  11  est 
à  14. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  du  théorème  précé- 
dent et  du  suivant. 

Observation.  11  semble  que  ce  théorème  devrait  être  placé 
après  le  suivant,  et,  contre  son  habitude,  Archimède 
énonce  comme  un  rapport  absolu ,  une  simple  approxi- 
mation. 

Théokéme  III. 

Une  circonférence  de  cercle  est  égale  à  trois  fois  son  dia- 
mètre, plus  une  partie  moindre  qu'un  seplicme  du  dia- 
mètre, et  plus  grande  que  dix  soixante  et  onzièmes  du  dia- 
mètre. 

Démonstration.  V  Partie.  La  circonférence  est  plus 
petite  que  trois  fois  le  diamètre  plus  un  septième  du  dia- 
mètre. 

Soit  le  triangle  ECF  rectangle  en  C  ,  et  ayant  l'angle  FEC 

égal  au  —  de  quatre  angles  droits;  menons  1°  la  droite  EG 

bissectrice  de  l'angle  FEC  ;  2°  la  droite  EH  bissectrice  de 
l'angle  GEC  ;  3°  la  droite  EK ,  bissectrice  de  l'angle  HEG  ; 
4°  la  droite  EL,  bissectrice  de  l'angle  KEC;  de  sorte  que 
l'angle 

GEC  =  g;HEC=g;REC=i|;LEC=i^; 
faisons  FE  =  306  ;  alors  FC  =  153. 

f1'=  93636  ;  FC'=  23409  ;  donc  £(?=  70227  ;  EC  >  265; 

EC         265    .    ^.  .     ^T-   . 

-r=  >■  -  „  ;  la  bissectrice GE  donne: 

Ci'         153 

FE  +  EC_EC       571 
FC      ""GC'^ISS' 
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de  là,  on  déduit  t 

ËcVgc'       ËG''       32G041     EG       5914 


rn*  -^  QS409  '   GC  "^ 


G(f  GC'        23409'  GG  ^   153  ' 

On  connaît  donc  les  trois  côtés  du  triangle  rectangle  GCE  ; 
et  GH  étant  une  bissectrice  de  l'angle  GEK,  on  en  déduit,  en 
suivant  la  même  marche  que  ci-dessus  : 

EG       1162,^     HE       1172i 


CH        153    '  HC         153 
et  passant  aux  deux  autres  bissectrices  : 

EG       2334^     KE       2339  f    EC        4673i 


KG-"^    153    '  KG^    153  '   LC -^     153    " 
Si  du  point  E  comme  centre  et  du  rayon  EG  ,  on  décrit 
une  circonférence,  2EGestle  diamètre  de  cette  circonférence 
et  2LC  est  le  côté  d'un  polygone  régulier  de  96  côlés  circon- 
scrit à  ce  cercle. 

96.2LG        96.153  _  14688  _  29376  _  „  ,    1      9345 
""       2EG    "^  4673-;  ~  4673i  ~   9347  ~    "'"7'9l47' 
donc ,  à  fortiori  ,    la  circonférence  divisée  par  le  diamètre 

est  moindre  que  3  -  . 

2'  Partie.  La  circonférence  est  plus  grande  que  trois  fois 
le  diamètre  plus  —  du  diamètre. 

Soit  AG  le  diamètre  d'une  demi-circonférence ,  et  CBA  un 

4(7 

triangle  inscrit ,  ayant  l'angle  B.\G  =  -| ,  menez  les  quatre 

cordes  bissectrices  successives  AG ,  AH  ,  AK ,  AL  ;  AG  bis- 
sectrice de  BAC  ;  AH  bissectrice  de  GAG  ;  AK  bissectrice  de 
HAC  ;  enOn  AL  bissectrice  de  KAG. 
Prenons   AC  =  1560  ;    alors   RG  =  780  et  AB  =  1351 

.      ,.         j        AB    ^  1351 

raoms  une  iraction  ;  donc  —  <r . 

BG        780 

Soit  F  le  point  où  la  bissectrice  Ati  coupe  la  corde  RC  ; 
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Af'.+  AIi       AC  .       . 

on  aura — —  =^  i  "wis  l<'s  (ku\  triangles  rectangles 

lilj  Cil' 

CGF  et  CGA  sont  équiangles  ;  donc 

AC_AG  AG       AC+AB      2911    Âg'        8i_73921 

CF  ~  GC  '  GC  ~       BC       "^  780  '  "^^  ^     780'      ' 

Âg'  +  GC'  _Âc'        9082321     AC       301 3| 

en  opérant  de  la  mémo  manière  sur  les  quatre  Irjangles 
AGC ,  AHC,  ARC,  ALC,  on  trouve  successivement: 
AC       1838t^   AC       1009i  AC      2017J  CL  66 

GH^"^4Ô"'CK<"~66"'Cl'^  66  'aC^  20171' 
or,  la  corde  LC  est  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de  96 
cùlés  ;  et 

96.  CL       63  36  _  25344  _     1137 
AG  2ÔÏ7Ï  ~  ¥o"69'  ~  "   8071  ' 

8071  80710  70  +  rnj       71  ' 

donc  le  périmètre  du  polygone  de  96  côtés  divisé  par  le  dia- 
mètre ,  et  à  fortiori  la  circonférence  divisée  par  le  diamètre, 

donne  un  rapport  plus  grand  que  3—-.  C.  Q.  F.  D. 

Observation  V^.  Archimèdo  se  contente  de  donner  les  ré- 
sultats ,  mais  ncITectue  pas  les  calculs;  ce  qui  est  à  regret- 
ter. Dans  les  extractions  des  racines,  il  prend  pour  approxi- 
mation le  reste  divisé  par  le  double  de  la  racine,  comme  ont 
fait  aussi  les  Arabes.  On  sait  que  les  approximations  déci- 
males ne  datent  que  du  17*^  siècle.  Il  est  certain  que  ce  genre 
d'approximation  n'aurait  pas  échappé  au  génie  de  l'auteur 
de  VArénaire  [f.  I.  T,  515),  si  les  anciens  avaient  eu  la 
moindre  notion  de  notre  procédé  graphique  de  numération. 
11  serait  instructif  de  savoir  ce  qui  a  déterminé  Archimèdo 
à  adopter  pour  nombre  arbitraire  dans  la  première  partie 
306=2.3M7  ;  et  dans  la  seconde  partie,  1560=  2'.3.5.13  : 
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il  y  a  élé  probablement  conduit  par  quelques  ingônieuses 
considérations  d'arithmétique. 

Observation  2.  Archimède  a  donc  ramené  la  recherche  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  à  ce  problème  :  Con- 
naissant numériquement  deux  côtés  d'un  triangle  rectangle, 
calculer  les  longueurs  de  la  bissectrice  d'un  angle  aigu  et 
des  deux  segments  formés  sur  le  côté  opposé  à  cet  angle  ; 
il  applique  successivement  cette  solution  aux  polygones  ré- 
guliers circonscrits  et  inscrits  de  12,  24,  48,96  côtés.  De 
nos  jours ,  la  théorie  des  polygones  réguliers  est  un  cas  par- 
ticulier de  la  théorie  trigonométrique  et  forme  double  em- 
ploi dans  les  éléments  de  géométrie ,  ce  qui  n'a  rien  de  sur- 
prenant. Toute  la  science  ne  renferme  peut-être  qu'une 
dizaine  de  propositions,  mais  que  les  auteurs  ont  le  talent  de 
présenter  chacune  vingt  fois  sous  vingt  énoncés  différents , 
ce  qui  donne  plus  d'ampleur  à  la  science  et  aux  livres. 

Observation  3.   Selon  Archimède,   it  est  compris  entre 

3—  et  3—. 
71         70 

Or,  3  —  =  3,  14084  ;  3  1?  =  3,14285  ;  comparant   à  la 

première  tranche  durapportdeLudolph  3,14159,  on  voit  que 
la  grande  limite  d'Archimède  est  moins  approchée  de  t.  que 
la  petite  limite.  Ainsi ,  pour  un  diamètre  de  497  mètres ,  la 
circonférence  est  comprise  entre  1561  et  1562  mètres  j  en 
prenant  1561,  l'erreur  n'est  pas  d'un  demi-mètre;  aussi  le 
rapport  d'Archimède  suffit  dans  les  travaux  industriels,  et 
serait  une  source  d'erreurs  dans  les  calculs  géodcsiqucs  et 
astronomiques. 

Observation  4.  Eudoce,  dans  son  commentaire  sur  ce  livre 
d'Archimède,  dit  qu'Apollonius  a  trouvé  un  rapport  plus  ap- 
proché que  celui  d'Archimède  (voy.  page  474),  et  de  même 
aussi  Claude  Ptolomée  ;  mais ,  observe  Eudoce ,  cela  n  ôto 
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rinn  au  mi-rito  d  Archiniède ,  car  il  est  le  premier  qui  ait  in- 
iliqué  un  rapport ,  cl  ce  qu'il  y  a  d'admirable ,  le  rapport  le 
plus  simple  et  nécessaire  aux  besoins  de  la  vie,  Trpôi:  tii;  to'j 
Biou  XpÉtaç  avaynalov. 

Le  rapport  d'Appolonius  ne  nous  est  pas  parvenu. 

Celui  de  Pldlcmée  est  3,1410006  ;  trop  fort  à  partir  de  la 
quatrième  décimale.  Dans  sa  table  des  cordes  [Almageste  , 
liv.  Il),  il  donne  pour  corde  à  l'arc  de  30  minutes  0.31'. 25", 

1      /3l       25  \ 
c'est-à-dire ( ! )  du  diamètre:  réduisant  et  mul- 

120   \G0   '    607 

tipliant  par  120,  on  trouve  le  rapport  indiqué,  car  Ptolémée 
divise  le  diamètre  en  120  parties  égales;  chaque  partie  en 
60  primes,  chaque  prime  en  60  secondes,  etc  ,  etc.  Vièle  , 
dans  son  célèbre  mémoire  y4d  yingulares  sectiones,  expose  le 
premier  une  suite  de  théorèmes  sur  les  cordes  des  arcs  multi- 
ples ,  d'où  l'on  peut  conclure  les  formules  connues  sur  les 
lignes  trigonoméiriqucs  des  arcs  multiples  ;  appliquant  ces 
théorèmes  aux  polygones  réguliers  .  il  en  conclut  les  limites 
suivantes  :  3,1415926535  et  3,1415926537. 

{Opéra  Mathematica,   p.  392,  édif.  Schooten,  1646.) 


SOLUTION  DU  PROBLEME  90. 

PAR  M    HENRI  FAURX  , 

Elève  en  spéciale. 


\°{Fig.  59.)  Les  trois  points  G.\D  sont  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle  A.  Car  les  angles 
DAC,  FAG  étaht  égaux,  et  de  plus  la  ligne  PAC  étant  droite, 
GAD  l'est  aussi.  Si  l'on  joint  FB,  cette  ligne  est  perpendicu- 
laire à  GAD;  or  la  bissectrice  de  l'angle  A  étant  parallèle 
à  FB,  est  aussi  perpendiculaire  à  G\D. 
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•2"  AL  est  perpendiculaire  à  GC  comme  AM  à  BD.  Les 
angles  BAL,  CGB  étant  égaux ,  les  triangles  GOB ,  AOK 
ayant  d'ailleurs  les  angles  en  0  égaux,  il  doit  en  être  de 
même  des  angles  OBG ,  et  AKO  ,  donc  ce  dernier  est  droit. 

Même  démonstration  pour  prouver  que  AM  est  perpen- 
diculaire à  BD. 

3°  A0  =  AR.  Les  deux  triangles  GBD  ,  ARD  étant  sem- 
blables, on  a  la  proportion 

(1)  BG  :  AR  ::  Gi)  :  AD. 

Les  triangles  semblables  CGF ,  CAO  donnent  aussi 

(2)  FGouBG  :  AO  ::  FC  :  AC, 

mais  au  moyen  des  triangles  semblables  GFA  ,   ACD  on  ob- 
tient successivement 

AD  :  AG  ::  AC  :  AF, 


d'où 


ou 


AD^-  AG  :  AD  ::  AC+  AF  :  AC, 


GD:  AD  ::  CF  :  AC. 


Comparant  cette  proportion  aux  précédentes  ,  on  en  déduit 
l'égalité  de  AO  et  AR. 

4"  -— -  =     -,     „_,.  Joignons  OR.  Le  triangle  AOR  étant 
AL        AL  .  OG 

i.socèle ,  il  s'ensuit  que  OR  est  parallèle  à  GD;  donc  on  a  les 

proportions  : 

BD  ou  AM:  RD  ::  AB  :  AO. 

GO  :  GC  ou  AL  ::  AR  ou  AO  :  AC, 

multipliant  ces  proportions  membre  à  membre 

AM  .  GO  :  RD.  AL  ::  AB  :  AC, 
d'où  AM  .  GO  .  AC  =  AL  .  AB  .  DR, 

ce  qui  revient  à  l'égalité  ci-dessus. 

ANN.  UE    M\TIIÉM    m.  40 


-  594  - 
A]N       AC  .  GO 


.T, —  ...    ^.^    Joignons  RN.   Si  l'on  inscrivait  le 
AK       Ali  .  DR 

quadrilatère  AKIN  dans  une  circonférence  (ce  qui  est  pos- 
sible d'après  ce  que  l'on  a  vu  plus  haut) ,  l'angle  KNI  serait 
égal  à  l'angle  h  M  comme  ayant  même  mesure;  or  il  est 
aussi  égal  à  IJLA ,  donc  le  quadrilatère  LRNM  est  inscrip- 
lible.  Traçant  la  circonférence,  les  deux  sécantes  AL,  AM, 
issues  du  môme  point  A ,  donnent  le  rapport 

AN  _  AL  _  AC  .  GO 
ÂK  ~  ÂM~  AB  .  DR, 

d'ailleurs  on  peut  aussi  le  prouver  de  la  manière  suivante  : 
au  moyen  des  triangles  semblables  AOK ,  GOB  on  a 

AK  :  GB  ::  AO  :  GO, 

et  de  môme  par  les  triangles  semblables  ANR ,  DRC 

AC  :  AN  ::  DR  :  AR  =  AO; 
multipliant  res  deux  proportions  membres  à  membres ,  on 
arrive  à  la  solution. 

6°  Les  droites  AIH  ,  BD  ,  GC;  se  coupent  au  môme  point. 
Si  je  prouve  que  les  six  segments  AO ,  BO ,  BS ,  SC ,  GR ,  RA 
jouissent  de  cette  propriété  que  le  produit  (*) 

AO  .  BS  .  RC  =  BO  .  SC  .  AR, 

les  lignes  AS,  BR ,  DC  se  couperont  au  môme  point  d'après 
un  théorème  connu  des  transversales.  Or,  AO  =  AR  ;  donc 
il  faut  prouver  l'exactitude  de  l'égalité 

BO  .  SC  =  BS  .  RC, 
les  triangles  semblables  GOB  ,  AOC  donnent 
GB  ou  AB  :  AC  ::  BO  :  AO, 
de  même  les  triangles  ARB,  RCD  donnent 

AB  :  CD  =  AR  :  RC  =  AO  :  RC  ; 

(■)  La  leltre  S  manque  dans  la  ligure. 
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multipliant  ces  deux  proportions  terme  à  îernie,  on  a 
ÂB*  :  Âc'  ::  BO  :  RC, 


or  on  a  aussi 


donc 


AB'  :  AC'  ::  BS  :  CS. 


BO  :  RC  :  :  BS  :  CS 
et  BO  .  CS  =  RC     BS. 

Si  l'on  construisait  les  carrés  dans  le  sens  inverse  on  verrait 
ijue  la  même  propriété  a  encore  lieu. 

Si  l'on  prolonge  AH ,  GF  ,  ED ,  ces  (rois  droites  se  coupe- 
ront en  un  même  point.  Car  soit  P  le  point  de  rencontre 
Je  GF  avec  ED  ;  joignons  AP  ;  l'angle  PAF  =  CAH  d'après 
l'égalité  des  triangles  ABC ,  PAF.  De  plus  l'on  voit  que 
AP:=BG  =  SH.  Si,  au  lieu  de  carrés,  ou  construisait  sur  les 
Irois  côtés  du  triangle  ABC  des  rectangles  semblables,  les 
mêmes  propriétés  subsisteraient  encore. 


CONSTRUCTION  DU  RAYON  DE  COURBURE  DE  L'ELLIPSE 

(à  démontrer). 

PAH   M.    ABEL    TRAKTSON. 


On  sait  que  l'ellipse  est  engendrée  par  le  sommet  T  d'un 
triangle  TAB  ,  lorsqu'on  fait  glisser  les  extrémités  de  la  base 
sur  deux  axes  Oxes.  Ce  mode  de  description  est  souvent  em- 
ployé dans  la  construction  des  épures;  mais  alors  on  réduit 
le  triangle  à  sa  ligne  de  base  AB ,  en  plaçant  le  sommet  T  en 
un  point  quelconque  de  cette  ligne. 

Dans  tous  les  cas ,  on  sait  que  si  on  élève  en  A  et  B  deux 
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lignes  perpendiriilaircs  rospcctivemcnt  aux  axes  directeurs 
ces  liffnes  se  rennuilrent  en  O;  la  ligne  TO  est  à  chaque 
instant  la  normale  de  l'eltipse  pour  la  situation  actuelle  du 
point  décrivant. 

Dans  tons  les  cas  aussi,  on  pourra  construire  le  rayon  de 
courbure  à  l'aide  de  la  remarque  suivante  Abaissez  du 
centre  de  la  courbe  (point  de  rencontre  des  axes)  une  per- 
pendiculaire sur  la  normale.  Soit  C  le  pied  de  cette  perpen- 
diculaire. Le  rayon  de  courbure  est  une  troisième  propor- 
tionnelle aux  lignes  TC  et  TO  ;  c'est-à-dire  qu'on  a 

"-TC' 
expression  très-facile  à  construire  (*). 


QUESTION  D'EXAMENS. 

De  tous  les  triangles  inscrits  dans  une  ellipse  et  dont  un  côte 
passe  par  un  foyer ^  quel  est  le  triangle  maximum  ? 

PAR  M.  E.  DESMARETS, 

ancien   élève  de  l'École  polytechnique. 


(  Fig.  79.)  Soient  1°  F  le  foyer,  2°  GN  la  direction  que  doit 
prendre  le  côté  cherché  ,  il  est  clair  que  la  condition  de  maxi- 
mum imposée  au  triangle  exige  que  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  M  soit  parallèle  à  la  ligne  GN. 

Soient  1°  oX  le  diamètre  parallèle  à  la  direction  GN  ;  2°  oY 


(*)  C'est  une  belle  généralisation  du  Ibéoréme  de  M.  Dupin  {DéveUippemenlt 
de  Géométrie,  p.  31) ,  TO  esl  égal  au  demi-diamétre  conjugué  à  celui  qui  passe 
par  T;  le  point  T  décrit  une  portion  de  droite,  lorsque  les  trois  points  A, 
B,  T  et  le  centre  sont  sur  un  même  cercle.  Le  lien  du  point  0  est  une  circon- 
férence. Tm. 
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le  diamètre  conjugué  du  précédent  ;  3"  z ,  a'  les  angles  de  ces 
diamètres  avec  le  grand  axe;  4°  oF  =  c  =  \/<i' — b^,  on 
aura  ! 

fl,y-|-  b'x'  =  a'b^'  pour  l'équation  de  l'ellipse  ; 

VN  X  NM  sin  (a'— a)  pour  la  mesure  du  triangle  cherché. 

t°  Le  facteur  VN  sera  obtenu  en  remplaçant,  dans  l'équa- 

c  sin  3t.  .        . 

lion  de  l'ellipse ,  y  par  la  valeur -, qui  appartient  a 

oV  ;  on  a  donc  : 

-—a      a,°6,'sin  (a' —  a)  —  a,'c,*sin  y. 
i.'sin  (z'—  a) 

Si,  dans  cctie  expression  ,  on  remplace  a7''sin(a' — a)  par 
leurs  valeurs  déduites  des  relations  connues 

—                                                a'b' 
a,'b;  sin'(a'—  a)  =  a'b',     a.'  =  ——^ ,         (A) 

c'sin  a  -j-  b' 

on  obtient  la  valeur  de  VN  en  fonction  des  quantités  con- 
nues rt,  t ,  c  et  de  l'indéterminée  sin  a , 

^b" 

c'sin  a  -f-  6' 

2°  Le  produit  VNsin(a' — o)  sera  obtenu  en  se  servant  de 

l'égalité 

,r-»»      .,  ,       csinx 

VM.=  6'+^— i -. 

sin  (a  —  a) 

Cette  égalité  est  transformée  par  l'intervention  des  rela- 
tions (A)  en 

VM  s\u{x' —  a)  =  csina  +  ^'^c'sin  a-\-b'  ^ 

la  surface  du  triangle  est  donc,  après  avoir  représenté  sin  a 
par  3, 


(C) 
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et  on  doit  chercher  le  maximum  de  l'expression 

cz  +  \/c'z'+  b' 
cV-f-  b"        ■ 
La  dérivée  est 

(cV+  b'ic  -I *"'        \—  (cz+  \/c'z'+b^y2cz 

V        \/c\'-\-b'/ . 

(c'z'+  by 
ou  ,  après  réduction , 

rr^J-nT'  (-  ^'^'+  b-  cz  V'^^+V) .         (D) 
{cz-\-o) 


Le  polynôme  —  c'z'-f  6'—  ca  J/c'z"+  ^'^  "igalc  à  zéro  donne 
s  oa  sma  =  d: . 

Or  lellipse  donnée  peut  présenter  trois  circonstances  : 

&<cV/3,       b  —  c\/^,       b-^cVÎ. 

1°  Si  on  a  i<c|/3,  ou  c  >-,  l'ellipse  est  sensiblement 

allongée ,  et  la  valeur  analytique  qui  donne  le  maximum 
étant  inférieure  à  l'unité,  l'angle  a  existe;  et  la  valeur  de 
sin  ï  ,  substituée  dans  la  mesure  (B)  du  triangle,  donne  : 

^»,„       ZabVl 

GNIV1=  ; . 

4 
Or  cette  valeur  est  celle  du  triangle  maximum  général  inscrit 
dans  l'ellipse  :  on  peut ,  en  effet,  reconnaître  que  la  droite 
GN  est  le  côté  de  ce  dernier  triangle  ;  cette  droite,  menée 

b 
avec  l'inclinaison  caractérisée  par  la  condition  sin^  =  — — , 

cK3 

partage  en  deux  parties  égales  le  demi-diamètre  conjugué  de 

celui  qui  est  parallèle  à  celle  droite  :  on  a  alors,  on  effet , 

«■•sin  y.  b, 

o\  =  -: ; =  —  , 


—  599  — 
ou  ,  par  l'emploi  des  relations  (A) , 


L'C  sin a  =  V c'sin  ^ -f-  i" , 

égalité  exacte ,  si  on  remplace  sin».  par  — —  :  ainsi  dans  les 

c\/3 
ellipses  éloignées  de  l'état  circulaire ,  le  triangle  cherché  est 

le  triangle  masimum  général  inscrit.  La  même  circonstance 

se  reproduit  lorsque  l'on  a  6  =  c  \/3 ,  et  la  ligue  GN  est 

alors  perpendiculaire  au  grand  axe. 

2°  Si  l'on  a  i  >  c  \/3 ,  l'ellipse  donnée  se  rapproche  de 

l'état   circulaire  ,    la    condition    analytique  du   maximum 

b 
z  = est  étrangère  à  la  question  ;  or  le  raa.ximuin  rela- 

cI/3 
tif  est  alors  donné  par  la  condition  s=l  ou  x  =  90°;   il 

sufiSt ,  en  effet ,  de  démontrer  que  la  fonction  (C)  croit  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  inférieures  à  l'unité,  ou  que  la  déri- 
vée (D)  de  cette  fonction  reste  positive  pour  les  valeurs  z<;t . 
Or  on  a  toujours  : 


-  cV+  b'—  cz  V&^+b'  >  0  ,  (E) 

inégalité  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

cz  X/c'z'—  /;'  <  b'—  c'z'  ; 

or ,  lorsque  l'on  a  :<1  et  b^cï^^,  les  deux  membres 

de  cette  inégalité  étant  positifs,  on  peut  élever  au  carré,  et 

on  a ,  après  réduction  : 

3c'z'  <  b' , 

inégalité  qui  est  vérifiée  dans  les  conditions  actuelles. 

Ainsi ,  lorsque  l'on  a  ^>c|/3,  la  droite  qui  donne  le 
triangle  maximum  relatif  est  perpendiculaire  au  grand  a%e, 
et  la  inesiir:'  iie  ce  triangle  est  : 

£(c+^_  (F) 
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On  peut  d'ailleurs  démontrer  que  ce  maximum  relatif 
tend  à  devenir  égal,  mais  est  toujours  inférieur  au  maii- 

mum  général    '^       ' .  En  effet,  la  condition 

c  ou  y  a'—  b'  —  ou  <  „  qui  correspond  à  ii  >  c\/z, 
donne  le  résultat  suivant 

3a' 

ou  t  =  >  -—  , 

4 


a\/3 


(!+") 


=  > 


2 


Or ,  puisque  l'on  a  c  =  ou  <  - ,  si  on  remplace  dans  le 

premier  membre  de  cette  dernière  inégalité  -  par  c,  ce  pre- 
mier membre  doit  devenir  inférieur  ou  ,  au  plus,  égal  au 
deuxième  ;  on  a  donc  : 

3a\/3 


< 

\     a     / 

Delà, 


<-¥)= 


^iT) 


< 1 


On  pourrait  examiner  les  conditions  nécessaires  pour  que 
le  triangle  inscrit,  dont  deux  côlés  passent  par  les  foyers  , 
soii  maximum  ;  mais  il  est  clair  que  ce  triangle  est  celui  que 
l'on  oblioDt  en  unis-nut  le  sommet  du  petit  axe  aux  deux 
foyers. 

Note.  Un  polygone  d'aire  maximum  absolu,  d'un  nombre 
de  côtés  donné,  inscrit  dans  une  ellipse ,  est  la  projection  du 
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polygone  régulier  d'un  même  nombre  de  cô(és  el  inscrit  dans 
le  cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection  ;  les  côtés  du  polygone 
inscrit  dans  l'ellipse  touchent  donc  une  seconde  ellipse  con- 
centrique semblable  et  semblablement  placée.  Si  le  côté  du 
polygone  doit  passer  par  un  point  fixe,  il  y  a  trois  cas  à  dis- 
tinguer; si  le  point  fixe  est  hors  de  la  seconde  ellipse,  il  y  a 
deux  solutions  ;  si  ce  point  est  sur  l'ellipse,  les  deux  solutions 
se  réduisent  à  une  seule  ;  si  le  point  est  dans  l'intérieur  de 
l'ellipse,  le  problème  est  impossible  pour  le  maximum  absolu  ; 
mais  dans  ce  cas  la  question  peut  être  ramenée  à  la  question 
analogue  pour  le  cercle.  Tm. 


QUESTIONS  D'EXAMEN,  en  184*  ('). 


y4lgèbre. 

1.  Faire  voir  que  dans  l'extraction  de  la  racine  m»«"»« 
d'un  polynôme  entier  par  rapport  à  x,  les  degrés  des  restes 
successifs  vont  toujours  en  s'abaissant. 

2.  JXx)  est  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rapport 
à  X,  /  est  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion/(jr)=0;  si  dans  le  polynômey(j:)  on  substitue  à  la 
place  de  jt  une  suite  de  nombres  /',  /",  /"',  etc. ,  croissant 
it  plus  grands  que  /,  les  résultats/(/'),/ {/"),/(/'"),  etc.,  de 
ces  substitutions ,  seront-ils  aussi  croissants  ? 

3.  Soient  a,  ù,  c  les  trois  racines  de  l'équation 

jc^ — px' -\- qx  —  r=0. 


!,•)  M.  le  professeur  Leoii  Anne  a  bien  voulu  nous  comniuni<|uer  ces  ijueslions 
On  en  donnera  les  solutions  dans  le  couianl  de  18!5,  ainsi  quecclles  des  i|UC5- 
'ions  pour  l'admission  à  l'Érole  normale  ei  pour  l'aixrepatioM. 
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Calculer  la  somme  n" -\- li'-{- c"  ;  celle  somme  peut -elle 
donner  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'é- 
quation ? 

4.  Trouver  le  nombre  qui  substitué  à  la  place  de  x  rend 

7x  — 1         5x4-3      ., 
à  la  fois  les  deux  fractions  — - —  et    — -r — entières;  peut- 

■*  12 

on  voir  à  priori  que  le  problème  est  impossible? 

5.  Un  nombre  peut-il  être  à  la  fois  un  quarré  et  un  cube 
parfait ,  sans  être  une  sixième  puissance  ? 

6.  Discuter  par  la  résolution  directe  et  par  le  théorème 
de  M.  Sturm,  l'équation  ax"" -\-  bji'"  -\-c  =  0.  Montrer 
l'identité  des  conséquences  de  ces  deux  modes. 

Géométrie  analytique. 

1.  Conditions  pour  que  les  deux  tangentes  menées  d'un 
même  point  à  une  parabole,  soient  égales. 

2.  Etant  donnés  en  grandeur  et  en  direction  les  axes 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  déterminer  graphiquement 
en  grandeur  et  en  direction ,  et  sans  tracer  la  courbe ,  un 
système  do  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle 
donné. 

3.  On  mène  à  une  parabole  une  suite  de  cordes  parallèles 
que  l'on  partage  dads  un  rapport  donné ,  trouver  le  lieu  des 
points  de  division. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une 
parabole  et  à  sa  directrice. 

5.  Le  point  de  division  d'une  droite  de  longueur  (a+A) , 
qui  glisse  dans  un  angle  droit,  dérrit  une  ellipse  dont  les 
axes  sont  2a,  2(/;  en  quelle  posilioii  cette  droite  esl-elle 
tangente  à  celle  ellipse  ' 

6.  D'un  point  donné  mener  à  une  parabole,  une  sécante 
dont  la  corde  d'intersection  soit  d'une  longueur  donnée,  et 


—  603  — 

trouver  le  lieu  du  sommet  de  l'angle  circouserit  à  celle  pa- 
mbole  et  ayant  celle  corde  pour  corde  de  contact. 

7.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  tangentes  à  une  conique 
terminées  au  point  de  contact  et  à  l'axe. 

8.  Déterminer  une  ellipse  passant  par  un  point  donné 
dune  hyperbole  et  ayant  les  mêmes  foyers  qu'elle. 

9.  Sur  le  grand  axe  d'une  ellipse,  et  des  deux  côtés  du 
centre ,  on  prend  des  distances  égales  à  une  longueur  don- 
née, exprimer  la  somme  des  distances  de  ces  deux  points  à 
un  point  quelconque  de  l'ellipse  ;  conditions  pour  que  celle 
somme  soit  rationnelle. 

10.  De  ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  quarrés  de 
deux  demi-diamètres  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole ,  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  quarrés  des  axes , 
peut-on  conclure  que  ces  diamètres  sont  conjugués? 

De  ce  que  la  surface  d'un  parallélogramme  circonscrit  à 
une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  est  équivalente  à  la  surface 
du  rectangle  des  axes ,  peul-on  conclure  que  les  côtés  de  ce 
parallélogramme  sont  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués  ? 

1 1 .  Déterminer  graphiquement  et  par  l'analyse  une  para- 
bole tangente  en  deux  points  donnés  à  deux  droites  données. 

12.  En  quel  point  de  l'ellipse  la  tangente  fait-elle  avec  le 
rayon  vecteur  mené  au  point  de  contact  un  angle  de  45"  ? 

13.  Trouver  sur  la  circonférence  d'une  ellipse  le  point 
le  plus  éloigné  de  l'extrémité  du  petit  axe. 

Remarquer  pour  la  discussion  qu'il  faut  non-seulement 

que  lordonnée  du  point  soit  réelle ,  mais  encore  qu'elle  soit 

plus  petite  que  b. 

Statique. 

1.  Lieu  des  centres  de  gravité  des  parallèlogranimis  cou 
slruils  sur  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ou  de  lliy 
pcrbole. 
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2.  En  appuyant  la  pointe  d'un  crayon  contre  un  fil  dont 
les  deux  extrémités  sont  fixées,  le  crayon  décrit  une  ellipse; 
quelle  est  en  chaque  point  de  la  courbe  la  tension  du  fil ,  et 
en  quel  point  est-elle  la  plus  grande  ou  la  plus  faible  ? 
Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  gravité  du  fil. 

3.  Trouver  la  résultante  de  deux  forces  concourantes; 
mais  dont  on  n'a  pas  le  point  de  rencontre. 

4.  Trouver  les  tensions  horizontales  de  deux  clous  aux- 
quels est  attaché  un  cordon  tendu  à  angle  droit  par  une 
force  verticale. 

Géométrie  descriptive. 

1.  Étant  donnée  la  projection  horizontale  d'un  point  d'une 
surface  cylindrique  à  base  quelconque,  trouver  la  projection 
verticale. 

2.  Plan  langent  à  la  sphère  en  un  point  de  cette  surface, 
donné  en  projection  horizontale. 

3.  Construire  un  triédre  dont  on  donne  un  angle  dièdre, 
et  les  deux  faces  qui  le  comprennent;  une  des  faces  est  un 
angle  droit. 

4.  Construction  des  polyèdres  réguliers. 

5.  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre. 

6.  On  donne  un  plan  et  la  projection  horizontale  d'une 
droite;  déterminer  sa  projection  verticale,  connaissant 
l'angle  que  cette  droite  fait  avec  le  plan. 


Courbes 

à  construire 

y  = 

1 

v' — 

1 

,y  — " 

:c-i' 

V     

1 

1-x" 


—  605  — 
1 


J  ■ 

■  1+x'' 

X 

y 

-  X  - 1  ' 

1 

y 

-  x'  —  x' 

,.ï 

X 

) 

-  t+x' 

x'—\ 

y 

-x'  +  l' 

2x— 1 

y 

"~  x'  +  r 

y 

x'+t' 

, 

x" — X 

~  i+x  ' 

2  — x 

y 

~  x'±l' 

1 

y 

—  ^'_x  +  l' 

•2x— X' 

y 

~    x'  — 1    ' 

V 

1— x' 

X  ' 

JK  =  X'  —  1  , 

(J'— l)x=+x-2  =  0, 

1  —  X3 

_y  =  X  zt  X  |/x, 
y  =  ±:(x—2)\/x—i, 
y  =  xztV/sx'— 6x  4-x3, 
x/— 3x7  +  4r4--^'  =0, 


-  606  — 
y  =  -ï-  —  1 


i  +  ^-f-^ 


y  =  x—\±:  [/\  —x^. 


y 


1 


y  =  - 

Y 


1  — jt" 

1    r-' 


X^  +  1' 

r'-l' 


y  = 


X 

x 


2— .r 
3ar— 1 


r  = 


1  — x" 


y=  x±i  i/xi  -j-  ix  , 


607 


y  =zx' — 1  ±\/ x' —  X  , 
y=.x''—\±  \/j:'  — 6x  +  4, 
y  =:x'±:  l/x^  —  4x  , 
y  =  x'—i±\/x^—i, 


y  = 


\±\/\  —  x' 


y  =  x'  + 


1 


1 


x{x  — 1)  , 


•'         x-\-\ 
y^  =  x^  +  x. 


±  X/x'—  1 


=  '^\/x^i^ 
=  x'  —  1  zt  \/x'—i  , 


_  x'—i 

1 


^ 


y 


y 


1   —  X 


3' 


=i±\/nr, 


—  608  — 


'       1  +  sinw —  cos »  ' 
p  =;  cos  w  +  2  sin  w  , 

_      1 
^~~  3 tang 0, ' 
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Trianglo  maximum  inscrit  dans  un9  ellipse,  par  AI.  Desmarels 59^ 
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QUESTIONS  D'EXAMEN. 

X.   Algèbre   élémentaire. 

Pag. 
Trouver  sur  la  droite  AB  qui  unit  deux  points  lumineux  A,R  le  point  le 

moins  éclairé  par  ces  deux  iumit^res,  par  M,  Gérono 111 

Note  relative  à  cet  article  ,  par  M.  Terqucm II5 

Noie  relative  à  une  mulliseclion  du  cube,  par  M.Deladéréère 23i 

lo  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  polynôme  du  degré 

îm  en  facteurs  du  troisième  degré. 
î»  Cotnbien  peut-on  former  de  mots  composés  de  3  consonnes  et  *-'  voyelles 

(les  3  consonnes  ne  pouvant  être  écrites  à  la  suite  l'une  do  l'autre)  avec 

les  19  consonnes  cl  les  5  voyelles  do  notre  alphabet. 
3"  Combien  y  a-l-il  de  nombres  dilTérenls  dans  la  lable  de  Pytliagore?  par 

M.  Guilrain 307 

II.  Algèbre  supérieure. 

Exposer  d'une  manière  concise  la  ibeorie  des  racines  égales  et  la  méthode 
que  l'on  en  lire  pour  mener  les  tan(:erilesaux  courbes  algébriiiues  i Con- 
cours général ,  année  1843,  prix  d'honneur  des  sciences),  solution  cou- 
ronnée, de  M.  liocer 51 

Condition  de  realité  des  racines  de  l'cqualion  complète  du  troisième  degré, 
par  M.  Tarnier 161 

Noie  relative  i  cet  article,  par  M.  Terquem 164 

Condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré, 
par  M.  Desboves 387 

Note  relative  à  cet  article,  par  M.  Terquem .390 

IIIi  Géométrie  élémentaire. 

TVouver  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base  en  fonction  du 
rayon  r  de  la  base  du  segment  et  de  sa  hauteur  h.  connaissant  le  volume 
de  la  sphère  el  sachant  que  cette  fonction  demandée  est  entière  par  rap- 
porlàr  elA,  par  M.  Lionnet 83 

Sirfaces  et  volumes  engendres  par  les  polygones  réguliers  tournant  autour 
«•'une  perpendiculaire  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  mené  par  le 
sanimet  au(|uel  aboutit  ce  diamètre,  par  M.  Buet  (Voir  t.  11 ,  p.  353).  .    .    36i 

^uite  du  même  article 393 

IV.  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

On  donie  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  AB  est  l'axe  Iransvcrse  et  F  un 
foyer.  i:ir  le  sommet  A  le  plus  voisin  de  ce  foyer,  on  mène  une  droite 
quelconijie  qui  rencontre  la  courbe  au  point  C  el  on  la  prolonge  d'une 

AD 
quantité  CL  lelle  que  le  rapport —  soit  constamment  égal  au  rapport 

AC 
m 
donné   -;  puis«n  lire  les  droites  BC  et  FD  qui  se  rencontrent  au  poinlE. 

Cela  posé  on  demanûe  la  courbe  que  décrit  le  point  E  quand  la  droite  AD 
prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du  sommet  A. 
On  examinera  comment  il  conviendrait  dp  modifier  l'énoncé  du  problème 
dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  sérail  une  parabole  ayant  son  sommet 
en  A  et  son  foyer  en  V.  Que  deviendrait  alors  l'équation  du  lieu  géomè' 
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Pag 
trique  ilemandé?  (École  normale,  1. 1,  p.  393,  par  M.  Marcou 201 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  intérieurs  A ,  B,  ces  points  étant  consi- 
dérés comme  des  billes  infiniment  petites  et  la  circonférence  comme  une 
ligne  matérielle  parfaitement  élastique  :  on  propose  de  déterminer  sur 
cette  circonférence  (billard  circulaire)  un  point  D  tel  que  la  bille  A,  diri- 
gée vers  D ,  revienne  en  B  après  s'être  réfléchie  sur  la  circonférence,  par 
M.  Gerono 242 

Trouver  les  éléments  d'une  niche  cylindrique  dont  la  surface  et  la  capacité 
sont  données;  vérifier  parla  géométrie  la  discussion  algébrique,  par 
M.Anne 278 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  sa  circonférence,  on  décrit  un  cercle 
tangent  k  cette  courbe  en  ce  point  et  l'on  mène  au  cercle  et  à  l'ellipse  deux 
tangentes  communes,  autres  que  celles  qui  toucheraient  les  deux  courbes 
au  point  A  donné.  On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point 
d'intersection  de  ces  deux  tangentes ,  quand  ou  tait  varier  le  ra jon  du 
cercle  ? 

Si  l'on  représente  l'elhpse  par  l'équation  f    +       =  i,  on  pourra  si  l'on 

veut  exprimer  les  coordonnées  du  point  A  en  fonction  d'une  seule  con- 
stante ip,  de  cette  manière  x  =  a  sinç,  H=6  C0S9  (Concours  général  ,5 

1844);  parM.  Serret 425 

Note  sur  cette  question  ,  par  M.  Terquem .    43i 

Solution  couronnée  de  ce  problème,  par  M.  Mesnard 489 

Solution  purement  géométrique  de  ce  même  problème,  par  M.  Gerono.  .  495 
Une  corde,  dans  une  conique,  étant  vue  d'un  foyer  sous  un  angle  constant, 
trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  tangentes  me- 
nées par  les  extrémités  de  la  corde  (composition  écrite},  par  M.  Choquet.  439 
Par  un  point  0  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  BA  d'un  cercle,  on 
mène  unesécante  quelconque  qui  rencontre  le  cercle  en  deux  points  M,  M', 
et  de  ces  points  on  mène  au  centre  C  deux  rayons  MC,  M'C.  Prouver  que 

le  produit  de  tang  -MCApartang  .j  M'CAestconstant,quellequesoitla 

direction  de  la  sécante  (Concours  général,  1844,  mathématiques  élé- 
mentaires). Solution  purement  géométrique,  par  M.  Gerono 503 

Questions  d'examen,  en  1844 601 

V.   Physiq^ue. 

Théorie  des  vapeurs,  par  M.  Mathieu  Dauriac 127 

Loi  du  refroidissement.  —  Loi  de  Newton.  —  Loi  de  Petit  et  Dulong  dans 

le  vide;  par  M.  Sahuqué 195 

Statique  appliquée  au  magnétisme,  moyen  de  corriger  le  défaut  de  centrage 
des  boussoles  d'inclinaison,  par  M.  Bary.  .' 257 

'VI.  Analyses  d'ouvrages. 

Développement  sur  plusieurs  points  de  la  théorie  des  perturbations  des 
planètes  de  M.  Leverrier,  par  M.  Terquem 94 

Éléments  d'.Trithmétique  et  d'algèbre  A  l'usage  des  écoles  royales  de  navi- 
gation de  M.  C.  Fournier,  par  M.  Terquem -,    i:i8 

Programme  développé  d'un  cours  d'arilhraéti(|ue  élémentaire  renfermant 
outre  les  questions  nécessaires  à  tout  examen,  des  tableaux  comparatifs 
des  anciennes  et  nouvelles  mesures  et  du  calcul  des  intérêts,  de  M.  Cas- 
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Pag. 

telnnri.  pur  M.  Gcrono.    .         253 

tieiiieiils  de  géomélrie  de  M.  Catalan,   par  M.  Thibault 375 

Vil.  MatièreB  diverses. 

Notice  bibliographique  sur  Apollonius,  par  M.  Terquem 350 

Suite  du  même  article 474 

Vlll.  Théorèmes  et  problèmes  non  résolus. 

T.  III,    p.    40  —  81  ,  82, 

p.   104  --  83, 

p.  256  —  84,  86,  • 

p.  37S  —  87,  88,  89, 

p.  424   —  90. 
Que^itions  proposées  au  concours   d'agrégation  pour  les  sciences  mathé- 
matiques  516 

Composition  de  mathématiques  pour  l'admission  à  l'école  normale.  .     .    .    S76 


ERRATA. 


TOME  1.  (Second  supplément.) 

Page  298,  ligne    14,  e»  descendant,  64>  l''ez!  68. 

Page  4îP'  ïigne    i3,  en  descemlant,  'jA-y-f-^'»  lises:  ik'y  4-1'^. 

Page  494>  'ign''   'O.  en  descendant,  sin''y  ,  i/jM  .•  sin<  •). 

TOME  II.  {Supplément). 

Page  110,  ligne     5,  en  remontant,  AC,  lisez.    AB. 

Page  ia3,  ligne  ao,  en  descendant,  s  y  trouve  cependant,  listt  : 
.s'y  retrouve  rependant. 

Page  as^,  ligne  12,  en  remontant,  après  les  mots  sont  rectangu- 
laires, ajoutez:  et  la  somme  j'-f  y^  est  constante. 

Page  236,   ligne     4'   en  remontant,  vous  en,  lises  :  en. 

Page  3i3,  ligne   11,  en  remontant,  ^^çsin'^,  lisez  .•_)-:=-)'sin+. 

Page  4f"6,  ligne     2,  en  descendant,  lisez  :  effacez. 

Page  426,  ligne     9,  en   descendant,  cos  y ,  lisez  ;  cos  tf. 

Page  454,  ligne  i3,  en  descendant,  point,  ojoutez  :  quelconque 
du  plan. 

Page  548,  ligne  dernière,  en  descendant,  rayon  de  la  ,  ajoutez  : 
sphère. 

Page  552,  ligne  12,  en  remontant.   Courrier,  lisez:   Courier. 

Page  562,  ligne    19,  en  remontant,  5io.  lisez  :  519. 
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TOME  III. 

Page     27,  ligne   i;,  en   descendant,   Lilatte,  iisec  :  Pilatte. 

Page     4°'  l'g"e  dernière,    en  descendant,   expliuer,  lises  •  cupli- 
quer. 

Page    58,  ligne  11,  en  descendant, yf"—'),  lisez  :  /"—'(a). 

Page     77,  ligne   1 1 ,  en  remontant,  — i,  lisez:  1. 

Page     85,   ligne  10,  en  descendant,  H',  lisez  partout  A'. 

Page  116,  ligue    6,  en  descendant,  EE,  lisez:  BD. 

Page  116,  ligne  lo,  en  descendant,  BG,  lisez:  BD. 

Page   147,  ligne     2,  en  remontant,  équation,  a/bu(es  :    du  second 
degré. 

Page   316,  ligue  10,  en  remontant,  A+/',  lisez  :  b=p. 

Page  219,  ligne     2,  en  descendant,  i358,  It.^ez:  o56. 

Page  232,  ligne   10,  en  remontant,  cycloïde,  ajoutez  :  problème. 

Page  256,  ligne  10,  en  remontant,  Fodot,  lisez  :  Faadot. 

Page  268,   ligne  12,  en  remont,int,  fig.  i,   lisez:  fig.  3i 

Page  317,  ligne     7,  en  descendant,  Fink,  lisez  :   Finck. 

Page  324,   dernièie  ligne,   en  descendant,    1760,  lisez  :  -f-  760 

Page  342,   ligne  12,   en  remontant,  effacez  ;  est. 

Page  406,  ligne     2,  en  descendant,  supprimez  ■■  et. 

Page  4>4'  ligne  1 1,  en  descendant,  ils  désignent,  lisez  ;  il  désigne. 

AB     ,  AB       DR 

Page  424,  ligne     6,   en  remontant,   — — ,  Usez:  — ^  X  ^rp:- 

AL,  AL.         LtO 

AK       AC     ,  AK        AC    GO 

Page  4  A  eu  remontant,    —  =  ^  •  '"«  ^  .^  =  ÂB  "  DR- 

Page  575,  première  ligne,  en  remontant,  trois,  li<ez  :  trans-. 
Page  675,  ligne    6,  en  remontant,  n^d^,  lises  :  n^d^. 


FIGURES. 


Fig.  l5.  H',  lisez  partout  A'. 
Fig    16,  la  lettre  b  est  omise. 
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